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AVERTISSEMENT. 


La  géométrie  analytique,  jusqu'à  ces  derniers  temps,  a  été  réduite 
à  remploi  presque  exclusif  des  coordonnées  cartésiennes.  On  y  a 
joint,  depuis  peu,  les  coordonnées  trilatéres  et  tétraédriques,  mais 
sans  les  développer  d'une  manière  systématique.  La  méthode  analy- 
tique, qui  résulte  de  Tusage  de  ces  différents  systèmes,  suppose 
que  les  figures  géométriques  sont  engendrées  par  le  mouvement 
d*un  point  dont  les  coordonnées  satisfont  à  une  équation  à  deux  ou 
à  trois  variables  :  c*est  la  méthode  de  Descartes.  Aujourd'hui,  on  a 
imaginé  une  nouvelle  géométrie  analytique  basée  sur  un  procédé 
corrélatif  pour  engendrer  les  courbes  et  les  surfaces  :  on  considère 
les  unes  comme  provenant  du  déplacement  continu  d'une  droite 
dans  un  plan,  et  les  autres  comme  résultant  du  déplacement 
analogue  d'un  plan  dans  Tespace.  De  là  dérivent  les  coordonnées 
tangenlielles  qui  servent  à  la  détermination  de  la  droite  et  du  plan 
mobile.  On  a  négligé,  jusqu'ici,  de  s'occuper  de  ces  nouvelles 
coordonnées  dans  les  ouvrages  élémentaires.  Nous  voulons,  dans  ce 
cours,  combler  cette  lacune  regrettable;  développer  suffisamment  les 
principes  et  les  formules  fondamentales  de  chaque  système  de 
coordonnées;  montrer  ensuite  comment,  étant  donné  un  certain 
ordre  de  propriétés  connues  et  démontrées  par  la  méthode  de 
Descartes,  on  peut  en  déduire,  avec  les  coordonnées  tangentielles, 
un  ordre  correspondant  de  vérités  géométriques  différentes  des 
premières.  Tel  a  été  notre  but. 

Nous  commençons  par  traiter  le  plan  et  la  ligne  droite  suivant 
les  coordonnées  cartésiennes  qui  servent  de  base  à  toutes  les  autres. 
Les  questions  qui  s'y  rattachent  sont  ensuite  résolues  d'après  les 
autres  systèmes;  ce  qui  nous  conduit  à  quelques  formules  dignes 
d'être  remarquées  telles  que  les  relations  entre  les  coefiScients  direc- 
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teurs  d*une  droite,  Texpression  de  la  distance  de  deux  points,  celle 
de  la  distance  d*un  point  à  un  plan,  etc.  Avant  d*aborder  l'équation 
générale  du  second  degré»  nous  donnons  les  équations  de  la  sphère 
par  rapport  aux  diverses  coordonnées  ainsi  qu'un  court  exposé 
des  propriétés  d'un  système  de  sphères.  Nous  arrivons  ensuite  à 
Fétude  des  surfaces  du  second  ordre  :  elle  comprend  la  détermina- 
tion du  centre  et  des  plans  principaux,  Texamen  des  caractères 
particuliers  de  chacune  d'elles  tirés  des  équations  réduites,  la 
recherche  des  lignes  focales  et  des  propriétés  des  surfaces  homo- 
focales,  la  discussion  de  l'équation  du  second  degré  eu  coordonnées 
tétraédriques,  une  série  d'exercices  et  de  problèmes  avec  les  solu- 
tions indiquées. 

Les  limites  de  ce  cours  ne  nous  permettent  pas  de  nous  occuper 
des  courbes  tracées  sur  une  surface;  cette  théorie  se  rattache  plus 
spécialement  au  calcul  infinitésimal,  et  c'est,  par  les  ressources  de 
l'analyse,  qu'il  convient  de  la  traiter.  Nous  préférons  faire  connaî- 
tre, en  terminant,  les  méthodes  les  plus  connues  pour  la  recherche 
des  propriétés  générales  des  surfaces  du  second  ordre,  consacrer 
quelques  chapitres  à  la  génération  des  surfaces  ainsi  qu'à  la  démon- 
stration de  plusieurs  théorèmes  remarquables  sur  les  surfaces  algé- 
briques, les  courbes  gauches  et  les  surfaces  développables. 

Nous  avons  consulté  spécialement,  pour  rédiger  ce  cours,  les 
ouvrages  suivants  :  Principes  de  géométrie  analytique f  par  M.  Painvin; 
Géométrie  de  directiouy  par  M.  P.  Serret;  A  treatise  on  the  analytic 
géométrie  of  three  dimensions ^  par  M.  G.  Salmon;  Vorlesungen  iiber 
analytische  Géométrie  des  Baumes,  par  M.  Hesse;  etc.  Puissent  nos 
efforts  faciliter  l'accès  de  ces  ouvrages  remarquables  aux  jeunes  gens 
qui  étudient  les  mathématiques,  et  leur  inspirer,  pour  la  géométrie 
analytique,  le  goût  et  l'attention  que  mérite  une  science  aussi 
attrayante  que  féconde  en  découvertes. 

J.  CARNOY. 
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I  NTRODUCTION. 


SoHMiiM. — Prtg'aclioiu, —  CoordotmétiearUiiinnet;  toordonniti  putairti  tl  ipUrigneê, 
—  TroMformùOoH  de*  eoordoimdn.  ~  Interpritalion  iU$  iqmtiant  «n  m,  y,  z; 
elaui/teaUim  Am  turfatei. 


1.  Noos  tTODs  ilëmoatré,  dans  la  géométrie  plaoe,  les  formules 
relalives  aux  projectioDS  de  droites  sur  un  axe  dans  un  plan;  nous 
alIuDS  étendre  ces  formules  au  cas  où  les  droites  ne  sont  plus  dans  un 
mime  plan  avec  l'aie  de  projection. 

Soil  AB  une  droite  de  longueur  donnée, 
et  XX'  l'axe  de  projection;  menons  par  les 
poinls  Aet  B  des  perpendiculaires  sur  XX'  : 
la  distance  ab  comprise  entre  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  est  la  protection  ortAo- 
joiiaJe  de  la  droite  donnée  sur  l'axe  XX'. 

Si  on  mène  par  le  point  B  un  plan  P  per- 
pendiculaire i  l'axe,  et  par  le  point  A  une  '*' 
parallèle  k  XX'  Jusqu'à  sa  rencontre  en  C  avec  P,  les  droites  CB  et  C& 

I 
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seront  perpendiculaires  à  ÂC,  et  le  triangle  rectangle  AGB  donnera 

ÂC  =  AB  cos  BAC. 
Posons:  p=>XC  =  ab;    AB=3a,     et    BAC  =  a;  on  aura 

(i)        p  =  a  cos  a. 

Donc,  la  projection  orthogonale  d'une  droite  de  l'espace  iur  un  axe 
est  égale  au  produit  de  cette  droite  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait 
avec  taxe.  Lorsqu'on  parcoure  la  droite  en  allant  de  A  vers  B,  il  faut 
prendre,  pour  Fangle  a,  celui  qu'elle  fait  avec  une  parallèle  à  Taxe  menée 
par  le  point  A  dans  le  sens  de  l'axe  positif;  si  la  droite  est  parcourue  de  B 
vers  A,  il  faut  mener  la  parallèle  par  le  point  B  dans  le  même  sens; 
l'angle  a  est  alors  obtus  et  la  projection  est  négative.  Le  produit  a  cos  a. 
représentera  toujours  en  valeur  absolue  et  en  signe  la  projection  de  la 
droite  donnée. 

On  démontrera,  comme  en  géométrie  plane,  que  la  somme  algébrique 
des  projections  orthogonales  des  côtés  d'un  polygone  fermé  sur  un  axe 
quelconque  est  nulle.  Lorsqu'on  a  plusieurs  droites  consécutives  formant 
un  contour  polygonal,  on  appelle  ligne  résultante^  celle  qui  ferme  le 
contour.  Soient  a,  6,  e,  etc.,  les  côtés  et  l  la  résultante;  a,  (3,  y ....  A  les 
angles  de  ces  lignes  arec  l'axe  positif  de  projection;  on  aura  pour  le 
polygone  fermé 

acosa-\'bcosp-\-  *'••'{' l  cos  l  =  o. 

On  en  déduit 

a  cos  a -|- 6  cos (3  +  ••••  =  —  /cos  A. 

Or,  si  on  regarde  /  comme  la  résultante  du  contour,  sa  projection 
s'obtient  en  la  parcourant  dans  le  sens  opposé  à  celui  suivant  lequel  elle 
est  parcourue,  lorsqu'elle  fait  partie  du  polygone  fermé;  le  produit 
—  /cos  X  représente  la  projection  de  la  résultante,  et  le  théorème  précé- 
dent peut  s'énoncer  d'une  autre  manière  souvent  plus  facile  dans  les 
applications  :  La  somme  algébrique  des  projections  de  plusieurs  droites 
consécutives  sur  un  axe  est  égale  à  la  projection  de  la  ligne  réstUtante. 
Il  s'ensuit  que  cette  somme  sera  maximum,  si  l'axe  de  projection  est 
parallèle  à  la  résultante,  et  nulle,  si  l'axe  est  perpendiculaire  à  cette 
droite. 
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S.  La  tomme  des  earrit  dea  projection»  tf  une  droite  lur  trois  axes 
rectangulaires  ett  égale  au  carri  de  celte  droite. 

Soient  troii  droites  rectangulaires  OX,  OY,  OZ  issues  d'uo  même 
point  0,  et  OH  la  droite  donnée.  Les  projections 
de  OM  sur  les  axes  seront  les  arêtes  OA,  OB,  OC 
du  parallélipipède  obtenu,  en  menant  par  le 
point  M  des  plans  parallèles  b  ceux  des  droites 
fixes.  On  aura 

ÔM*  —  ^*  +  MD*  —  ÔÂ'  +  ÂD*  +  MD*. 
et,  finalemenl, 

(a)    trf+ÔB'+Ôc'=ÔM*.  "'■'' 

CoiOLLUBB.  La  somme  des  earrés  des  connus  dei  angles  d'une  droite 

avec  trois  axes  recUmgutaires  ett  égale  à  l'unité.  En  effet,  si  on  désigne 

par  a,  ^,  y  les  angles  HOX,  HOT,  HOZ,  on  a,  d'après  la  formule  (i), 

OA  =  OHcosa,    OB^^OMcosp,     OC^OHcos}'. 

En  substituant  dans  l'équation  (2),et  supprimant  le  facteur  OM  ,il  vient 

(3)        cos'  «  -|-  cos*  P  -]-  cos*  y  =  1 . 
La  relation  correspondante  arec  les  sinus  des  angles  serait 
sin*  a  +  sin*  P  -\-  sin'  j-  =  2. 

S.  La  tomme  des  carrés  des  projeetiont  d'une  droite  sur  troii  pUms 
rectatyulaires  ett  égale  au  double  du  carré  de  cette  droite. 

Les  projections  de  OH  sur  les  plans  rectangulaires  XOY,  YOZ,  XOZ 
sont  les  droites  OD,0E,0P.  Les  triangles  de  la  figure  donnent  les  relalioas 

ÔD*=ÔM*— MD',    Ôf' =.  ÔM*  —  MF*.     ÔË' =- Ôm' —  ME*, 
et,  en  ajoutant  membre  k  membre,  il  vient 

ÔF+Ôp'  +  ÔË^^sÔM*— (MD'+MF'  +  MË*). 
Hais, 

MD'  +  BF'  +  MË*  =ÔC*  +ÔB'  4-05'  =  Ôm'; 
donc,  l'équation  précédente  se  réduit  k 

(4)  ÔD*  +Ôf'  +ÔË'  =  2OM*. 
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CoEOLLiiHB.  La  somme  des  carrés  des  sinus  des  angles  d'une  droite  avec 
trois  plans  rectangulaires  est  égale  à  Vunifé.  Car,  a,  6,  c,  étant  ces 
angles,  on  aura  :  OD  =  OM  cos  a,  OF  "■  OM  cos  6,  OE  =  OH  cos  c  ;  en 
sobstitaant  ces  valeurs  dans  la  dernière  relation,  on  trouve 

cos*  a  -f-  cos*  6  +  cos*  c  c=  2, 
ou  bien, 

(5)  sin*  a  -|-  sin*  6  -|-  sin*  c  =  i . 

4.  Le  cosinus  de  l'angle  de  deux  droites  est  égal  à  la  somme  des 
produits  deux  à  deux  des  cosinus  des  angles  de  ces  droites  avec  trois 
axes  rectangulaires. 

Soient  OM  et  OM'  {fig.  2)  deux  droites  qui  font  respectivement  avec  les 
axes  les  angles  «,  P,  y;  a',  jS',  -/.  Posons  :  p  =  OA,  g  =  AD,  r  =  DM, 

OMss/;  projetons  ensuite  le  contour  p-*]-f-f~'*  ^^^^  ^  résultante  sur  OM'. 
On  aura 

(k)  /  cos  S  =  p  cos  a'  -(-  9  cos  |3'  -f-  r  cos  )/ , 

0  étant  Tangle  des  droites.  Mais,  p  «=  /  cos  a;  ç  =  /  cos  |3;  r  *=  /  cos  y  : 
l'équation  précédente  deviendra  après  la  substitution  de  ces  valeurs 

(6)  cos  8  =  cos  a  cos  a'  -|-  cos  |3  cos  jS'  -j-  cos  y  cos  /. 

Si  les  deux  droites  étaient  perpendiculaires,  on  aurait 

cos  a  cos  a'  -f-  cos  (3  cos  |3'  -f-  cos  y  cos  y'  =  o. 
'     La  relation  (6)  donne  pour  le  sinus  de  l'angle  des  droites 

sin*  9  =  1  —  (cos  a  cos  a'  +  cos  P  cos  (3'  -|-  cos  y  cos  y')' 
=  (cos*  a  -{-  cos*  (3  -f-  cos*  y)  (cos*  a'-|-  cos*  (3'  -(-  cos*  y') 
—  (cos  a  cos  a'  -f-  cos  jS  cos  |3'  -|-  cos  y  cos  y'  )* . 
D'où  Pon  déduit 

sin6=|/(cosacos^' — cosa'cos|3)*-|-(cosacosy' — cosa'cosy)*-|-(cosPcosy' — cosP'cosy)* 

Remarque.  —  L'équation  {k)  est  la  traduction  d'une  règle  très-utile  :  elle 
exprime  que,  pour  obtenir  la  projection  d'une  droite  /  sur  une  autre, 
on  peut  d'abord  la  projeter  sur  trois  axes  rectangulaires,  ce  qui  donne 
les  projections  p,  9^  r;  on  projette  ensuite  celles-ci  sur  la  droite  et  on 
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fait  la  somme  algébrique  de  ces  nouvelles  projections  :  cette  somme  sera 
la  projection  de  la  droite  /  sur  la  seconde. 

ft.  Projections  obliques.  Supposons»  dans  la  fig.  2,  que  les  axes  soient 
obliques,  et  désignons  par  A,  fi,  v  les  angles  YOZ,  XOZ,  XOY.  La  pro- 
jection du  contour  p-^-q  +  r  avec  sa  résultante  /  sur  les  l%nes  OA,  AD, 
DM ,  MO  et  OM'  conduit  aux  relations  suivantes  : 


(6) 


p  +  y  cos  V  +  r  cos  /i  =  /  cos  a, 
pcosv'\-q'^rcos},=^lco8^f 
p  cos  fi  4'  9  ^s  ^  +*■  =  '  cos  y, 
p  cos  a  4~  7  cos  j3+  rcos  y  =  /, 
p  cos  a'+  q  cos  ^'-{-rcos  /=  l  cos  8. 


En  éliminant  p,  y,  r,  /  entre  les  quatre  premières  égalités,  on  trouve 

I,   cos  y,  cosjx,    cos  a     ==  o, 
cosv,   I,  cos  A,   cos^, 
cos|ui,  cos  A,   ï,  cos  y, 
cos  a,  cosjS,   cos  y,    i 

ou,  en  développant, 

(i— cos'A)cos*a+(i — cos*fx)cos*l34-(i — cos' v)  cos*  y— a  (cos  A — cosvcosfi)cosPcosy 

—  2  (cos  fjL  —  cos  y  cos  A)  cos  a  cos  y  —  2  (cos  v  —  cos  fx  cos  A)  cos  a  cos  |3 

==  I  —  cos*  A  —  cos*  fx  —  cos*  V  -f-  ^  cos  A  cos  fA  cos  V. 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  cosinus  des  angles  d'une 
droite  avec  trois  axes  obliques;  elle  se  réduit  &  l'équation  (3)  si 
cos  A  =  cos  f6  =s  cos  V  =  o. 

Si  on  élimine  p,  f ,  /  entre  les  équations  (a),  (6),  (c),  (é),  il  vient, 
pour  déterminer  Fangle  des  deux  droites,  la  relation 


I  cosv  cosfA  cos  a 
cosv  I  cos  A  cos|3 
cosfA  cos  A  I  cos  y 
cos  a'  cos  ^'  cos  y'  cos  6 


a=  O. 


On  en  déduit,  en  déTeloppaot, 

(l  —  C08'  i  —  COS'f/  —  GOS*  V  +  3  COS  A  COS  fl  COS  v)  «M  0 
ï=(l  — CO8*A)cOS«C0Sa'+(l  —  COsV)«>8PcO*P'+(l— «»'v)cC9jfC0ly' 

—  (cos  X  —  COS  V  COS  ft)  (cos  |3  cos  y*  ~|-  COS  ^  COS  }>) 

—  (CO!  (X  —  COS  A  C(u  v)  (cos  y  COS  a'  4"  «»  y'  COS  «) 

—  (cos  V  —  cos  fA  cos  Xf  (cos  «  coB  p'  -|-  cos  a'co»  P). 

En  posant  cos  X  =  cos  fi  =  cos  v  =  o,  on  relrouTC  la  formule  (6)  qui  a 
lieu  pour  des  axes  rectangulaires. 

BdGd,  si  dans  l'équation  (d)  on  remplace  cos  a,  cos  P,  coa  y  par  leurs 
valeurs  tirées  des  trois  premiércR  égalités,  on  trouve 

c'est  la  relation  qui  exprime  I*  en  fonction  des  projections  obliquu  de 
cette  droite  sur  les  axes. 

•.  Prqjectûtn  d'une  aire  plane.  ConsidéroDS  d'abord  un  trùogle  ACB  à 
projeter  sur  un  plan  P.  Ou  peut  toujours  mener  par  l'un  de  ses  sommets 
et  dans  le  plan  du  triangle  une  droite  parallèle  au  plan  P;  elle  le  décom- 
posera en  deux  antres  ayant  une  base 
commune  parallèle  i  ce  plan.  Il  nous  suffit 
donc,  pour  déterminer  la  projection  d'un 
triangle  quelconque  sur  un  plan  donné,  de 
considérer  un  triangle  dont  la  base  est 
I     parallèle  à  ce  plan.  Soit  ABC  (fig.  3)  un 
I     triangle  dont  la  base  AB  est  parallèle  au 

plan  P;  abaissons  des  sommets  des  perpen- 

"*'  diculaires  sur  le  plan  de  projection  :  le 

triangle  alte  formé. par  les  pieds  des  perpendiculaires  sera  la  projection  de 
l'aire  donnée  sur  le  plan  P.  Les  triangles  ABC  et  abc  ayant  des  bases 
égales,  sont  entre  eux  comme  les  hauteurs  OH  etck;  mais,  si  on  mène 
par  le  point  H  une  parallèle  k  ch,  elle  sera  perpendiculaire  à  AB,  et  fera 
avec  CB  un  angle  égal  à  celui  des  deux  plans.  En  désignant  cet  angle 
par  7,  on  aura 

abc       ck      CH  cas  <p 
âbc^ch'^     ch     =*"'*?> 
d'où 

<Jic  =m  ABC  cos  f. 
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Si  l'aire  donnée  est  polygonale,  on  peut  la  partager  en  différents  trian- 
gles T»  T',  V ,  dont  les  projections  seront  données  par  les  formules 

t  =  Tcos(pf    <'=:T'cos(p,    «"  =  T"cos9, 

et,  par  suite, 

I -j- 1' -|_  r -|- ...  =  (T -f.  r  +  T"  + ...)  cos  ?, 
ou  bien, 

p  =s  P  cos  9, 

p  est  la  projection,  et  P  l'aire  polygonale. 

Enfin,  si  l'aire  donnée  est  limitée  par  une  ligne  courbe,  on  lui  inscrira 
un  polygone  pour  lequel  la  formule  précédente  aura  lieu  quel  que  soit  le 
nombre  des  côtés;  elle  sera  encore  vraie  à  la  limite,  c*est-i-dire  pour  la 
surface  curviligne.  Soit  S  celle-ci,  et  s  sa  projection;  on  aura  s  =  S  cos  9. 
Donc»  la  projection  d'une  aire  plane  quelconque  sur  un  plan  est  égale  d 
cette  aire  multipliée  par  le  cosinus  de  Vangle  qu'elle  fait  avec  le  plan  de 
projection. 

Remabqub  I.  Si  on  désigne  par  a,  |3,  y  les  angles  d'une  aire  plane  S  avec 
trois  plans  rectangulaires,  et  par  p,  9,  r  ses  projections,  on  aura 

p  =  S  cos  a,    ç  =  S  cos  P,    r  =  S  cos  y. 

En  élevant  au  carré,  et  ajoutant,  on  trouve 

pt4-gi-}-r«  =  S*; 

car,  cos'  a  -\-  cos*  |3  -f-  cos'  y  =  i,  les  angles  a,  |3,  y  étant  les  mêmes  que 
ceux  d'une  perpendiculaire  au  plan  avec  trois  droites  rectangulaires. 

Remarque  II.  Soit  un  plan  P'  faisant  avec  S  un  angle  6,  et  avec  les  trois 
plans  rectangulaires,  les  angles  a'  ^'  y\  L'angle  0  est  égal  i  celui  des 
normales  menées  d'un  point  i  ces  plans  ;  on  peut  écrire 

cos  9  =  cos  a  cos  a'  +  cos  (3  cos  |3'  -\-  cos  y  cos  y'. 

Si  on  multiplie  les  deux  membres  par  S,  il  vient 

S  cos  6  =  p  cos  a'  +  ç  cos  /3'  +  r  cos  /. 

Donc,  la  projection  de  S  sur  le  plan  P'  peut  s'obtenir  en  projetant  sur 
ce  plan  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaire,  et  en  faisant  la 
somme  de  ces  nouvelles  projections* 


%   2.    COORDONRÉBS. 

7.  Dans  un  plan,  chaque  point  est  détermÎD^  par  Ees  distances  paral- 
lèles ou  orthogonales  i  deux  drolLes  fixes.  Pour  la  déterœinaiioD  d'un 
point  de  l'espace,  on  prend  préalablement  trois  plans  fixes  indéfinis  qui 
se  coupent  en  un  certain  point  O,  et  qui  se  rencontrent  deux  à  deux 
suivant  trois  droites  XX',  YY',  ZZ'.  I-es  coùrdonnées  cartésiennes  d'un 
point  H  de  l'espace,  sont  ses  distances  aux  plans  fixes  comptées  parallèle- 
ment aux  lignes  XX',  YY',  ZZ'.  Afin  de  les  déterminer,  menons  par  le 
point  H  des  plans  parallèles  k  XOY,  XOZ,  YOZ;  ils  fonneroat  par 
leurs  rencontres  avec  les  premiers,  no  paral- 
lëlipipède  dans  lequel  les  arêtes  MP,  HQ,  HR 
sont  les  distances  du  point  H  aux  plans  fixes. 
Hais,  d'après  la  figure,  on  a  évidemment 
MR  =  PB  =  OA; 
HQ  =  AP  =  OB; 
MP  =  BB  =  OC; 
**'  **  ce  sont  ordinairement  les  longueurs  OA,  OB, 

OC  situées  sur  les  droites  fixes  que  l'on  prend  pour  les  coordonnées  du 
point.  On  les  représente  par  les  lettres  x,  y,  z,  et  on  écrit  :  x  =  OA, 
y  =  OB,  z  =  OC. 

Il  résulte  de  cette  définition,  qu'un  point  de  l'espace  étant  donné,  sea 
coordonnées  sont  complètement  déterminées;  mais,  si  on  donne  trois 
longueurs  OA,  OB,  OC  comme  étant  les  coordonnées  d'un  point,  et  si  on 
veut  trouver  sa  position,  il  faut  porter  sur  les  droites  fixes  à  partir  du 
point  O  les  lignes  OA,  OB,  OC,  et,  par  leurs  extrémités,  mener  des  plans 
parallèles  aux  plans  fixes.  Or,  comme  rien  n'indique  dans  quel  sens  il 
faut  porter  ees  longueurs,  le  point  correspondant  pourrait  se  trouver 
indifféremment  dans  l'un  des  huit  angles  trièdres  formés  autour  du  point  0 
par  les  plans  fixes.  Pour  faire  disparaître  toute  indétermination,  on 
adopte  la  convention  suivante  :  les  coordonnées  x,  y,  z  sont  regardées 
comme  positives,  lorsqu'elles  sont  comptées  sur  les  axes  OX,  OY  et  OZ, 
et  comme  négatives,  si  elles  sont  comptées  suivant  les  directions  contraires 
OX',  OY',  OZ'.  Cette  règle  indique  dans  que)  sens  il  faut  porter  les 
coordonnées  OA,  OB,  OC,  et  par  suite,  il  n'y  aura  plus  qu'un  seul  point 


Dansr 

angle 

irièdre  OXYZ» 

OX'YZ, 

OXY'Z, 

OXYZ', 

OX'Y'Z, 

OX'YZ', 

OXY'Z'. 

OX'Y'Z'; 
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de  l'espace  qui  correspondra  &  un  système  de  valeurs  positives  ou  nëga- 
tives  des  coordonnées  x,  y,  z.  En  désignant  par  a,  6,  e  les  distances 
absolues  OA,  OB,  OC,  les  signes  des  coordonnées  du  point  H  pour  une 
position  quelconque  seront  données  par  le  tableau  suivant  : 

x  =  +  a,  y==-f6,  z  =  -f-c; 

«  =  — a,  y  =  -{-6,  z  =  -^e; 

x  =  +  a,  y  =  — 6,  «  =  +  c; 

x  =  +  a,  y  =  +  6,  z  =  — c; 

*  =  — «»  y==  — 6,  z  =  +  c; 

x  =  — a,  y  =  +  6,  z  =  — c; 

x«-l-a,y  =  — 6,  z  =  — c; 

xs=  —  a,  y«=  —  6,  z  =  —  e. 
Le  système  de  coordonnées  que  nous  venons  de  définir  est  le  système 
des  coordonnées  obUquêM.  Lorsque  les  plans  fixes  sont  perpendiculaires, 
les  coordonnées  sont  dites reeton^tilatres;  dans  ce  système,  les  coordonnées 
sont  les  distances  orthogonales  du  point  aux  plans  fixes,  ou  les  projections 
orthogonales  du  rayon  OM  sur  les  droites  fixes. 

Les  plans  fixes  XOY,  XOZ,  YOZ  se  nomment  les  plans  des  coordonnées 
ou  simplement  plans  coordonnés}  le  premier  est  dit  le  plan  des  xy,  le 
second  le  plan  des  xz^  et  le  troisième  le  plan  des  yz.  Les  droites 
fixes  XX%  YY'  ZZ'  sont  les  axes  coordonnés;  la  première  est  l'axe  des  x, 
la  seconde  Taxe  des  y,  et  la  troisième  l'axe  des  z.  Le  point  0  est  l'orgine 
des  coordonnées  ou  simplement  Vorigine, 

Remarque  I.  Les  coordonnées  x,  y,  z  sont  variables  avec  la  position 
du  point  M;  elles  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
—  00  et  -|-  00 .  Un  point  situé  dans  l'un  des  plans  coordonnés  a  toujours 
une  coordonnée  qui  est  nulle.  Ainsi  {fig.  4) 

Pour  le  point  P,    x  s»  a,    y  =  b,    je  =  o; 
»  Q,     x«a,    y  =  o,    z  =  c; 

»  R,    X  «=  o,    y==^f>f    z  =  c. 

Deux  coordonnées  sont  égales  k  zéro  pour  un  point  appartenant  à  l'un 
des  axes.  Ainsi  {fig.  4),  on  a 

Pour  le  point  A,    x  =  a,    y  =  o,    z=oy 
»  B,    x  =  o,    y  =  6,     z==o; 

È  c,    x  =  o,    y  =  o,    z«B3C. 


L'orgiafl  ut  le  seul  point  de  l'eipace  où  les  trois  coordonna  sont 
nulles. 

RpuiQCi  11.  Pour  obtenir  le  contour  polygonal  renfermant  les  coor- 
données d'un  point  en  grandeur  et  en  signe,  on  mène  (fig.  i)  par  ce  point 
une  parallèle  k  l'axe  des  z,  et,  par  le  point  de  rencontre  P  avec  le  plan 
des  xy,  une  parallèle  k  l'axe  des  y  ;  la  ligne  polygonale  OAPH  renfermera 
les  trois  coordonnées.  D'après  cette  construction,  il  est  visible  que  la 
coordonnée^  sera  positive  ou  négaUve,  suivant  que  le  point  H  est  &  droite 
on  k  gauche  du  plan  YOZ;  la  coordoouée  y  est  positive  ou  négative, 
suivant  que  le  point  H  est  avant  ou  derrière  le  plan  XOZ;  enfin,  la 
coordonnée  z  est  positive  ou  négative,  suivant  que  le  point  M  est  au-dessus 
ou  au-dessous  du  plan  XOY. 

RuiBQSE  III.  Les  points  P,  Q,  R  sont  les  projections  du  point  H  sur 
les  plans  coordonnés;  les  coordonnées  «  et  y  sont  les  mêmes  pour  les 
points  H  et  P;  en  général,  un  point  de  l'espace  a  toujours  deux  coor- 
données communes  avec  sa  projection  sur  l'un  des  plant  coordonnés. 

S.  Trouvtr  Uê  eoordonnitt  du  point  qui  divùe  un  segment  dont  un 
rapport  donné. 

Soit  AB  un  segment  donné,  et  C  un  point  tel 
AC      m 

Représentons  par  x*,  y',  z';  x",  y'\  t"  les 
coordonnées  des  points  A  et  B,  et  par  x,  y,  z 
celles  du  point  C.  Si  on  projette  A,  C,  B  sur 
le  plan  des  xy  suivant  A',  C,  B',  il  est  évident 
qae  l'on  aura  les  égalités 

AC      A'C      m 
"••'•  CH~CB'~tt  ' 

D'un  autre  cAté,  les  coordonnées  x  etydu  point  C  étant  les  mêmes 
qae  celles  du  point  C,  on  doit  avoir 

mx"-)-wx'        iny"  +  «y' 

*""     m-J-»        *~     m-l-ii 
En  projetant  les  points  A,  C,  B  sur  le  plan  des  yz,  on  trouverait  ausai 
wy"  -f-  ny'  mï"-|-  nz' 

"  m  -I-  tt  *n-4-  ff 
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Posons  A  =—  ;  les  coordonnées  du  point  C  seront 

Dans  le  cas  où  le  point  de  division  serait  sur  le  prolongement  de  AB, 
il  faudrait  changer  le  signe  de  A  dans  ces  formules.  En  regardant  les 
segments  comme  ^positifs  ou  négatifs  suivant  qu'ils  sont  dirigés  dans  un 
sens  ou  dans  le  sens  opposé,  les  formules  (i)  donneront  les  coordonnées 
du  point  de  division  où  A  représente  le  rapport  positif  ou  négatif  des 
deux  segments  qu'il  détermine.  Pour  le  point  milieu  de  AB,  on  aurait 

x=  f    y  =  — — —  9    z  = • 

2  2  2 

Ex.  1.  Trouver  les  coordonnées  du  point  qui  divise  dans  le  rapport  de  3  à  z,  la 
droite  qui  réunit  le  sommet  d*un  tétraèdre  au  centre  de  gravité  de  la  base  opposée. 

Soient  (a^iyt'i)»  ('tVi^i)*  («syi^s)>  («4^4^4)1  les  coordonnées  des  sommets  d*an 
tétraèdre  1234.  Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  face  254  sont 

ai+«»  +  *«  y%  +  yi  +  yi  ii  +  ^iH-^-i 

xs^ ! : f     y  = 9      z=. • 

3  3  3 

Celles  du  point  demandé  seront  de  la  forme 

»i-|-aPi  +  «8  +  «4  yt  +  Vt+y^  +  yi      ^     *i-*-«i  +  *»  +  «4 

(a)    X  =  »      y= >       >=  • 

4  4  4 

Ex.  t.  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  d*un  tétraèdre  se 
coupent  en  un  point  qui  a  pour  coordonnées  les  expressions  (a)  de  Tex.  i. 

Ex.  S.  On  a  un  système  de  m  points  Pi,  F,,  Ps*...  dans  Tespace;  on  divisa  la 
distance  Pi  Pi  en  deux  parties  égales  par  le  point  Ai  ;  on  joint  ce  dernier  au  point  Ps 
et  on  divise  la  droite  PsAs  en  trois  parties  égales.  Soit  Ai  le  point  de  division  voisin  du 
point  Al  ;  on  joint  de  nouveau  ce  point  avec  P4  et  on  divise  AflP4  en  quatre  parties 
égales,  etc.;  trouver  les  coordonnées  du  dernier  point  ainsi  construit. 

af,4-»,-f  ...-♦- af|»  Vt  +  yi  ■+-•••  + y»  »i-f  ifi  +  —  +  :»«i 

11.     «  = -— >     y  =  9     z^  • 

m  m  m 

Ex.  4.  JËtant  donné  le  même  système  de  points,  00  prend  sur  PiPt  un  point  G  tel 

que-^  =  —;   sur  CP,,  un  point   C»    tel  que   7777-= T — i    *"'   ^Ai   ^ 

i.i'i      mi  LjPs      fWt  -|-  fiit 

ce  m 

point  Cl  tel  quer7^= ^ ;  et  ainsi  de  suite.  Les  coordonnées  du  point 

Lir4      fîii  +  nii  -j-  wij 

ainsi  obtenu  seront 

I   x^^  "  «     y  ""*  9     z  ss      I     ^^■^—  • 

»i|  -|-  wii  -f-  •••  -|"  ^m  w»i  "h  ••  •  "h  "*«»  *•!  "h  •••  H"  *'*iii 
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•■   TVowver  l'espramn  de  ta  ditiance  de  deux  points  donnée. 

Soient  (fig,6)  M'  {x'y'x%  M"  {cc"y"z")  les  points  donnes;  i 
par  chacun  d'eui  des  plans  parallèles  eux  plans  fixes  ;  on  formera  un 
parallëlipipide  dont  Mil"  est  une  diagonale,  et  en  désîgnantparj),f,r 
les  arêtes,  on  aura  arec  des  axes  rectrangulaires 

Hais,  le  calé  p  est  II  différence  des  distances  des  points  au  plan 
desjz,  et  ,par  suite,  p-^x" — x';  de  même 
ç=y" — y',r=2" — z'. En  posant  M'M"=d, 
il  vient  pour  la  formule  cherchrie 

(,)  «•_(."-«')'+(j,"_rt-+(,"_^'. 

On  en  déduit  pour  la  distance  d'un  point 
M'  (x'^z')  à  l'origine 

i*=x"+y'*  +  x'*. 
r«.a. 

Lorsque  les  axes  sont  obliques  et  font  entre 

enx  tes  «ngles  X,  (i,  v,  on  doit  prendre  la  formule 

M'M"'s=p'  +  9'  +  r»  +  29rcoB  X  +  2»7»cosfi  +  2p5cosw 

qui  devient,  en  remplaçant  p,  9,  r  par  les  différences  x"  —  x',y"  —  y*, 

z"  —  «', 

(3)  a-  =  (X"  -xr+(y"-yT+(^"-^T+2{y"-y')  (z"  -  «')  m  X 

+  2  (x"— xO  («"  —2')  cog  (*  4-  2  (i"  —  se')  (y"  —y')  cos  v. 
En   posant  x"  =  y"  ■=  z"  =  o,  on  aura,  pour  la  distance  d'un  point 
H'  (x'y'z')  i  l'origine, 

a*  —  x'*  +  y"  +  x"  +  ay'2'  cos  X  +  2x'z'  cos  fx  +  2x'y'  cos  v. 
El.  1.  Exprimer  qae  le  point  H(i,  y,  >)  eit  i  lue  diïUnee  ^gtle  ■  3  du  point 
(3>  -  I.  I) 

B.  (._a)»  +  (y  +  i)'  +  («-i)»=9 

Ez.  I,  Trouver  le  centre  de  le  ipliire  qui  ptiM  per  les  poiols  (o,  o,  o),  (o,  3,  o), 
(r.o,  o).(o,o,3). 
llbalrAondreleiéqiielioos 

■•  +  »'  +  (>-3)""l"-i)"  +  »'  +  "'i 

"■  +  ir'  +  (»-ï'=-  +  0r-2)'  +  ''i 

••  +  >'  +  (»-3l'=»'  +  »"  +  "'- 

«.         .=!,  ,=  i,  .=3. 
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Ex.  8.  La  dîitanee  da  sommet  d'an  tétraidre  aa  point  de  coneoan  des  droites  qni 
passent  par  les  milieux  des  c6tés.  Tant  les  */4  de  la  dîstanee  de  ce  sommet  an  eentre 
de  ipravité  de  la  base. 

Un  appelant  2  et  D  ces  distances,  on  a 

M     (         «t  +  gt  +  gs  +  giV  ,  ^ .  ^  , 

*■=■  «t  —  — — ^-^— ^— ^—  I  -|- :^-^(50i  — d^ —«(—-«4]r 4"  ****** 

\  4/4 


D" 


»» \ j     + =  15(3**  —  «i  —  ««  —  «4)*  + 


B'oûPon  tireS=:^D. 

4 

Sx.  4.  TrouTor  les  coordonnées  d'an  point  sitaé  à  égale  distance  des  peiqts 
(I,  -  1, 2),  (—  1, 1, 3)* 

Il  7  a  ane  infinité  de  points  qai  répondent  à  la  question^  leurs  coordonnées  satisfont 
\  réquation  4*  —  4y  —  2^  +  5  =  0. 

m.  CowionniM  polaires.  Un  point  quelconque  M  de  l'espaee  est 
complètement  déterminé,  si  on  connaît  sa  distance  p  =  OM  &  l'origine, 
ainsi  que  les  angles  a,  (3,  y  du  rayon  OM  avec  les  axes.  Les  quantités 
P»  Af  j3*  y  sont  les  coordonnées  polaires  de  ce  point;  elles  sont  liées  par 
la  relation  eos*a-\-cos*^-\-eos*y  =  it  et,  par  suite,  la  valeur  de  l'un 
des  angles  est  une  conséquence  des  deux  autres.  En  désignant  par  x,  y,  z 
les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M  ou  les  projections  du  rayon 
vecteur  sur  les  axes,  on  aura  pour  les  formules  de  transformation 

dc  =1  p  cos  a,    y  =  p  cos  |3,    z  =  p  cos  }^. 

La  distance  entre  deux  points  donnés  (^  cl'  ^'  /),  (p^'  a"  p'  y")  aura 
pour  expression  dans  ce  système  de  coordonnées 

d«  =  p't  ^  p'^t  _  2p'  p''  cos  (p'  p"). 

Elle  se  déduit  de  la  formule  (2)  en  posant  x'  ^^  p'  cos  a',  y'  =»  p'  cos  |3% 
x'ssp'cosj/y  x"  s=>  p'' cos  a'',  etc.,  en  se  rappelant  que  l'angle  des 
rayons  vecteurs  a  pour  valeur 

cos  (p'  p")  =3  cos  a'  cos  a"  -|-  cos  P'  cos  P"  -f-  «os  /  cos  j/'. 

It.  Coordonnées  sphiriques.  Dans  ce  système,  on  prend  préalable- 
ment {fig.  7)  un  point  fixe  0,  une  droite  ZZ'  passant  par  ce  point  et  un 
plan  fixe  ZOX  mené  par  la  droite  ZZ'.  Soit  M  un  point  de  l'espace,  p  le 
rayon  vecteur  OM,  6  l'angle  MOZ  et  f  l'angle  que  fait  un  plan  mené  par 
OZ  et  le  point  M  avec  le  plan  ZOX.  Les  trois  variables  p,  0  et  9  sont  les 
coordonnées  spbériques  du  point  M. 
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En  aapfount  que  la  droite  OX  est  perpeadiculiire  à  ZZ',  et  la  droite 
OY  perpendicuUire  au  plan  fixe  ZOX,  on  aura  un  systiroe  d'axe*  reclan- 
gulairea  ayant  pour  origine  le  point  0.  Menons  les  coordonnas  x,  y,  z 
du  point  H;  la  figure  conduit  aui  relations 
X  =  OP  cos  ;p,     y  «a  OP  sin  ^ ,     z  ^  p  cos  8, 
OP  =  psin  9, 
Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  rectangulaires 
et  Bphériques  d'un  point  de  l'espace  sont  liées 
par  les  formules 

x^psiaBtosf,  y^psindsin^,   x^^pcosO. 

"!■  '■  L'angle  <f  se  compte  à  partir  de  OX  en  allant 

vers  OY  et  varie  entre  les  limites  o*  et  360*;  J'angic  B  peut  prendre  une 

valeur  quelconque  entre  0°  et  180'.  Ce  système  de  coordonnées  est 

surtout  employé  dans  l'astronomie  sphérique. 

%  3.  TaiKSFOniiTION   OSS  COOSnOHNËBS. 

19.  Le  problème  de  la  transformation  des  coordonnées  consiste  li 
exprimer  les  coordonnées  z,  y,  z  d'un  point  rapporté  à  trois  axes  OX, 
OY,  OZ  en  fonction  des  coordonnées  x\  y',  z'  du  même  point  par  rapport 
i  trois  axes  nouveaux.  Nous  allons  examiner  le 
cas  où  l'on  change  l'origine  en  conservant  la 
même  direction  des  axes,  et  celui  où  l'origine 
est  la  même,  tandis  que  les  directions  des  axes 
sont  différentes. 

Supposons  en  premier  lieu  {fig.  8)  que  les  axes 
nouveaux  soient  parallèles  aux  axes  primitifs; 
'**•  *■  appelons  p,  q,  r  les  coordonnées  de  la  nouvelle 

origine.  La  figure  conduit  immédiatement  aux  relations 

(i)     x  =  p  +  i',     y  =  ï  +  y',     z  =  r-\-z'. 
Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  formules  sont  générales.  On  en  déduit 
les  formules  inverses 

x'  =  x  —  p,    y'  ■=  y  —  q,    c'  =  z  —  r, 
qui  serviront  i  passer  du  second  système  au  premier. 

Considérons,  en  second  lieu,  deux  systèmes  d'axes  issus  de  la  même 
origine  et  dont  les  direcUons  sont  différentes.  Menons  (fig,  9)  les  coor- 
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données  d'no  point  H  par  rapport  aux  deux  systimes  d'axes  :  oo  aura 
X  =  OP,    y  =  PQ,     r  =s  MQ  ;    at'  =  OP',    y*  =  P'Q',  ■  c'  =  MQ*. 
DéatgnoDB  par  a,  a',  a"  les  cosinus  des  angles  de  OX'  arec  OX,  OY, 
OZ,  et  par  6,  6',  6",  c,  c',  c"   les  quantités 
analogues  pour  les  axes  OY',  OZ'.  Enfin,  soient 
i,  [i,  V  les  angles  des  axes  primitirs  YOZ,  XOZ, 
XOT,  X',  il',  t/  ceux  des  axes  nouveaux.  On 
obtiendra  immédiatement  trois  relations  entre 
les  coordonnées  des  deux  sysièmes,  en  projetant 
les  contours  OPQH,  OP'Q'M,  qui  ont  la  mjise 
résulUnte  OH,  sur  les  axes  OX,  OY,  OZ  :  ce  n,.  ». 

qui  donne  les  équations 

X  -{-y  cos  V  +  j  cos  (Il  =>  «x'  4"  W  +  "'  J 
(a)         I  cos  w  -|-  y  -)-  z  eos  i  =  «'x'  -^  6'y'  -{-  «'•ï'  : 
accosf/-|-ycosX-|-*  =  ""*'  +  ^"y  '  4"  *'"'  ■ 
De  même,  en  projetant  les  deux  contours  sur  OX',  OY',  OZ',  on 
aura  aussi 

i'-j-y'co9*'-|-2'cosf/'  =oa:  •\-a'^-\-o."x\ 
(a')         ar'cosv'+y'  -[-«'«>s  V  =>  6x  +  6'y  +  *"« ; 
a/cosp'-[-y'cos  "i^-^-x'  ^tx-\-t!^-\-c"z. 
Les  équations  (2)  résolues  par  rapport  à  x,  y,  x  donneront  les  formules 
générales  pour  passer  d'un  système  quelconque  (A,  fi,  v)  à  un  autre 
système  quelconque  (>',  p',  v')  ;  elles  seront  du  premier  degré  en  x',  y',  V. 
Si  on  tire  des  équations  (3')  les  valeurs  de  x',  y',  z',  on  arrJTcra  aux 
formules  de  la  tranarormation  inverse,  celles  qui  conviennent  au  passage 
du  système  (A',  ^',  v*)  au  système  (A,  fi,  v).  Ces  formules  sont  rarement 
employées  dons  toute  leur  généralité;  nous  allons  en  déduire  d'autres 
d'un  usage  plus  fréquent. 

\%.  Passage  Sun  syttème  (Caxes  rtetangulairet  à  un  lyitime  d'axes 
obliqueM,  et  réciproquement.  Si  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires  les 
quantités  co9X,cosfi,cosvsoDl  nulles, et  les  formules(2)prennent  la  forme 
»  ^  01'  -^  fiy'  -4"  cz', 
(3)        y  =s  a'x'  +  by  -\-  c'a'. 

z  =  a"*'  +  6"y'  +  e"z'. 
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Les  formules  inverses  (a')  ne  changent  pas,  II  existe  en  outre  trois 
relations  entre  les  constantes,  savoir  : 

chacune  d'elles  exprime  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
de  l'un  des  axes  OX',  OY',  OZ'  avec  trois  axes  rectangulaires  est  égale  k 
l'unité. 

14.  Pasêage  JCun  tystème  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  système 
d'axes  rectangulaires.  Dans  cette  hypothèse,  les  cosinus  des  angles  des 
axes  sont  nuls,  et,  par  suîte^  les  formules  de  transformation  seront 

X  =  ax'  -|-  by'  -}-  cz\ 
(4)  y  =  aV  +  6Y  +  cV. 

z  =  a"x'  +  by  +  c"z', 

avec  les  six  relations 

at  -f  a'«  +  a"«  =  i ,  a6 + o'6'  +  a"6"  ==  o , 

(a)    6»  +  6'»  4-  *"•  =  I  »  ((3)    «c  +  a'c'  +  «"«"  =  o» 

c«  -(.  c'«  +  «"*  =  I  »  *c  +  6'c'  4-  '"«"  =  o  • 

Les  formules  inverses  prennent  la  forme 

x'  ssax  +  a'y-^  a"«, 
(4')  y'=6x  +  6'y  +  6'% 

-:'  =  ex  4-  c'y  -|"  ^"^> 

et  on  a  aussi  les  relations  suivantes  : 

a«4.6«+c«=»  I,  aa'  +  55'  +  ce'  =  o, 

(a')o'*+5'«+c'«=(,  (P')  aa"+55"  +  cc"=o, 

a"«  +  5"«  +  c"*  «  I,  oV  +  5'5"  +  cV  ==  o; 

elles  expriment  la  même  chose  que  les  équations  (a)  et  (|3),  c*est-à-dire 
que  les  deux  systèmes  d*axes  sont  rectangulaires;  Tun  des  deux  systèmes 
d'équations  étant  donné,  Tautre  en  découle  nécessairement. 

On  peut  déduire  des  équations  précédentes,  plusieurs  autres  relations 
entre  les  cosinus;  nous  allons  en  tirer  quelques-unes  qui  sont  utiles  à 
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connaître.  Les  deux  premières  équations  (P' 


(/a'  +  o"  +  o'" 


:: ± 

6'e"— e-t"      e6"-V      te'-eS'  (/ (fe"— c'6")'+(e6"-6«")'  +  (6e'— *)• 

Hais,  la  dernière  fraction  est  ëgale  à  l'unité  ;  car  on  sait  que 
(i'e"— c-tT-Hcô"— ic")"+(6e'— c6')"=(6M*'+*""Xc'-H"+c"')— ('«+''«'+'"«'1-' 
Donc,  on  a  les  trois  relations 

o  — ±(6V'— c'//'),    o'  — ±(e6"— 6c"),    o"  —  ± (6c' —  e»'). 
Les  mêmes  équations  (^)  conduisent  encore  aux  égalités 


6 6; 6"  |/6'  +  6"  +  6"' 

.■c"_eV'  ~c<i"_oc"~oc'-co'  ~      ^(.V— c'a")'+(co"-oc")'+(oc'-caT 


-^-i. ^ 


-éV      6o"-afc"      abf~ba-  j/(a'6"-6'(.")'+(6a"-a6")»+(«ft'-^T 

ei,  par  suke,  il  vient 

6  =  ±(o'e"  — c-o"),     fc' =  i:  (ca"  —  oc"),     6"  =  ±  (ac' —  e<0  ; 
c  =  ±  (o't"  -  fc'o"),     c'  =  ±  (6a"  —  a6"),     c"  =  ±  (06'  —  60'). 
11  en  résulte  «ussi  que  le  délerminsal 
\a,    h,    c       =  a  (Vc"  —  c'y)  +  a'  (efc"  —  6c")  +  a"  (htf  —  ci') 

a'    f    e' 
1  a"  fc"  e" 
des  équations  (3)  est  égal  è  ±  i . 

IS.  Formule»  ttEuler.  Le  passage  d'un  système  d'axes  rectangulaires 
i  nn  autre  exige  l'emploi  des  formules  (3) 
renfermant  neuf  oonstantes  liées  par  six 
équations  de  condition,  et  il  suffirait  de  con- 
naître les  valeurs  de  trois  d'entre  elles  pour 
en  déduire  toutes  les  autres.  Euler  a  donné 
des  formules  qui  ne  renfermPDt  que  le  nom' 
bre  minimum  de  quantités  nécessaires  pour 
fixer  la  position  des  nouveaux  axes.  Ces 
quantités  sont  :  1°  l'angle  9  que  fait  l'axe  Fi'S'  «>■ 

primitif  OX avec  la  trace 0X|  du  plan  x'y'  avec  xy; 2°  l'angle  <f  de  l'axeOX' 
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avec  la  trace  OXi;  3^  Tangle  d'iacliaaison  0  du  plan  oc'y'  sur  xy,  ou 
l'angle  ZOZ\  Ces  trois  constantes  suffisent  pour  fixer  les  nouveaux  axes; 
nous  admettrons  que  les  angles  9  et  '|  se  comptent,  le  premier  à  partir 
de  OXy  le  second  à  partir  de  OX^  en  allant  vers  Taxe  OY. 

Cela  étant,  nous  allons  passer  du  système  primitif  OXYZ  au  système 
OX'Y'Z'  par  trois  rotations  successives  : 

i^  Faisons  tourner  l'axe  OX  d'un  angle  9  de  manière  qu'il  vienne 
coïncider  avec  OX4;  l'axe  OY  tournera  du  même  angle  et  viendra  se 
placer  quelque  part  en  OY4  dans  le  plan  ay.  D'après  les  formules  de  la 
géométrie  plane,  on  doit  avoir  les  relations 

x  =s  xi  cos  9  «-  yt  sin  9,    y  =^Xi  sin  9  -{-  yi  cos  9 

Xi  et  yt  étant  les  coordonnées  d'un  point  comptées  sur  OXi  et  OYi  ; 

^  Conservons  le  même  axe  OXi  et  faisons  tourner  l'axe  0Y|  avec 
l'axe  OZ  d'un  angle  0  dans  le  plan  YiOZ;  l'axe  OYi  prendra,  je  suppose, 
la  position  OYs  dans  le  plan  x'y',  et  l'axe  OZ  coïncidera  avec  OZ'.  Ce 
changement  donne  lieu  aux  égalités 

y^  z=s  y,  COS  6  —  ij'  sin  6,     z  =  yi  sin  B-\-  z'  cos  9 

yt  et  2'  sont  les  coordonnées  relatives  aux  axes  OYt,  OZ'; 

3^  Enfin,  si  l'nxe  OXi  tourne  d'un  angle  v|/  pour  venir  se  placer  sur  0X% 
Taxe  OYs  ira  coïncider  avec  OY',  et,  après  cette  dernière  rotation,  on 
arrive  au  système  d'axes  OX'Y'Z'.  On  aura  encore  les  relations 

X4  ^^  x'  cos  vp  —  y'  sin  vp,    yj  =  x'  sin  'j'  -|~  V'  ^^^  ^' 

L'élimination  des  quantités  auxiliaires  Xi,  yi,  yi,  conduira  aux  formules 
d'Euler  qui  expriment  les  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  de  x',  y',  z\ 
On  obtient  ainsi  : 

x=3x^(cos9COs4^--sin9sinv|;cos9)— y'(cos9sini{f+sin9COsv{/cos9)+z'sin6sin9 
(5)     y===x^(cos^sin9-f  sinv{/cos9Cos9)-fy'(sin9$in^— co39cosv{/cos9)^2'cos9sin9 
jc=x' sin  ^siu  6-|-y'cosvpsin9+z'cos9. 

En  comparant  ces  valeurs  avec  les  équations  (3),  on  en  déduit  pour  les 
constantes  a,  6,  e,  a'  etc.,  les  expressions  suivantes  : 

a=s  cos9cos^  —  sin9sin^cos9,  a' =3  cos^sin9-f'Sin  v{;cos9eos9 
b  =^cos9sin4'  —  sin  9  cos  v|/ cos  9,  6'  =— sin  9sin  4^  -f-  cos  9  cos  i{;  cos  9 
c  =    sin9sin9,  '  c'=— cos9sin9 

o"  =  sin  ^  sin  9,    6"  =  cos  ^  sin  9,    c''  =  cos  9. 
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D'où,  on  tire  encore 


c  a" 


taiigç  =  — -,     tang4;  =  — . 

Dans  le  cas  particulier  où  l'axe  des  x'  coïncide  avec  0X«,  ^»o,  et 
les  formules  (5)  deviennent 

X  =  r'  cos  cp  —  (y'  cos  9  —  z'  sin  ô)  sin  9, 

(6)        y  =  x'  sin  9  -}"  (ï'  ^^^  9  —  z'  sin  9)  cos  9, 
ic  =  y'  sin  9  -4-  z'  cos  9. 

1ê.  Formules  pour  la  détermination  de  V intersection  d'une  surface 
pur  un  plan.  Il  est  souvent  utile  en  géométrie  analytique  de  déterminer 
la  nature  de  Tintersection  d'une  surface  par  un  plan.  On  verra  bientôt 
qu'une  surface  est  représentée,  en  général,  par  une  équation  à  trois 
coordonnées  f  (oc,  y,  z)  =  o.  Cela  étant,  si  on  mène  un  plan  sécant  par 
Forigine,  on  peut  rapporter  la  courbe  d'intersection  &  deux  axes  OX',  OY' 
choisis  dans  ce  plan,  le  premier  étant  sa  trace  sur  XY  et  le  second  une 
perpendiculaire  à  OX'.  En  y  ajoutant  un  troisième  axe  OZ'  perpendicu- 
laire aux  deux  autres,  l'équation  de  la  surfiice  pour  le  système  OX'Y'Z' 
s'obtiendra  en  remplaçant  x,  y,  z  par  les  expressions  (6).  L'équation  de 
la  courbe  d'intersection  par  le  plan  sécant,  qui  est  ici  le  plan  des  x'y', 
sera  l'équation  transformée  où  s'  =  0;  mais,  il  est  visible  qu'on  arrive- 
rait au  même  résultat,  en  posant,  avant  la  substitution,  z'  =s  o  dans  les 
formules  (6).  Donc,  les  formules  cherchées  seront  : 

X  ^=:  x'  cos  9  —  y'  sin  9  cos  9, 
(7)      y  =  x'  sin  9  +  y'  cos  9  cos  9, 
jr=y'sin9; 

c'est-i-dire,  qu'étant  donnée  l'équation  f  (x,  y,  z)  =  o,  en  y  substituant 
les  valeurs  (7),  on  aura  une  équation  en  x',  y'  qui  représentera  la  courbe 
d'intersection  avec  la  surface  d'un  plan  passant  par  l*origine,  cette  courbe 
étant  rapportée  à  deux  axes  du  plan  sécant  dont  l'un  OX'  coïncide  avec 
sa  trace  sur  le  plan  des  xy.  Lorsque  le  plan  sécant  passe  par  l'axe  des  x, 
9  =  0,  et  les  équations  (7)  se  réduisent  à 

xeax',    y  =  y' cos  9,    jc  =  y'sin9. 

Si  le  plan  passe  par  l'axe  des  y,  9  =  90*;  il  vient  alors 

x  =  —  y' cos  9,    y  =  x',    z  =  y'sin9. 


§   IV.    INTBRPRfiTATION    DBS    AQDATIOHS   KN  X,   y,    Z.    CLASSIFICATION 
DBS    SURFACES. 

17.  Considérons,  en  premier  lieu,  aac  équation  qui  ne  renrerme 
qu'âne  coordonnée.  Soit  d'abord  l'ëquatton  du  premier  d^gré 
(i)  A»  -|-  D  ^  o,     ou    X  =  o, 

D 

en  posant  a  =  — ■- ■  Prenons  sur  l'a»  des  x  {fig.  Il)  une  longueur 

OA  —  a,  et  menons  par  ce  point  un  pian  P  parallèle  A  yt.  Le  point  A, 
Ainsi  qu'un  point  quelconque  du  plan  P,  est  k  une 
distance  a  du  plan  des  y;,  et  répond  k  l'équaiion. 
D'un  talfe  côté  tout  point  en  dehors  du  plan  P  a 
pour  coordonnée  x  une  valeur  différente  de  a  ;  donc 
IVquation  proposée  représente  un  plan  parallèle  h 
celui  des  ys  mené  à  une  distance  a  de  l'origine. 
Fi,.  <i.  De  même,  l'équation 

By  +  D  =  o    ou    y  =  6, 
représentera  un  plan  parallèle  à  xz,  et  l'équaiion 
Cjî~}-D=o    ou    t^c 
un  plan  parallèle  à  xy- 
Une  équalion  du  degré  m  en  x,  par  exemple, 

(i')         X-  +  A.x"-'  -!- 4-  A.,,x  +  A.  ^  o, 

peiil  se  ramener  i  la  forme 

[x~a){x-b)(T-c) (x-0  =  o; 

et,  par  conséquent,  elle  est  satisfaite  en  posant 

3:  =  a,     x  =  b,    x  =  c, x  =  l. 

On  doit  donc  regarder  l'équation  (i')  comme  représentant  un  système  de 
m  plans  réels  ou  imaginaires  parallèles  i  YOZ. 

Donc,  louEe  équation  qui  ne  renferme  qu'une  coordonnée  repréienle  un 
ou  plusieurs  plans  partMèles  d  celui  des  coordonnées  qui  n'entrent   pat 
dans  l'équation. 
Deux  équations  simultanées  de  la  forme 

X  — a  =  o,     y— 6  =  0 
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repi^MoteroDt  une  droite  parallèle  i  l'axe  de«  z,  la  droile  d'interseetion 
des  plans  qu'elle*  dëfinissent  prises  isolément;  car,  ce  sont  les  seuls 
,  points  de  l'espace  dont  les  coordonnées  peuvent  satisfaire  à  la  fois  aux 
deux  équations. 

Enfin,  si  on  prend  simultanément  les  trois  équations 


il  n'y  a  plus  qu'un  seul  point  de  l'espace  qui  leur  corresponde;  c'est  le 
point  d'înterseclion  des  trois  plans  qu'elles  représentent  prises  sépa- 
rément. 

1S.  Soit,  en  second  lieu,  uneëquationrenfermant  deux  variables  a;  ety 
%,ï)-o. 
Die  représente  dans  le  plan  où  se  comptent  les  coordonnées  x  et  y 
{fig.  13)  une  certaine  ligne  BIQ;  mais,  si  on  mène  parles  différents 
points  de  eetle  ligue  des  parallèles  à  OZ,  on  formera  une  surface  cylin- 
drique dont  tous  les  points  répondent  i  l'équation;  car  tout  point  H  de 
celte  surface  a  le  mime  x  et  le  même  y  que  le 
point  Q  de  la  courbe  appartenant  h  la  parallèle 
passant  par  le  point  H,  et  ses  coordonnëos  satis- 
feront i  l'équation,  quel  que  soit  z.  nestTiaible 
que  tout  point  de  l'espace  extérieur  au  cylindre 
ne  saurait  se  projeter  sur  la  courbe  HIQ;  par 
conséquent,  \'x  et  \'y  de  ce  point  ne  véri6eront 
pas  l'équation;  celle-ci  représente  donc  un  cy-  m.  ti. 

liodre  indéfini  parallèle  aux  z. 

On  verrait  semblablemeat  que  le  lieu  des   points   de  l'espace  qilï 
vérifient  les  équations  prises  isolément 

r(x,z)  =  o,     f(i,,z)  =  û 

forme  une  surface  cylindrique  indéfinie;  la  première  est  parallèle  à  l'axe 
des  y,  la  seconde  b  l'axe  des  x. 

Donc,  toule  équation  à  deux  coordonnéti  reprftenle,  en  yinéral,  un 
cylindre  indéfini  paralUle  à  ta  toordonnée  qui  ne  t'y  trouve  pat. 
Kl.  ■•  Qoi  lignifienl  Im  ^oiliooi 
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Biles  représentent  trois  surfaces  cylindriques  :  U  première  est  elliptique  et  ptrtUèle 
aux  s;  la  seconde,  hyperbolique  et  parallèle  aux  y;  la  troisième,  paraboUque  et  paraUèle 
aux«« 

Ex.  t.  Les  équations 

r+^='»   ::+."=''  a"^;=' 

a      0  a     c  o      e 

représentent  trois  plans  respectivement  parallèles  à  Taxe  des  s,  des  y  et  des  «. 
Ex.  S.  Les  équations 

— fr=o,    -+-=0,    |4--=o 

au  a      c  o      e 

définissent  trois  plans  passant  respectÎTement  par  Paxe  des  j,  des  y  et  des  «. 
Ex.  J.  Que  représente  Péquation  homogène 

Un  système  de  m  plans  passant  par  Taxe  des  2  ;  car,  elle  peut  se  ramener  à  la  forme 

(y  —  a«)  (y  —  bst) (y  —  te)  =  o. 

!••  Deux  équations  simultanées  à  deux  variables,  par  exemple, 

f(*»»)  =  o»    F(x,z)  =  o 

sont  satisfaites  en  même  temps  par  les  coordonnées  des  points  communs 
aux  cylindres  qu'elles  définissent  isolément;  elles  représentent  donc  une 
courbe,  la  ligne  d'intersection  de  ces  surfaces  cylindriques.  L'élimination 
de  la  variable  x  donnerait  une  certaine  équation  9  (y,  is)  =  o  qui  doit 
être  satisfaite  en  même  temps  que  les  précédentes;  ce  sera  celle  d'un 
cylindre  parallèle  aux  x  et  passant  par  la  courbe  de  Tespace. 

Souvent,  on  fait  abstraction  des  cylindres  qui  projettent  la  courbe  sur 
les  plans  coordonnés  pour  ne  considérer  que  leurs  traces  qui  sont  définies 
par  les  mêmes  équations.  On  regarde  donc  une  courbe  de  l'espace  comme 
déterminée^  si  on  connaît  ses  projections  sur  deux  plans  coordonnés.  11 
suffit,  en  effet,  d'imaginer  deux  surfaces  cylindriques  ayant  pour  bases 
ces  traces  et  parallèles  &  deux  axes  pour  trouver  la  position  et  la  forme 
de  cette  courbe  dans  l'espace. 

Ainsi,  les  deux  équations  simultanées 

ax  -f-  fty  =  d.    ax-\-cz  =  d 

représentent  une  droite  dans  l'espace  provenant  de  l'intersection  des 
deux  plans  qu'elles  déteripjnçnt.  On  pept  aussi  pon^idérer  ces  équations 


-  23  — 

prises  séparément  comme  étant  celles  des  projections  de  la  droite  sur  les 
plans  des  xy  et  des  xz, 

SO.  Considérons,  en  dernier  lieu,  une  équation  à  trois  variables 

fix,y,z)  =  o. 

Si  on  donne  aux  coordonnées  x  et  y  les  valeurs  particulières  Xi»  yi 
qui  correspondent  à  un  point  M|  du  plan  xy,  Téquation  f  (xi,  yi,  2)  =  o 
résolue  par  rapport  k  z  donnera  une  ou  plusieurs  valeurs  pour  cette 
variable;  en  portant  sur  une  parallèle  à  l'axe  des  z  menée  par  le  point  Mi 
des  longueurs  positives  ou  négatives  égales  aux  racines  réelles,  on 
obtiendra  généralement  un  ou  plusieurs  points  qui  répondent  à  l'équation 
donnée.  Pour  un  autre  système  de  valeurs  x%^  yi,  on  aurait  de  nouveau 
un  ou  plusieurs  points  sur  une  autre  parallèle  à  Taxe  des  z  ;  et  ainsi  de 
suite.  Tous  ces  points  ont  des  positions  bien  déterminées  et  doivent  se 
suivre  dans  l'espace  suivant  une  certaine  loi;  le  lieu  de  ces  points  sera 
une  surface  dont  la  forme  et  la  position  dépendra  de  la  nature  de  la 
fonction  donnée. 

Deux  équations  du  second  degré  prises  simultanément 

f  («f  y,  «)  =  o,  F  (x,  y,  x)  =  o 
représentent  une  certaine  courbe  dans  l'espace,  la  ligne  d'intersection 
des  surfaces  qu'elles  déterminent  prises  isolément;  car  ce  sont  les  seuls 
points  dont  les  coordonnées  peuvent  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations. 
En  éliminant  l'une  des  variables  x,  y,  z,  on  obtiendrait  l'équation  de  la 
projection  de  la  courbe  sur  l'un  des  trois  plans  coordonnés. 

Donc,  toute  équation  à  trois  variables  représente^  en  général,  une 
surface  courbe ,  et  un  système  de  deux  équations  en  x,  y,  z  définit  une 
certaine  courbe  dans  Pespace. 

91.  Classification  des  surfaces.  Les  surfaces  algébriques,  comme  les 
courbes  planes,  se  partagent  en  différents  ordres  suivant  le  degré  de  leurs 
équations.  Ainsi  une  surface  est  dite  de  Tordre  m,  si  elle  est  définie 
analjlîquement  par  une  équation  du  degré  m  en  x,  y,  z.  Les  formules 
de  la  transformation  des  coordonnées  sont  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coordonnées  nouvelles,  et  une  équation  du  degré  m  en  x,  y,  z  le  sera 
aussi  relativement  à  x',  y',  z\  Donc,  l'ordre  d'une  surface  est  indépen- 
dant du  choix  des  axes  auxquels  on  la  rapporte. 
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L'équation  générale  du  degré  m  peut  se  mettre  sous  la  forme 

f 

-|-  0|X  -]-  a\y  -|-  asz 

+  anix»  +  flM«y'  4"  ««»«'  +  oiM3p*y  +  ansx*?  +  ««ly'x  +  OMBy'a; 

+ 

=0 

La  première  ligne  renferme  un  terme;  la  seconde,  — -^  termes;  la 

troisième  ^^9  la  quatrième  ^^9  et  ainsi  de  suite.  La  somme  des  termes 

2  2 


sera  1.2 

2     ■     2     •     2     •     2     ■     2 

Si,  dans  cette  équation,  on  pose  2  =  o,  il  restera  une  équation  en  x  et  y 
au  plus  du  degré  m  qui  représentera  la  courbe  d'intersection  de  la  surface 
avec  le  plan  des  xy\  comme  ce  dernier  peut  être  un  plan  quelconque,  il 
s'ensuit  qu'titie  surface  de  l'ordre  m  ne  peut  être  rencontrée  p^run  plan 
suivant  une  courbe  d'ordre  supérieur  à  m. 

En  posant  y  =  z  =  o^  l'équation  en  x  qui  en  résulte  sera  au  plus  du 
degré  m;  les  racines  correspondent  aux  points  de  la  cuirface  situés  sur 
l'axe  des  x;  celui-ci  pouvant  être  une  droite  quelconque,  on  en  conclut 
qu'tine  surface  de  l'ordre  m  ne  peut  être  rencontrée  par  une  droite  en  plus 
de  m  points. 

99.  Les  courbes  de  l'espace  qui  proviennent  de  l'intersection  de  deux 
surfaces  sont  appelées  gauches  lorsque  tous  leurs  points  ne  sont  pas  dans 
un  plan. 

L'ordre  de  la  courbe  est  déterminé  par  le  nombre  de  points  suivant 
lesquels  elle  peut  être  rencontrée  par  un  plan  quelconque.  La  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  dont  l'une  est  du  degré  m  et  l'autre  du 
degré  n,  est  en  général  de  Tordre  mn;  car  un  plan  quelconque  rencon- 
tre les  surfaces  suivant  deux  courbes  qui  ont  en  commun  mn  points 
puisqu'elles  sont  respectivement  d'ordre  m  et  n;  ces  mn  points  appar- 
tiennent i  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces,  et,  par  suite,  celle-ci 
sera  de  l'ordre  mn. 


CHAPITRE  IL 

LIGNE     DROITE. 

SoHmiu.  —  ÉgHatioiu  de  la  ligti»  drotU.  —  Preblimf.  —  Exprutiotu  divtnei 
du  wilume  d'un  lidraèdre. 

%   I.    ËQOATIOHS    DE   Li   LIGNE   DROITE. 

9>.  Toute  l^oe  de  l'espace  est  déterminée  de  forme  et  de  position 
par  ses  projections  sur  deux  plans  coordonnés.  Lorsque  cette  ligne  est 
une  droite  AB  (fig.  13),  ses  projections  sur  les 
plans  des  xz  el  dea  yx  sont  deux  droites  A'B', 
A"B"  dont  les  équations  seront  de  la  forme 

(■)  '"ri"' 

Comme  ces  équations  ne  renferment  que  deux 
coordonnées,  on  peut  dire  aussi  qu'elles  repré- 
sentent deux  surfaces  cylindriques  qui  se  rédui-  "i-  **- 
sent  i  deux  plans,  t'un  parallèle  aux  y  et  l'autre  parallèle  aux  x  :  ce  sont 
les  plans  qui  projellenl  la  droite  sur  xz  et  sur  yz.  Ces  plans  déter- 
minent complètement   la    droite,   et   les   équations  (i)  seront  celles 
d'une  droite  quelconque  de  l'espace,  a,  b,p,  q  étant  quatre  paramètres 
arbitraires. 

Les  équalions  (i)  conduisent  aux  égalités 


(■') 


X—p_y~q 


C'est  une  autre  manière  d'écrire  les  équalions  d'une  droite;  il  suffit 
d'égaler  les  deux  premiers  rapports  au  dernier  pour  retrouver  les  équa- 
tions précédentes,  tandis  qu'en  égalant  les  deux  premiers  on  aurait  une 
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équation  en  x  et  y  qui  représenterait  la  projection  de  la  droite  sur  le 
plan  des  xy. 

%4.  Cas  particuliers,  a)  Lorsqu'une  droite  passe  par  l'origine,  ses 
projections  sur  les  plans  coordonnés  passent  évidemment  par  le  même 
point;  il  en  résulte  que  les  équations  de  la  droite  seront  alors 

x=saz^    y  «SB  62; 
00  bien 

?  =  ?=?. 
a      6      I 

b)  Si  la  droite  est  parallèle  au  plan  des  xy,  les  plans  qui  la  projettent 
sur  xz  et  yz  se  confondent,  et  les  équations  (i)  se  réduisent  à  une  seule 
de  la  forme  z  »  c,  puisque  tous  les  points  de  ce  plan  sont  i  une  hauteur 
constante  au-dessus  du  plan  des  xy.  Pour  que  la  droite  soit  complètement 
déterminée,  il  est  nécessaire  de  considérer  la  troisième  projection  sur  xy  : 
les  équations  d'une  droite  parallèle  à  xy  seront  donc 

z  =  c,    y  =  mx-\-b; 
ou  bien,  sous  une  forme  plus  symétrique, 

^  I  y 
P      * 
De  même,  les  équations 

X  ,  z 

définissent  une  droite  parallèle  au  plan  des  xz  et 

y  f  * 

une  droite  parallèle  au  plan  des  yz. 

c)  Enfin,  si  la  droite  de  l'espace  est  parallèle  à  l'un  des  axes  des  coor- 
données, par  exemple,  &  l'axe  des  2,  sa  projection  sur  yz  se  réduit  &  un 
point,  tandis  que  ses  projections  sur  les  autres  plans  coordonnés  seront 
des  droites  parrallèles  à  l'axe  des  x;  donc,  dans,  ce  cas,  la  droite  sera 
définie  par  des  équations  de  In  forme 

y  =  7,    2  =  r, 
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Scmblablement,  les  équations 

x=p,    z  =  r 

déterminent  une  droite  parallèle  k  l'axe  des  y,  et 

une  droite  parallèle  &  l'axe  des  z. 
En  particulier,  les  équations 

y  =  o,    z  — o, 

x  =  o,    y  =  o, 
représentent  respectivement  l'axe  des  x,  des  y  et  des  z. 

95.  TVa^es  d^une  droite.  On  appelle  traces  d'une  droite  les  points 
où  elle  rencontre  les  plans  coordonnés.  On  les  détermine  en  égalant  à 
zéro,  dans  les  équations  de  la  droite,  la  coordonnée  qui  n'appartient  pas 
au  plan  que  l'on  considère.  Posons  d'abord  z  =  o  dans  les  équations 

on  aura  x  =  pjy=»q  pour  les  coordonnées  de  la  trace  sur  le  plan 
des  xy.  En  posant  successivement  y  =  o  et  x  =3  o,  on  trouvera  pour  les 
traces  de  la  droite  sur  les  autres  plans  coordonnés 

6  6       ' 

p  aq  —  bp 

z=  — -.,     y=: — 

a  a 

96.  Signification  des  constantes.  Les  constantes  p  et  9  dans  les  équa- 
tions d'une  droite  déterminent  le  point  où  elle  rencontre  le  plan  des  xy; 
elles  n'ont  aucune  influence  sur  sa  direction.  Afin  de  mettre  en  évidence 
la  signification  des  paramètres  a  et  6  des  équations  (i),  menons  par  l'ori- 
gine une  droite  parallèle  à  la  première  ;  ses  équations  seront 

(2)        x  =  az,    y^bz; 

car,  si  deux  droites  sont  parallèles  dans  l'espace,  les  plans  projetants 
ainsi  que  les  projections  sur  un  même  plan  des  coordonnées  sont  paral- 
lèles, et  les  constantes  a  et  6  doivent  être  les  mêmes  dans  les  équations  (i) 
et  (9).  Prenons  sur  la  droite  passant  par  l'origine  une  longueur  OM  »3 1,  et 
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projetODs-la  sur  les  axes.  Les  coordonnées  du  point  M  seront  x  =>  /  cos  a 
y  £=rs  /  cos  |3,  z  =  leosy,  a^  ^,y  sont  les  angles  de  la  droite  avec  les  trois 
axes  rectangulaires.  En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2), 
on  trouve 


cos  a 
cosy 


cos|3 


cos 


d'où  l'on  tire  les  égalités 

cos  a     cos  |3     cos  y      |/  cos'a  +  cos*|3  +  cos'y i 

Ainsi,  les  constantes  a  et  6  dépendent  des  cosinus  des  angles  que  la  droite 
fait  avec  les  axes;  on  voit  que  ces  cosinus  sont  proportionnels  aux  quan- 
tités a,  69 1  ;  leurs  valeurs  sont  déterminées  par  les  équations  (R).  On  les 
appelle  eosinus  directeurs  de  la  droite.  Lorsque  les  axes  sont  obliques, 
les  coordonnées  du  point  M  satisfont  aux  égalités  (N^  5). 

a;  -f"  .V  cos  V  +  «  cos  iut      x  cos  v  -}-  y  -|-  ^  ^^^  ^      ^  <50S  f* +.7  cos  >  -|-  z 
cos  a  cos  |â  cos  y 

En  remplaçant  x  et  y  par  az  et  6z,  il  viendra 

a  +  6  cos  V  -|-  cos  fi      a  cos  v  -^  6  -f-  cos  A      a  cos  fx  -f-  ^  cos  i  +  r 

COS  V 


=  0, 


cos  a                             cos  p 

En  y  ajoutant  la  relation 

ly      cos  V,      COSfJl, 

cos  a 

cos  V,          I ,    COS  A, 

cos|3 

COS  fx,    cos  ^f          1 , 

cos  y 

COS  a,     cosjSy     cosy. 

I 

on  pourra  trouver  les  valeurs  de  cos  a,  cos  |3,  cos  y. 

117.  Droite  passant  par  un  point  donné.  Lorsqu'une  droite  de  l'espace 
définie  par  les  équations 

X  =iaZ'\-py    y  ==  6z  +  gr 

est  assujettie  à  satisfaire  à  une  condition  géométrique,  on  aura  en  géné- 
ral deux  équations  entre  les  paramètres  a,  6,  p,  ç,  et,  par  suite,  deux 
conditions  suffiront  pour  les  déterminer  complètement.  Si  elle  est 
assujettie  à  passer  par  un  point  donné  M  (x',  y',  s'),  on  doit  avoir  les 
relations 
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dont  on  peut  profiter  pour  éliminer  deux  paramètres;  on  y  parvient 
immédiatement  en  retranchant  les  équations  membre  à  membre;  ce  qui 

donne 

(3)        X  — x'==a(jB  — z'),    y— y  =  6(«-«'); 
ou  bien, 

X  —  x' y — y' z  —  z' 


>    • 


^3')  «  6  , 

Ces  équations  qui  ne  renferment  plus  que  deux  paramètres  a  et  6 
définissent  toutes  les  droites  passant  par  le  point  M  (x'y'z'). 

Les  quantités  a,  6  i  étant  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  de 
la  droite  avec  trois  axes  rectangulaires,  les  équations  d*une  droite  issue 
d'un  point  donné  et  faisant  avec  les  axes  les  angles  a,/3,  y  peuvent  s'écrire 

^  cos  a         cos  p         cos  y 

Si  on  désigne  par  p  la  distance  comptée  sur  la  droite  i  partir  du  point 
M  {x'y'z')  &  un  autre  point  variable  P  (x,  y,  z)  de  cette  droite^  on  peut 
égaler  chacun  des  rapports  à  p;  car,  on  a 

X'-'X'  ^y—y'^z-^z'  ^l/(x^xy^{y-^yr-\-(z^^*  ^   ^ 
cos  a  cosP         cosy  |/cos«  a  +  cos« p  +  cos» y 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  pourront  s'expri- 
mer de  la  manière  suivante  : 

(4)         X  =  x'  -|-  p  cos  a,    y  =  y'  -|-  p  cos  |3,     «  =  z'  -|-  p  cos  y. 

M.  Dririte  poisant  par  deux poinU  donnés. Soient  M(x'y'z'), M'(x''y''x'') 
les  points  donnés.  Toute  droite  issue  du  point  M  est  renfermée  danâ 

réquation 

X  —  x' y  —  y' z  —  z^ 

a  6  I 

Si  elle  passe  par  le  point  M',  les  coordonnées  x'',  y",  2''  doivent 
vérifier  ces  égalités;  ce  qui  donne 

x"  —  X'      y"  —  y'      «"  —  z' 

tt  6  I  . 

En  divisant  ces  équations  membre  à  membre  pour  éliminer  les  quan- 
tités a  et  6,  on  trouve 

X  —  x'        y  —  y'        z^^z' 
x"  —  x'  "^  y"  —  y'  ""  z"  —  z'  ' 
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ou  bien,  sous  la  forme  ordinaire 

x"  —  x'  v"  —  v' 

Ces  équations  représentent  la  droite  qui  passe  par  les  points  donnés. 
Il  est  bon  de  remarquer  que  les  cosinus  directeurs  d'une  droite  qui  passe 
par  deux  points  sont  proportionnels  aux  différences  x''  —  x\  y"  —  y' y 

%%,  Point  et  droite  %maginaire$,  A  chaque  système  de  valeurs  réelles 
attribuées  aux  coordonnées  x,  y,  z,  correspond  un  point  réel  de  l'espace. 
Par  analogie,  on  dit  qu'un  point  est  imaginaire,  si  ses  coordonnées  sont 
de  la  forme 

Deux  points  imaginaires  sont  conjugués^  lorsqu'ils  sont  définis  par  des 
coordonnées  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  (/ —  i, 

(MO     X'=:a  +  a'j/=r7;     y'  =  P  +  P'|/=^,     z'=y  +  /|/=r7; 
(M")   x"  «  a -^  a' /ITT,   y"=|3  — p'/--X    «"  =  y  — /l/^T. 
Le  milieu  de  ces  points  est  réel,  et  ses  coordonnées  sont  : 

x= — '- —  =  a,    y=:(3,     «=y. 

La  droite  qui  passe  par  deux  points  imaginaires  conjugués  est  aussi 
réelle;  car,  en  vertu  du  numéro  précédent,  elle  a  pour  équations 


X  — a  —  g^^/— ly  —  P--3^  l/— •  i 2  —  7  —  y'(/^r 

—  2a'  ^ —  I  —  2|3'  (/ —  I  —  27 1/—  I 

ou  bien 


X 


Hf = îLz_ê  ==  ^ZI2 . 


a' 


P' 


On  dit  qu'une  droite  est  imaginaire^  lorsqu'elle  est  définie  par  deux 
équations  de  la  forme 


x=(a+a'|/irr)z-|-/)+p'|/— I,   y=(6-|-6y— i)«-f7+qfy— I. 
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Ellei  MOI  vérifiées  par  les  valeurs  réelles  des  coordonnées  qui  satisfoot 
aux  équations 

X  —  ax  —  p^o,     a'z-{-j/  =  o, 

y  —  fcj  —  ç  =.  o,     b'z-^-q'  =  o. 

Or,  comme  il  n'y  a  que  trois  inconnues,  ces  égalités  ne  peuvent  pas 

être  satisfaites  en  général  par  un  même  système  de  valeurs  de  x,y,x; 

donc,  il  n'existe  aucun  point  réel  sur  une  droite  imaginaire  de  l'espace, 

il  moins  que  l'on  ail 

a'      b'' 

car,  dans  ce  cas,  les  deux  dernières  équations  a'«  +  p'=  o,  i'z  4- o'=  o 
se  réduisent  i  une  seule,  et  le  point  réel  déterminé  par  le  sysième  précé- 
dent appartiendra  h  la  droite  imaginaire. 

Deux  droites  imagÏDRires  son!  dites  conjuguées,  quand  leurs  équations 
sont  de  la  forme 

x=(a-a'|/^z-[-p-p'/~,  y={b-b'i/:^)z-\-q-q'^/~t. 

On  verra  plus  tard  que  si  deux  droites  imaginaires  conjuguées  se 

rencontrent,  leur  point  d'intersection  est  réel,  ainsi  que  le  plan  qui 


a.  Édni  ioaai  un  ptritlélipipède  redangle  [01230' i'3'3'),  trouver  lei  <qottion 
ligDu  qui  Huaisstnt  les  différenls  poinis  de  la  figure,  les 
longoenn  de»  arrtles  ëttat  a=:oi,  /issoj,  c=nxt'. 
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t.  Trouver  la  troisième  projection  de  la  droite   «  —  3*  +  5  =  o,    y  +  a«  —  a  =  o, 

R,  ax  +  3y  — 4  =  0. 

s.  Traces  des  droites 

«  — 2«  — 3  =  0,  ay  — «  +  1  =  0, 

(a)  (b) 

y  +  «  — i=o;  y  — z4-2=o. 

R.    (a)    (3,1,0),    (5,0,1),    ^o,|,    -|\    (6)    (-3.-«»o),    (1,0,2), 


(».  -M) 


4.  Con.dîtions  pour  que  les  équations 

«.asr_p  =  o,    y— 6;»  — ^  =  0,    r»  +  «y+*=o» 
représentent  les  projections  d*une  même  droite 


R.  ••        • 


6      —  a      aq  —  àp 

ft.  Condition  pour  que  les  équations 

o-fflit  — ny  =  o,    6  +  iw— /a=o,    c  +  /y  — m»  =  o 

représentent  une  même  droite. 

R.        a/  -h  6»  +  c*  =  o« 

•.  Les  équations 

6y  -f  es cap  +  a» ax-^'bif 

représentent  une  droite  passant  par  Torigine  et  peuvent  se  ramener  à  la  forme 

ax fty       ez 

5~7+r  —  p  —  ç  +  r  ""  ç  +  p  —  r 

•   ».  Soient  /  et  p"  les  disUnces  des  deux  points  M  (»'y'»'),  N  («"y"*")  i  l'origine  ;  la 
droite  qui  réunit  ces  points  passe  par  Porigine,  si  on  a 

Car,  la  condition  donnée  revient  à 

(a'i  4.  y'i  +  ,'t)  (a,"i  +  y"«  +  z"*)  -  (»'»"  +  y'y"  +  ^'»")'  =  o. 
ou  bien 

(«'y" — y'»")* + K*" — *'»")* + (y'^" — *'y")" = 05 

on  en  déduit 
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••  Qae  représente  l'équation 

(«■  +  y*  +  «*)  —  (x  COS  a  +  y  cos  /8  +  ar  COS  y)«  =  O? 

Si  on  écrit 

(«*  +  y*  +  -2?')  (cos*  a  -f-  ces*  ^  +  COS*  y)  —  («  COS  a  +  y  cos  ^-{-z  COS  y)*  =  O, 

on  pourra  décomposer  le  premier  membre  sous  la  forme  de  trois  carrés^  et  on  verra  que 
l'équation  proposée  représente  la  droite 


cos  se      cos  /s      cos  y 

••  Que  signifient  les  équations  se*  =  y^  =  z*  ? 
Elles  déterminent  les  quatre  droites 


(I) 

X=:Zf 
(2) 

»  =  - jr, 
(3) 

»  =  — », 

(4) 

y  =  a?; 

y=-^î 

y  =  2; 

y  =  — i?. 

lé.  La  droite  imaginaire 

X  =  (2  4- 1/^)  3?  +  3  —  2  \^^^,     y  =  (  1 4- 1/~)  z  +  r  —  2  V^-^ 
passe  par  le  point  réel  (7,  3,  2). 
«t.  Les  équations 

déterminent  des  droites  imaginaires  qui  passent  par  le  point  réel  (p,  9,  o). 
19.  Trouver  les  angles  d'une  droite  avec  les  plans  coordonnés. 

R.    8in/  =  —  — 1       sinm=  — *       smn  = 


§   3.    PROBLÊMES. 

f.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  données. 
Soient  les  équations  de  deux  droites 

Si  on  désigne  par  (a,  |3,  y),  (a',  |3',  y')  les  angles  qu'elles  font  avec 
trois  axes  rectangulaires,  et  par  9  celui  qu'elles  forment  entre  elleSi 
on  a  (N»  4) 

COS  9  =  COS  or  cos  a'  -j-  cos  (3  cos  (3'  -{-  cos  y  cos  '/• 
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D'un  autre  côté,  les  cosinus  directeurs  sont  déterminés  par  les  égalités 

(N*  26)    * 

cos  a cos  P cos  y i 

cos  oJ cos  jS' cos  / I 

"^""""6^  î         /a'«  +  6'«  +  i" 

En  combinaat  ces  équations  pour  éliminer  les  cosinus,  on  trouve 

a«'  +  66'  +  i 
cos9  =  - 


,/a«  +  6«+i  |/a'«  +  6'«  + 1 
On  en  déduit  facilement 


|/(a  —  ay  +  (6  —  6')*  +  (o6'  —  6a')* 

sm  9  = = —  = —  9 

|/a«  +  A«+i  |/o'«  +  6'»  +  I 

et,  par  suite,  

,.„„  «      + 1/(«  -  gQ»  +  (6  -  6')«  +  (Ob'  -  baf 
*""8"P  =  =^ aa'  +  bb'  +  i 

Le  signe  db  dans  l'expression  du  cosinus  et  de  la  tangente  se  rapporte 
&  Tangle  aigu  ou  obtus  des  droites  données. 
La  condition  de  perpendicularité  des  deux  droites  sera 

aa*  +  66'  +  I  =  o, 

puisque,  dans  ce  cas,  taug  9  =  oo ,  et  9  as  go<*.  Deux  droites  ne  se  ren- 
contrent pas  généralement  dans  l'espace;  la  relation  précédente  exprime 
que,  si  on  mène  par  un  point  de  Pune  des  droites  une  parallèle  i  l'autre, 
l'angle  ainsi  obtenu  sera  droit.  En  supposant  que  a  et  6  soient  donnés 
et  a*j  b'  inconnus^  on  pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs  pour  ces 
quantités  satisfaisant  à  la  condition  précédente;  à  toutes  ces  valeurs 
correspondent  les  droites  en  nombre  illimité  que  Ton  peut  mener 
perpendiculairement  à  une  droite  par  l'un  de  ses  points. 

Ex.  i.  Trouver  le  cosîdus  de  l'angle  des  droites 

a       — 6       e         "-a   ""6      c 

c)  ?  =  ?  =  ?,     — =ï-  =  — . 

abc       bc      oc      (ib 
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c)    cos  f  =  :t: 


k'a»  +6*  +C«  |/6V  +  a«c«  +a«68  ' 

Bx.  ».  Trouver  le  lieu  des  perpendiculaires  élevées  au  point  ^  - ,     -,     î  ^  g^p 
ladroile  \2      2      2  J 

« y z 

a      b      e' 
Les  équations  d'une  droite  qui  passe  par  le  point  donné  sont  de  la  forme 

gag  — o  ^  2y  —  b 2Z'^c 

a'      "■     b'     """T~' 
et  la  condition  de  perpendicularité  est  aa'  +  W  +  «/  =  0.  L'éUmination  de  a\  6'  1/ 
donne  pour  Téquation  du  lieu  demandé 

nubien  «(««-«)+ *(ay-6)  +  c(2;»«c)  =  o, 

a«  +  6y  +  c^-.2l±^L±i!  =  0. 

2 

On  verra  plus  loin  qu'elle  représente  un  plan  perpendieulaire  i  la  droite. 

Ex.  s.  Trouver  les  cosinus  directeurs  des  bissectrices  des  angles  de  deux  droites. 

Menons,  par  l'origine,  deux  droites  («',i8',/),  (a",/8",/')  parallèles  aux  droites 
données,  et  sur  chacune  d'elles  prenons  des  longueurs  OM  et  OM'  égales  à  l'unité.  Les 
coordonnées  des  points  il  et  M'  seront  cos  «',  cos  ^',  cos  /  j  cos  a",  cos  /i",  cos  y".  Les 
équaUons  de  la  bissectrice  de  l'angle  MOM'  seront 


œ 


y  z 


cos  a'  4-  cos  «"  ■"  cos  /S'  +  cos  i8"  ~  cos  y'  +  cos  y"  ' 

Les  cosinus  des  bissectrices  des  droites  données  seront  déterminés  par  les  formules 

cos  g cos  /S  cos  y  I 

cos  a'  +  cos  a"  ~  cos^'  +C08â"  ~  cos  y' +  cos  y"  "^  9  ' 

2ieos- 

2 

COS  g cos  /S  cos  y  I 

cos  «'  —  cos  «"  ~  cos  ê'  —  cos  â"  "^  cos  /  —  cos  /'  ^         9  ' 

'       asin-^ 
9 
r  est  l'angle  des  droites. 

91.  Trouver  la  condition  pour  que  deux  droites  soient  dans   un 
même  plan. 

Deux  droites  étant  définies  par  un  système  de  quatre  équations  de 
la  forme 

ix  =  az+pj      [x  =  a'z  +  p', 
fy=bz  +  q,      \y  =  b'z  4-  ç', 
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elles  ne  se  rencontrent  pas  dans  l'espace,  à  moins  qu'il  n'y  ait  une  relation 
entre  les  constantes  telle  que  les  équations  précédentes  ne  forment  plus 
que  trois  équations  distinctes;  celles-ci  étant  résolues  par  rapport  k 
^9  y»  ^9  donneront  les  coordonnées  d'un  point  commun  aux  deux  droites. 
£n  retranchant  les  équations  membre  à  membre,  il  vient 

On  en  déduit  deux  valeurs  pour  la  coordonnée  z  qui  devront  être 
égales,  si  les  droites  ont  un  point  d'intersection.  Il  en  résulte  que  l'équation 

a  —  o'      b—b' 

ou 

(p-p0(fc-6')-(«-a')<9~7')  =  o 

exprime  que  les  droites  se  rencontrent.  Gomme  elle  est  satisfaite  si 
a  =3 a',  6  =  6%  c'est-à-dire,  si  les  droites  données  sont  parallèles,  c'est 
la  condition  générale  pour  que  deux  droites  soient  dans  un  même  plan. 

Ex.  1.  Les  droites 

2x  —  2  —  8  =  0,        3y  —  ;r  —  9  =  0, 

x  +  aar  — 4  =  0,       y  + 3^  —  3  =  0. 
se  coupent  dans  le  plan  des  xy  au  point  («  =  4,  y  =:  3). 

Ex.  9.  Les  droites 


« y 2 


X  —  a      y      z      X  —  a      y  —  h      z 
a      b       c      '      — a        6       c'      — a  — 6        c' 

se  rencontrent  au  point 


'^'(ï'  5-  0 


Ex. 

S. 

Condition  de  rencontre  des  droites 

/»  =  r, 

(*  = 

a'z  +  p', 

/-+-=i; 

\p    q 

(y  = 

*'*  +  ?*. 

..  -+'•+ 

b'r  -f  g' 

9 

=  1. 

£x. 

4« 

Même  calcul  pour  les  droites 

|»  =  j>, 

x  =  a'i 

f+p; 

\  z  =  r\ 

y=b's  +  q'. 

R.           p  = 

a'r  +  f. 
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Ex.  B.  Le  lieu  des  milieux  des  droites  parallèles  à  un  plan  donné  et  rencontrant  deux 
droites  fixes  est  une  ligne  droite. 

Prenons  le  plan  donne  pour  le  plan  des  sy  et  Tune  des  droites  fixes  pour  ue  des  jr| 
soient 

les  équations  de  la  seconde  droite  fixe* 
Une  droite  parallèle  à  «y  qui  rencontre  les  droites  fixes  aura  des  équations  de  la  forme 

jzr  =  a,       y  =  /Sas 
avec  la  condition 

|S  (aa.  +  p)  =  6a  +  9' 

Les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  les  droites  fixe9  étant 

X  =zOf       y  =  O)       2r  =:  a, 

xs=aoL-\-p,      y=zbx-{-qf      z:=oi^ 

celles  du  milieu  de  ces  points  seront 

aoi-\-p  6oc  -f-  9 

X=:——,        y=:__-  z  =  a. 

2  2 

£n  éliminant  a,  on  trouve  que  les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  satisfont  aux 
équations 

2x  —  az  —p=zo,      2y  — 6z  — ç  =  o. 

St.  Trouver  les  équations  d^une  droite  passant  par  un  point  M  (x'  y'  z') 
et  qui  rencontre  les  droites  données 

x  =  uz  +  Pj  lx  =  o'jj+p', 

y  =  bz  +  q;  (y  =  6'«  +  g'. 
Soient 

x  =  Az  +  P,  y  =  Bz-\-Q 

les  équations  de  la  droite  cherchée.  Les  différentes  constantes  seront 
déterminées  par  les  équations 

x'=Az'  +  P,      y=Bz'  +  Q, 

P  — P^Q-?     P— p'^Q-y/ 

A  — a      B  — 6'    A-^o'      B— 6'' 

Les  deux  premières  donnent 

P  =  x'-A2',      Q  =  y'-B«% 

et,  par  suite,  les  deux  autres  deviennent 

x'  —  Az'^p      y'  -^Bz'  —  q      x'  —  Az'^p'      y'  —  Bz^  —  q'  ^ 
A  — a  B^^=^^       '         X^^'  B— 6'       ' 
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et,  en  faiBant  les  rédoetions, 

A(y'~6z'  — ^)-B(«'-az'-p)-a(y'~g)  +  6(x'— ;>)  =  o, 
À  (y'  —  6V  —  q')  —  B(x'  —  a'«'  -  p')  —  a' (y'  —  q')  +  b\x'  —  p')  =  o. 

Di^signons  par  /,  m  et  n  les  valeurs  des  premiers  membres  des  équations 
des  projections  de  la  première  droite  pour  les  coordonnées  x',  y^  z\ 
e'est-à-dire,  posons 

l  =  y'  —  bzf  —  ç,    m  =  x'  —  ax'  —  p,    n  =  6  (x'  —  p)  —  a  (y'  —  q). 

En  appelant  l'j  m',  n\  les  expressions  analogues  pour  la  seconde  droite, 
les  équations  précédentes  donneront  les  égalités 

A  B  I 

iwi'  —  fim'      In'  —  ni'      Im'  —  ml' 

Les  équations  de  la  droite  cherchée  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

X  —  x'  y  —  y  z  —  z' 

mn'  —  nm'      In'  —  ni'      Im'  —  ml' 

Ex.  fl.  Droite  issue  deTorigine  et  s'appuyant  sur  les  droites 

xs=:az-^p.       lx  =  a'z-\-p*, 

V  =  àz  +  p,       {y  =  l/z  +  q'^ 

m  y  z 


R. 


P  {f^y  -  «'g')  -  p'  (ôp  —  «/  )      q  (by  -  a'g')  -  q'  (bp  -  aq)      qp?  -  pq' 
Ex.  9.  Droite  issue  de  Torigine  et  rencontrant  les  droites 

«        y        « 
oo'      6a'      oc 


Ex.  S.  Trouver  I*équation  d*UQe  droite  qui  rencontre  les  droites 

^Z  +  q" 

et  qui  est  parallèle  à  une  troisième  droite,  z=:^at-\-p^  y^s^ht-Yq, 
La  droite  cherchée  a  des  équations  de  la  forme 

a  =  eu  4-  P,      y  =5  /i-j  +  Q 
avec  les  conditions 

P 
d 


-a'"'6  — 6"    0-0"      6  — y" 


P{6_6')-Q{a-B')-p'(6-fi')  +  î'(o-«')  =  0, 
P(6_6")_Q{«_„")_p"(6_t")  +  ,"(,_a")=o. 
BoputDt 

t.  =  -p'{6-6')  +  ,'(a-a'),    »,=_|,"  (6- 6")  +  5"(a-< 
le*  éqmtiaat  de  li  droite  peuvent  l'toire 


*.t-- a") -*.(»-"')      *.(ù-ft")-M*-ft')  (6-6')(a-o")— (6-6"j(o-a') 

U,  En  général,  on  peut  mener  deux  droites  qui  rencontrtnt  quatre 
rfroitei  de  /'espace  non  situées  deux  d  deux  dans  un  même  plan. 

Soient  (fig.  tS)  tfi,  di,  di  (rois  droites  données;  menons  pnr  chacune 
d'elles  deux  plans  respectivement  parallèles  aux 
deux  autres;  les  sis  plans  ainsi  obtenus  formeront 
un  parallélipipède  dont  trois  arêtes  seront  dirigées 
suivant  les  droites  d,,  di,  d).  Plaçons  l'origine  an 
centre  du  parallélipipède  et  prenons  des  axes  paral- 
lèles aux  arêtes.  Bo  reprëseotanl  par  2ai,  261,  2C, 
leslongueurs  desarétes,  les  droites  doantSes  auront  ng.  u. 

pour  équations 

w  =  6),  xs=a,,  x  =  Ci, 

(d.)^  (d.)  ',  (d.) 

z  =  —  cti  y  =  — 61;  x  =  ~a,. 

Enfla,  soient 

(dt)    X  =  01  +  p,      y  =  6z  4-  9 

les  équations  de  la  quatrième  droite  fixe.  On  peut  toujours  reprèscaler  par 

X  =  Ai  +  P,      y  =  Bz  +  Q 
la  droite  inconnue.  Les  équations  qui  expriment  qu'elle  rencontre  les 
précédentes  seront  : 

(«)        6,  =  -Bc,+<ï, 

(7)        -.,-Ac,  +  P, 
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Les  égalités  (a)  et  (y)  donnent 

p      0-^«         A  P  +  ai 

U  = : >  A  s= ' 

Ci  Cl 

Substituons  ces  valeurs  dansjes  deux  autres,  il  viendra  après  quelques 
simplilBcations 

(e)        PQ  +  a,6,  =  o, 

(P-p)[Q-6i-6c*]  +  (Q  — 9)[P  +  «^  +  a<^0  =  o• 
£n  développant  cette  dernière  égalité,  et  remplaçant  PQ  par  —  ai6i, 
elle  devient 

(fx)    P(6i-f6ci+9)+Q(p— ai— aci)+20i6i+g(ai+aci)— p(6,4-6ci)=o. 

Les  équations  (e)  et  (fx)  étant  résolues  par  rapport  i  P  et  Q  donneront 
deux  valeurs  pour  ces  inconnues,  et,  par  suite,  il  existera  en  général 
deux  droites  qui  rencontrent  les  quatre  droites  données. 

Si  on  considère  seulement  les  trois  droites  di,  eis,  dj,  il  y  aura  une 
infinité  de  droites  jouissant  de  la  propriété  de  s'appuyer  sur  chacune 
d'elles;  elles  correspondent  aux  valeurs  de  P  et  de  Q  qui  satisfont  à 
réquation 

(g)        PQ  +  a,6i=o. 

Le  lieu  de  toutes  ces  droites  sera  une  certaine  surface  dont  l'équation 
s'obtiendra  en  éliminant  P  et  Q  entre  la  relation  précédente  et  les  égalités 

x  =  Az  +  P      y  =  Bz  +  Q 
qu'on  peut  écrire,  en  substituant  à  A  et  fi  leurs  valeurs, 

x  = z  +  P,     y  = «  +  Q- 

On  en  tire 

^          aiz  +  Cix               biz  +  Ciff^ 
y  = y      y  = ■ , 

Z  —  Ci  «  +  Ci 

si  on  remplace  ensuite  dans  (e)  P  et  Q  par  ces  valeurs»  on  trouve  pour 
l'équation  du  lieu  de  toutes  les  droites  qui  rencontrent  les  trois  autres 

{oiZ  +  Cix)  (6iZ  +  cty)  =  ttibi  {z  —  Ci)  {z  +  Ci), 
ou  bien 

aiyz  +  biXz  +  cixy  +  ai6iCi  =  o. 
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Nous  verrons  plus  tard  qu'elle  représente  une  surface  du  second  ordre 
appelée  hyperbolotde  à  une  nappe. 
Les  équations 

P  +  a,  Q  — 6i 

Ci  ^  Ci  ' 

avec  la  condition  PQ  -{-  ai6i  s=  o»  représenteraient  un  système  de  droites 
issues  de  l'origine  et  respectivement  parallèles  aux  droites  qui  rencon- 
trent les  lignes  di^  dt,  ds.  Pour  obtenir  le  lieu  de  ce  second  système,  il 
faut  éliminer  P  et  Q  entre  les  équations  précédentes;  ce  qui  donne 

{CiX  -1-  Oiz)  (ciy  +  biz)  =  aiôizS 
ou  bien, 

a\yz  -{-  hixz  +  dxy  =  o, 

cette  équation  représente  une  surface  conique  ayant  pour  sommet 
l'origine. 

S4.  Trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
M  (x',  y' y  z')  sur  une  droite  donnée,  ainsi  que  l'expression  de  la  longueur 
de  cette  perpendiculaire. 

Soient 

X  —  az  —  p  =  o,     y  —  bz  —  7  =  0,     6  (jr  —  p)  —  a(y  —  q)  =  o 

les  trois  projections  de  la  droite  donnée.  La  perpendiculaire  devant 
passer  par  le  point  M  aura  des  équations  de  la  forme 

X  —  x'  =  o'  (z  —  z'),     y^y'  =  V{z-'  z'). 

En  exprimant  qu'elle  doit  rencontrer  la  droite  donnée,  on  obtient  la 
relation 

X*  —  a'z'  —  p y'  —  b'z'  —  q 

oii  bien 

a'  (y'  —  6^'  —  ç)  -_  6'  (x'  —  az'  —  p)  -j-  6  (x'  —  p)  —  a  (y'  —  9)  =  o. 
De  plus,  la  condition  de  perpendicularité  des  droites  est 

ao'-|-66'-|- 1=0. 
Posons 

/  =  y'  -—  6jç'  _  9,    m  «s  x'  —  az'  ^p^    n^=^b{x'  '■^p)  —  a  (y'  —  q)  ; 
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il  Tiendra  pour  déterminer  a'  et  6'  les  équations 

o7  —  Wm  -[-  n  =  o, 
aa'  -|-  66'  + 1  a=s  o. 

On  en  tire 

a'  6'  1 


—  (m  -f-  hn)      an  —  /      1)1  + am 
Les  équations  de  la  perpendiculaire  seront  done  de  la  forme 


X  —  X*     y  —  y'       «  —  «' 


—  (m  -j-  bn)      an  —  /      6/  -f-  am 

Afin  de  déterminer  la  longueur  de  la  perpendiculaire^  écrivons  les 
équations  de  la  droite  donnée  sous  la  forme 

X  —  x'  —  a{z  —  «')  =  ax'  -f-  P  —  ^'» 

y-y'-6(2-«')  =  6«'  +  ?-y'» 
6  (a:  —  «')  —  a  (y  —  y')  =  o  (i^'  —  9)  —  6  (x'  —  p). 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  doivent  satisfaire  à  ces 
égalités.  De  plus,  en  vertu  des  équations  de  cette  droite,  on  a 

^  —  ^'    ^y— y'^  g  — g'  ^  o(g  — xO+fc(y  — yO  +  g  — g'  . 

—  (m  +  6n)      an  —  l      bl  +  am      — o(m+6n)-|-6(an — /)-i-6/+am' 

comme  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction  est  nul,  il  faut  que  Ton 
ait  aussi 

a(x-ar')  +  6(y  -y')  +  t  — z'  =  o. 

Si  on  ajoute  les  quatre  équations  précédentes  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  les  doubles  produits  des  dijfférences  x  —  x\y  —  y'^  z  —  z'  dispa- 
raissent et  il  vient 

[(x  -  x')»  +  (y  -  y ')«  +  (z  -  zj]  (i  +  a«  +  6«)  =  (az'  +  p  -  x')« 
+  (62' +  ç  -  y')«  +  [6  (X' -  p)  -  a  (y' ^  9)1». 

Mais,  en  désignant  par  tt  la  distance  cherchée,  on  sait  que 

TT  =  /(X  -^  x')«  +  (y  -  yj  +  (z  -  zj 

ou  X,  y,  z  sont  les    coordonnées    du  pied    de    la    perpendiculaire. 
L'équation  précédente  nous  donne  immédiatement  la  valeur   de   tt; 
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ce  sera  : 

__  l/(x'  ^  az'  -  fY  +  (y  -  bz'  ^  qY  +  [6  (x^  ^  p)  -^  g  (y-  -  y)]« 


n 


j/i4-o»  +  6* 


Il  est  utile  de  remarquer  que  la  quantité  sons  le  radical  du  nnmératetnr 
est  la  somme  des  carrés  des  premiers  membres  des  équations  de  la 
droite  donnée,  où  x,  y,  z  sont  remplacés  par  les  coordonnées  du  point  M. 

£z.  t.  Oîstance  de  TorigiDe  à  la  droite  %^at  —  p  =  o,  y  —  6;?  —  9  =  0. 

|/p«  +  g*+(^-«^)' 
«•         -=. • 

Ex.  t.  Distance  des  deux  droites  parallèles. 

«  =  az-f-p»       l«  =  o«+p'i 

yz=hz-\'q\       (  y  =  6;r  +  ç'. 
Soient  (a»',  y',  z')  un  point  de  la  seconde  droite;  on  aura  les  égalités 

a/  — cu:'=p',    y'— 6x'=ç',    6»' —  oy' =  Ap' —  fl^'. 
La  distance  de  ce  point  i  la  première  droite  sera 


Cette  expression  est  indépendante  du  point  choisi  sur  la  seconde  droite,  comme  cela 
doit  être. 

SS.  Trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  de  deux 
droites  données,  ainsi  que  l'expression  de  la  plus  courte  distance  de  ces 
droites. 

Soient 

y  =  6z  +  qr,  y  =  6'z  +  7', 

les  deux  droites  données.  Désignons  par  {x\  y',  z')^  (x",  y",  z'')  les 
coordonnées  inconnues  où  la  droite  cherchée  rencontre  (dt)  et  (c(«).  Les 
équations  de  la  perpendiculaire  commune  peuvent  s'écrire 

(D)     x~x'  =  A(«-z'),     y-y'  =  B(z  — z') 
ou  bien,  en  observant  que  x'  =  az'  +  p>  y'  =  6*'  +  7> 

(D')    x-p  =  Az  +  {a  — A)«',    y  — y  =  Bz  +  (6  — B)2'. 
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Pour  que  la  droite  (D)  soit  perpendiculaire  aux  deux  autres,  il  faut 
les  conditions 

Âa  -f-  B6  -|-  I  =  o, 
Aa'-f  B6'  +  i  =  o, 
d'où  on  tire 

A B     _        I 

Posons  pour  abréger  :  /=ï  6  —  6',  fn==a  —  a',  n  =  ah'  —  6a'.  Il 
Tiendra 

A  =  -,     B= ; 

n  n 

et  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  peuvent  se  mettre  sous 
la  forme 

n{x  —  p)  —  /z  =  {an  —  /)  z',     n  (y  —  y)  -{-  w;e  =  (6n  +  »»)  ^'• 

Il  reste  à  déterminer  la  quantité  inconnue  z'.  Or,  les  coordonnées 
x",  y",  z"  doivent  satisfaire  aux  équations  (D'),  et,  par  suite, 

x"  —  p  =  A«"  +  (a  —  A)  z',     y"  —  </  =  Bz"  -{-  (6  -  B)  ?'. 

En  remplaçant  «"  par  aV  +p',  y"  par  6V  +  ?'>  et  ordonnant  les 
termes  convenablement,  les  équations  précédentes  peuvent  se  ramener 
à  la  forme 

(A  ^  a)  2'  —  (A  —  tt')  z"  —  (p  —  p')  =  o, 
(B  — 6)z'  — (B  — 6')2"  — (?  — 9')  =  o. 

On  en  déduit 

z'  •    z" 


(A-.a'){?~9')-(B~6')  (P-pO      (A-a)  (9-9')  -(B-6)  (p-p') 


(B-6)(A-a')-(B-6')(A-a)' 
et,  en  substituant  à  A  et  B  leurs  valeurs, 

z'  z" 


('-a'w)(7-7')+{m+6'fi)(p-p')      (/-«n)((jf-qf')+(m+6n)(p-.p') 


p-[.m«  +  w« 
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En  remplaçant  z*  par  sa  valeur,  on  trouve  pour  les  équations  de  la 
perpendiculaire  commune 

(/i+,n«+n»)[;i(x-p}-/z]=(/-a«)[(p~p'){'H+6'fi)+(9-i/')(/-a'n)], 
(P+m«+n«)[«(y-</)-Hnz] (6n4-m)[(p-p'X»w+6'n)+(ï— çOC-û'»*)]- 

Cherchons  maintenant  l'expression  de  la  perpendiculaire  commune. 
En  la  désignant  par  A,  on  a  d*abord 

A  =  i/(x"  -  x')«  +  (y"  -y')«  +  (z"  -  z')\ 
Mais 

x"  —  x'  =  A  (z"  —  z%      y"  —  y '  «  B  (z"  —  z% 
et,  par  suite, 

A  ==  (z"  —  z')  |/i  +  A«  +  B«, 
ou  bien, 

(z"  —  z')  (//*  +  m»  +  n' 


A  = 


n 


Or,  si  on  retranche  membre  à  membre  les  équations  qui  déterminent 
z'  et  z",  il  vient 


z'  —  z" 


(an  —  dn)  {q  —  ç')  +  (6'«  —  6ii)  (p  —  p')  /«  +  m*  +  n« 

D'où  on  tire 

-»      ->  ^  [(«  -  «0  (g  -  <?')  -  (fr  -  60  (p  -  PQ]  n 

f*  +  m*  +  n* 

Enfin^  en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  A,  on  obtient  pour 
la  plus  courte  distance  entre  les  droites  données 

^       l/(a  —  ay  +  (t  —  6')*  +  {^'  —  *«')'  ' 

On  peut  donner  à  cette  expression  une  autre  forme  en  y  introduisant 
les  angles  des  droites  avec  les  axes.  Soient  <x,  |3,  y  et  a\  P',  y',  les  angles 
des  droites  données  avec  les  trois  axes  rectangulaires;  on  sait  que 

cos  a       -       cos  3         ^      cos  a'        , ,      cos  S' 

a  = >     6== — -9     a'  =  '        ,7     6'==s — —ii 

cos  y  cos  y  cos  y  cos  y 
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pur  suite,  la  valeur  do  A  devient  par  la  siibstitutioa 

(p  —  p')  (cos  |3  C03  y'  —  C08  (3'  C03  y)  — (g  —  y')  (co8  «  coa  y'  —  cos  a'  cos  y) 
t''(co9  a  cosy' — coB«'cosy)'+{co8  ^coBy' — co3p'co8y)'-(-(co8sccos|3' — cosa'cos|5)' 
et,  en  appelant  9  l'angle  des  deux  droites, 
A  =  q:  -: —  [{p — p')(cosPco9y'  —  cos/3'cosy) — (q  —9')  (cos  acosy' — cosa'  COS  y}], 

ou  encore,  sous  la  forme  d'ua  dëterminaDt, 

-p',  î  — î'.  o 
is  X,  cos  j3,  cos  y 
is  a',  cos  p',   cos  y 

%  a.    ESPEESSIONS  DITBRSBS    DD  VOLDIB    d'uH  T^HIËDRE. 

S«.  On  a  souvent  besoin  de  considërer  un  tétraèdre  dans  la  géométrie 
k  trois  dimensions;  c'est  pour  ce  motif  que  nous  allons  faire  connaître, 
dans  ce  paragraphe,  plusieurs  expressions  du 
volume  de  ce  solide.  En  premier  lieu,  nous  nous 
proposerons  de  résoudre  U  question  suivante  : 
£(ant  données  les  arêtes  d'un  tétraèdre  qui  abou- 
tissent d  un  sommet  ainsi  que  Us  angles  qu'elles 
forment  entre  elles,  déterminer  son  volume. 

Soit  (yïjf.  t6)  un  tétraèdre  1234;  du,  du,  du 
les  arêtes  qui  aboutisseot  au  sommet  i  ;  X,  f/L,  v 
les  angles  314,  214,  213.  Le  triangle  134  a  pour  surface 

-  d»di4  gin  A. 

3 

Du  poiDt  2  abaissons  la  perpendiculaire  2P  sur  la  face  134;  on  aura, 
en  désignant  par  V  le  volume  du  tétraèdre, 

6V=-dnd,iSinl-  2P. 

Hais,   si  on  mène  2II  perpendiculaire  au  cité   14,    et  si  on  joint 

les  points  H  et  P,  l'angle  2HP  mesure  l'inclinaison   des  faces  qui 
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passent  par  l'aréte  14;  représentons  cette  angle  par  9;  on  aura 

2P  =  2H  sin  9  =  du  sin  /x  sin  9; 
par  suite, 

6V  sa  dit  dis  du  sin  A  sin  fx  •  sin  9. 

Afin  de  déterminer  Tangle  9,  imaginons  une  sphère  ayant  pour  centre 
le  point  I  ayec  un  rayon  égal  à  l'unité;  les  faces  relatives  à  ce  sommet 
vont  rencontrer  la  sphère  suivant  un  triangle  sphérique  dans  lequel 
on  aura 

cos  V  =s  cos  A  cos  f«  -|-  sin  A  sin  /m  cos  9. 

On  en  déduit 

.  .  .  (cosv  —  cos  A  cos  u)^ 

sin*  9  a=  1  —  cos'  9=1  — -^ .  .  ^  .  , — -^  9 

^  ^  sm*  A  sin*  f* 

ou  bien,  en  développant, 

I  —  cos*  A  —  cos*  a  —  cos'  V  +  2  cos  A  cos  u  cos  V 

sin* 9  = .  ,.   .  , =- • 

^  sin*  A  sm*  (x 

En  substituant  plus  haut  cette  valeur,  il  vient  pour  le  volume  cherché 

(i)       6V  =  ditdi5du|/i — cos*A  —  cos'/ji — cos*v-{-2cosAcosfjicosv. 

On  peut  encore  donner  une  autre  forme  au  second  membre,  en 
remarquant  que  la  quantité  sous  le  radical  est  égale  à 

sin*Asin*/:A — (cosv — cos  Acosfx)*=(sinAsin|(x-|- cosv — cosAcos/i) 

(sinAsinfA — cosv-f-cosAcosp)  =  [cosv — cos(A+|x)]  [cos(A — p) — cosv] 

.    A  +  a  +  v  .    A-j-u  — V  .    A  +  v  — a  .    fx^-v  —  A 

=  4sin  —   *^    — sm — —^ sin  — • î-sin — = ; 

2  2  2  2 

en  posant  2p  e=  A  +  f^  +  ^9  ^^^^^  expression  se  réduit  k 

4  sin  p  sin  (p  —  A)  sin  (p  —  (x)  sin  (p  —  v). 
Il  en  résulte  que  l'équation  (i)  peut  s'écrire 


3V  =  di«diftdu|/sin  p  sin  (p  —  A)  sin  (p  —  fx)  sin  (p  —  v). 

11  est  important  de  remarquer  qu'en  prenant  sur  les  arêtes  du  som- 
met I  trois  points  nouveaux  2',  3^  4%  on  obtiendra  un  second  tétraèdre 
équivalent  au  premier,  pourvu  que  Ton  ait  ditdiidu  =  d^i,d^^,dur 
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S7.  Trouver  l* expression  du  volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  de 
ses  arêtes, 

DésigQons  par  d%s,  du,  ds^  les  cAtés  du  triangle  234  {fig.  16)  :  il  viendra 
pour  les  cosinus  des  angles  A,  fi,  v  les  expressions 


cos 


X— _1L-L_li »i,   cosa=  ,     , —y   cosv=         \,    \ ^• 

2ai50|4  2rf,4rf^4  ad^jd^j 

Substituons  ces  valeurs  dans  Tëquation  (i)  élevée  au  carré;  on  aura 


36V»  =  i[4rfî,rfî,rfh-(dî,+rfî*-rfî,)MÎ,_(dî,+dî,-dîJ*rfî, 

-(<'î.-K.-''h)*<iÎ4-Hrfî,-MÎ4-rfî*)(«<î,-Hî.-dîJW,+rfî.-dî.)]- 

En  développant,  cette  équation  peut  se  ramener  à  la  forme 

{2)-tHy*^dl,{dU-dU){dU~dU)+dl,(d*,-d\)idU-dU) 
+dU(dU-dU)(d[,-d*,)-^d\dl,{dU-dU-dU)+dUdl 

iài.-<n,-du)-{-d],di,(du-d\,-d\,)+di,d\,di,. 

C'est  l'expression  qui  donne  le  volume  V  en  fonction  des  arêtes* 

SS.  On  peut  exprimer  le  volume  d'un  tétraèdre  en  fonction  des  arêtes 
sous  la  forme  d'un  déterminant  que  nous  allons  faire  connaître.  L'équa- 
tion (i)  élevée  au  carré  peut  s'écrire 

36V*  =  dj  ,dj  ,d  J I      I     cos  V    cos  fx 

cos  y     I     cos  X 

cos  II    cos  A     I 

en  remplaçant  les  cosinus  par  leurs  valeurs,  on  aura  le  déterminant 


36V* = d],d\,d]. 


^   _Lrf«   ,1*    d«   4-d'   —  d' 


d\,'\rdl-dl 


2d,,d^4  2d^^d^^ 

Si   on  multiplie  respectivement  chaque   colonne  et  chaque   ligne 
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par  dit,  dttt  du,  il  vient 

36V  =     dî,  +  dî,      d\  +  i*,-dU      d\,-\-d\,-di, 

2  2  2 

di,-\-d\,-di,      dU  +  dU      dU  +  d\-dl, 

2  2  2 

d^..  +  rfî« - «^î«     «fii+^LlziL,    '^î«  +  <^. 

2  2  2 

On  en  déduit 
288V«  =  I  dî,  +  dî„     dî.  +  rfî.  -  «*î..    «iî,  4-  rfî*  -  dU 

rfî*  +  «Jî.  -  «^.4.    à\,-\-d\,-d\„    dî,  +  dî, 
on  bien 
288V*  = 

-dU,  d\+di„  dî,+dî,-rfî„  dî.+dî,-dÎ4 

-dî.,  à\,-\-d\,-dU,  dî.+rfî,.  dî.+rfh-rfj. 

-dî..  dî.+dî.-d^,  dî.+dî*-dÎ4.  dÎ4+dî* 

I,      I,  I,  I 

-dî..    dj,.    dî,-dîv    dÎ4-dÎ4 
-dÎ».    dî.-dî„    dÎ5.    dÎ4-dÎ« 

-dî*.  dî.-dj*.  dî,-dÎ4.  d». 


0,  — dî„    —d\tt      —d'u 

1,  I,  I,  I, 


-dî..  -dî.,  -dî« 


o,         I,  I,  I,  I 


o,  — dî„  dî,i  d»,— dî„  dî«— dîi 
o,  -dî„  dî,-dî,.  d».,  dî*-dÎ4 
o,  -d\,,  dî.-^q»,  dî,-dÎ4.  d», 

0  -dU  -dî,  -dîi  I  I  =  - 
-«Jîi      o     -dl,-d\,i 
-dj.-rfî.      o     -dî,i 
-d\,-dl,-dl,     o      I 

1  I  I  I      o 


I.  —dU,       o,      — djj,  — rfî« 
i>— dj,.   —dU,      o,      —d\t 
ï.  — <n*,   — dî«,   —dUt     o 
o    dî,  dî»  dU  I 

dîi    o    d»,  d\t  I 

dî.  d»„    o    dU  i 

dî.  dî,  dî,    o    I 

I       I      I       I     o 
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Le  dernier  déterminant  représente  sous  une  forme  symétrique  la 
quantité  288V*. 

S9.  Trouver  Vexpression  du  volume  d*un  tilraèdre  en  fonction  des 
coordonnées  des  sommets. 

Considérons  d'abord  un  tétraèdre  dont  le  sommet  4  est  à  Torigine  d*un 
système  d'axes  rectangulaires,  et  dont  la  base  123  est  parallèle  au  plan 
des  xy.  Soient  (xi  yiiSi),  (xi  yi  zi),  {xz  y%  Zi)  les  coordonnées  des  points 
I,  2,  3.  Le  triangle  123  se  projette  sur  xy  suivant  toute  sa  grandeur,  et 
l'expression  de  sa  surface  est 

-  [(««y» — *»y«) + («sy*  —  ^«yO + (««y»  —  ««yi)]- 

Gomme  la  hauteur  du  tétraèdre  est  Z|  =  zt  =  zs,  on  peut  écrire 
6V  =  (xtj/s  —  Xsyt)  zi  +  (xiyi  —  xiys)  z,  +  (^<y«  "~  *«y*)  ^»- 

Gela  étant,  prenons  sur  les  arêtes  les  points  i\  2',  3'  aux  distances 
d'i,  d'i,  d\  de  Torlgine;  les  points  l' et  2'  sont  quelconques,  mais  le  troi- 
sième doit  être  choisi  de  manière  à  satisfaire  à  Tégalité  did%dz^=id\d\d\. 
Le  volume  du  second  tétraèdre  est  alors  équivalent  au  premier;  de  plus, 
en  désignant  par  (x'i  y'i  z'4),  {x\  y't  «S),  (x's  y't  z\)  les  coordonnées 
des  points  i\  2^  3^  on  a  les  relations 

U|  U|  U| 

dz  ,  .  d»  ,  rfs  ; 

^»  =  :jr^»»    ys  =  Try»»    «b=-77-«6. 

Os  us  C(  8 

En  substituant,  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente  et  supprimant 
le  facteur  commun  didtdz  t»  d\d\d'zy  il  viendra 

6V  =  (x',y'5  - «'.y'O  ^'1  +  («'.y'i  -  x'.y',)  «',  +  (x'iy't  -  x'.y'i)  z'», 
ou  bien 


6V  = 


x',  y'i  z't 
x'i  y'j  z'« 
x'b  y',  z'b 
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C'est  l'expression  du  volume  d'un  tétraèdre  dont  un  sommet  est  à 
l'origine,  la  base  étant  un  triangle  dont  le  plan  n'est  plus  parallèle  à  xy. 

Enfin,  supposons  un  tétraèdre  dans  une  position  quelconque  par 
rapport  aux  axes  des  coordonnées.  Soient  (x'y'«')>  (*"y"«")»  (x'"y'"«"')> 
(«"y'^O,  ses  sommets.  Transportons  l'origine  au  point  {x'^y^z'^)  en 
conservant  les  axes  parallèles  à  eux-mêmes.  Le  volume  du  tétraèdre  sera 
donné  par  l'expression  précédente  où  x'i  y'ty  etc.,  représentent  les  coor^ 
données  des  sommets  par  rapport  aux  axes  nouveaux.  Mais^  d'après  les 
formules  de  la  transformation  des  coordonnées,  on  doit  avoir 


x'i  =  x'  —  x*^i  y'^ 
x',  =  a;"— x^  y\ 
x'4=x'"— x'%    y'» 


y'"-y'%     z\ 


=-  z"  —  z''; 


Il  s'ensuit  que  le  volume  du  tétraèdre  quelconque  sera  déterminé  par 
l'équation 


6V 


X'    —  x"^     y'    —y'^      z'    —  Z"^ 


x"  —  x'^    y" 


y»^      Z"^Z«^ 


x"'— x*^   y'"— y 


IT 


«'"— z'^ 


En  remarquant  que  le  second  membre  est  égal  à 
ox'  —  x'^    y'  — y'^    z'  — z" 


o  x"  —  x'^    y"  —  y'^    z" 


.nr 


ox'"— x'^ 


jv 


»'"-  y 


IT 


.Vf 


IX" 

il  viendra  finalement 

(3)        6V  « 


z'"—  z"^ 


.!▼ 


I  x'    y'     z' 


IX"    y"    z" 
X  x'"  y'"  z'" 
IX'"    y'"    z'" 


x'  y'     z'  I 

x"  y"   z"  I 

x'"  y'"  z'"  I 

x*"  y'"   z'"  I 


40.  £e  vo/ume  d*un  tétraèdre  est  égal  au  sixième  du  produit  de  deux 
arêtes  opposées  par  le  sinus  de  l'angle  de  ces  arêtes  et  leur  plus  courte 
distance. 

Nous  avons  trouvé  précédemment  pour  la  plus  courte  distance  entre 

les  droites 


(di) 


x  =  az-{-py 
y=a6z  +  9, 


(rfO 


x  =  a'z4-p'» 
y  =p  6'z  +  9', 
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TexpressioD 

***^?     cosa   cosP    cosy 
cosa'  C08|3'  cos/ 

Prenons  sur  la  droite  (di)  un  point  (p''  f''  r'O  i  une  distance  /t  de  sa 
trace  (p,  7,  o)  sur  acy,  sur  la  droite  (A)  un  point  (p'"  ç"'  r'")  k  une 
distance  /t  du  point  (p',  9'  o).  On  aura  les  relations 

p''  —  p  =  U  cos  a,     ç"  —  ç  =r  /,  cos  /3,     r"  =  /i  coa  y  ; 
p"'—  p'=  {,  cos  a',    ç'"—  g'=  /i  cos  P',     r'"=  (1  cos  y'. 

Par  la  substitution  des  cosinus  donnes  par  ces  égalités  dans  l'expression 
de  A,  il  Tiendra 


à : 


sin  (f   II  It 


p"-p. 


jt 


r  —  î. 


%fff 


»n 


t/f 


d'où  on  tire  en  multipliant  par  U 1%  sin  9,  et  ajoutant  dans  le  déterminant 
la  première  ligne  horizontale  à  la  dernière» 

A/4  /i  sin  9  =     p'  —  p,    q'  —  y,    o 

P''—V^    ?"— 9i    »•' 

Or,  le  second  membre  représente  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  qui 
a  pour  sommets  les  points  (p,9»o),  (p',  9',  o),(p",  ç",  r"),(p"',  7"',  r"'), 
et  dans  lequel  /j  et  1%  sont  deux  arêtes  opposées;  donc  l'expression 

A/i  II  sin  9 


représente  le  volume  de  ce  tétraèdre.  Cette  propriété  s'applique  évidem« 
ment  à  un  tétraèdre  quelconque. 


CHAPITRE  III. 


SoMHiiu.  —  Équaticn  4u  premùr  degré  en  x,j/,x^  forwui  diverm  de  t'éqnalion  d'un 
ptan.  —  Prebtimt*  tur  U  plan,  —  Problbnte  enr  la  tigite  droite  et  liptan. 

%   1.    ^DATION   DD   FBEaiBR  DEGBti. 

4  ■ .  L'éqaation  générale  do  premier  degrë  en  x,  y,  z  est  de  la  Torme 

(i)  A«  +  By  +  Cî4-D  =  o. 
Nous  allons  d'abord  dëmoatrer  qu'elle  représente  toujours  un  plan  dont 
la  position  par  rapport  à  un  Bystème  d'axes  dépend  des  constanles  arbitrât- 
res  A,  B,  C,  D.  Nous  savons  déjà  que,  si  une  équation  du  premier  degré 
renferme  une  ou  deuz  variables,  elle  représente  un  plan  parallèle  h  I'ud 
des  plans  coordonnés  ou  à  l'un  des  axes.  Il  nous  re«le  h  considérer  une 
équation  à  (rois  variables. 

Soit,  en  premier  lieu,  i  déterminer  la  nature  de  la  surface  définie  par 
l'équation 

(3)    Aï  +  By  +  Cz  =  o. 
Elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  de  l'origine;  celle-ci  est  donc 
no  point  du  lieu.  Si  on  pose  z  =  o,  il  vient 

(OS)    Ai  4-  By  =  o, 
équation  qui  représente  une  droite  OS  dans  le 
plan  des  xy  et  apparlenant  k  la  surface.  De 
même,  la  trace  du  lieu  sur  xz  sera  une  certaine 
droite  OR  définie  par  l'équation 

(OB)    Aa:  +  Ci  =  o  «§.  17. 

obtenue  en  posant  y=^o. 
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D'un  autre  côté,  les  points  de  l'espace  dont  les  coordonnées  satisfont 
à  la  fois  aux  équations 

z  =  hj    Ax  4"  By  +  CA  =  o, 

appartiennent  à  la  surface  cherchée.  Or,  ces  deux  équations  simultanées 
représentent  une  ligne  droite  dans  l'espace  qui  rencontre  OR  quel  que 
soit  A;  car,  ses  traces  sur  xz  ont  pour  coordonnées 

zs=A,    y  =  o,    x  =  —  —A: 

valeurs  qui  satisfont  à  l'égalité  (OR);  de  plus,  cette  droite  est  toujours 
parallèle  k  OS.  Ainsi,  le  lieu  représenté  par  l'équation  (2)  est  la  surface 
engendrée  par  une  droite  mobile  qui  rencontre  constamment  OR  et  qui 
reste  parallèle  &  OS;  c'est  donc  un  plan  passant  par  l'origine. 
Enfin,  considérons  l'équation  complète  du  premier  degré 

Ax  +By  4-  C«  +  D  =  o, 

et  résolvons-la  par  rapport  à  z;  on  aura 

A         B        D 
C         C^      C 

tandis  que  l'équation  (2)  donnerait 

A         R 

Z«=a  — —X  —  «V. 

C         C^ 

En  comparant  ces  équations,  on  voit  que  pour  un  même  système  de 
valeurs  attribuées  à  x  et  y,  les  valeurs  correspondantes  de  z  ne  diffèrent 
que  d'une  quantité  constante;  il  s^ensuit  que  le  lieu  représenté  par 
l'équation  complète  sera  un  plan  parallèle  à  celui  de  l'équation  (2). 
Ainsi,  nous  pouvons  conclure  que  toute  équation  du  premier  degré 
représente  un  plan. 

49.  Réciproquement,  tin  plan  quelconque  est  toujours  représenté  par 
une  équation  du  premier  degré.  /  «' 

En  effet,  si  le  plan^est  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés  tous 
ses  points  sont  k  la  même  distance  de  ce  plan,  et  son  équation  sera 
de  la  forme 

x«=a,    y  ==6,    ou    z  =  c. 
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Si  le  plan  est  parallèle  à  l'un  des  axes,  par  exemple  à  Taxe  des  x, 
il  rencontrera  le  plan  des  yz  suivant  une  droite  représentée  par  une 

équation  de  la  forme 

By  +  Cz  +  D  ==  o. 

Comme  les  coordonnées  y  et  z  d'un  point  quelconque  du  plan  sont 
les  mêmes  que  celles  de  sa  projection  sur  la  droite,  il  s'ensuit  que 
l'équation  précédente  représente  le  plan  lui-même  dans  l'espace;  car, 
elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  ce  plan; 

Si  le  plan  passe  par  l'origine,  il  rencontrera  le  plan  des  xz  et 
des  xy  suivant  deux  droites  dont  les  équations  sont  de  la  forme 

Ax  +  Cz  =  o,      Ax4-%  =  o; 

on  peut  considérer  le  plan  comme  engendré  par  une  droite  qui  se 
meut  en  s'appuyant  sur  la  première,  et  en  restant  parallèle  à  la  seconde. 
Les  équations  d'une  telle  droite  peuvent  s'écrire 

ZM=sh,      Ax  -f-  By  +  *  =  o, 
avec  la  condition 

—  *  +  CA  =  o, 

qui  exprime  qu'elle  rencontre  la  droite  située  dans  xz.  En  éliminant 
A  et  A;  entre  ces  trois  égalités,  il  vient  pour  Téquation  du  plan  passant 
par  Torigine 

Ax  -}-  %  +  Cz  =  o. 

Enfin,  si  le  plan  rencontre  les  axes,  on  pourra  toujours  lui  mener 
par  l'origine  un  plan  parallèle  et  dont  l'équation  sera  de  la  forme 

Ax  +  By -|- Cl  =  o; 

d'où  on  tire 

A         B 

^  =  ~c^~c»- 

Or,  les  valeurs  de  z  pour  les  points  des  deux  plans  situés  sur  une 
parallèle  à  l*axe  des  z  ne  diJETèrent  que  d'une  quantité  constante;  soit 

—  ;7  cette  quantité  :  l'équation  du  plan  donné  sera  de  la  forme 
C 

^~"    c^    c''    c' 

ou  bien 

Ax  +;By  +  C«  +  D  »  o. 
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4S.  Équation  d'un  plan  qui  rencontra  les  axtê  aux  dùlonws  a,  6,  e 
it  Vorigine.  Supposons  que  l'ëquatiou  générale 
(i)        Ax  +  Bs+Cï  +  D  =  o 
représente  un  plan  qui  reocootre  les  axes  aux  points  A,  B,  C,  de  telle 
sorte   que   a»OA,    b=iOB,   c  =  OC.  Si  on 
exprime  que  les  coordonnées  de  ces  points  salis- 
Tont  à  l'équntion,  on  aura  les  relations 
Att  +  D-=io,     B64-D=o,     Cc  +  D  =  o. 
On  en  déduit 

*__Ç,     B  ».     C— î. 

fti-K  a  0  « 

En  substituant  dans  l'équation  générale,  et  en  sapprimant  le  facteur 
commun  D,  on  trouve 


(3)    l+l+r 


c'est  une  autre  Terme  de  l'équation  d'un  plan  dans  laquelle  les  constanles 
a,  b,  e  ont  la  gjgni&cation  indiquée  précédemment. 

Lorsque,  dans  l'équation  (i),  les  constantes  A,  B,  C,  sont  nulles,  les 
quantités  a,  b,  c  devicaDeDl  infinies,  el,  par  suite,  le  plan  correspondant 
est  transporté  i  l'infini.  Il  en  résulte  que  l'équation 

o-  x-\-0'y-\-0'Z-\-D  =  o,    ou    D=«o, 
doit  être  interprétée  comme  représentant  un  plan  à  l'infini,  indéterminé 
de  situation. 

44.  Menons  par  l'origine  (fig.  18)  une  droite  OD,  perpendiculaire  au 
plan,  et  joignons  le  point  D  avec  A,  B,C;  a,  ^,  }<  étant  les  angles  de  la 
normale  au  plan  avec  les  axes,  on  aura,  en  posant  p  <=3  OD, 
p  =a  a  COB  a  =i:  b  cos  P  c=  e  cos  ^. 

On  en  déduit 

GOS  a  C03  p  COB  }< 

et,  par  suite,  l'ëquation  (3)  peut  s'écrire 

(4)         X  cos  a  -{-  y  cos  p  -|-  z  cos  ^  =1  p  : 
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c'est  une  autre  forme  de  Tëquation  d'un  plan;  elle  a  lieu,  comme  la 
précédente^  pour  des  axes  obliques  ou  rectangulaires.  Les  coeflBcients  des 
variables  sont  les  cosinus  des  angles  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
Torigine  sur  le  plan,  et  p  est  la  longueur  de  cette  perpendiculaire. 
Si  Ton  identifie  les  équations  (4)  et  (i),  il  vient  les  égalités 

cos  a  A      cos  |3  R      cos  y  G 


d'où 


et 


D'       p  ^        P  !>' 


cos  a      cos  P      cos  y  i 


D 


/A*  +  B«  +  C« 

Ainsi,  quand  un  plan  est  représenté  par  Téquation  (i),  les  cosinus 
directeurs  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  ce  plan  sont 
proportionnels  aux  coeflScients  des  variables  x,  y,  z,  et  leurs  valeurs 
seront  déterminées  par  les  équations  (K);  de  plus,   en  divisant  le 

coefficient  D  par  |/A*  +  B*-|-CS  on  obtient  la  longueur  de  cette 
perpendiculaire. 

45.  Plan  imaginaire.  Lorsque  l'équation  du  premier  degré  renferme 
des  constantes  imaginaires  et  se  présente  sous  la  forme 

on  dit  qu'elle  représente  un  plan  imaginaire.  Un  tel  plan  renferme  toujours 
une  droite  réelle;  car  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

ax  +  by  -\'  ez-{-d-{-  (o'x  +  6'y  +  c'z  -|-  cl')  (/ —  i  =  o, 

et  il  est  visible  qu'elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points  de  la 
droite  d'intersection  des  plans  réels 

a»  4*  'y  4"  ^*  "f"  cl  =  o,     a'x  -{-  Vy  -|-  c'z  +  d'  =»  o. 

On  dit  que  deux  plans  imaginaires  sont  conjugués^  si  leurs  équations 
sont  de  la  forme 

{0+ a'j/^)x+(}+ 6'/^^)y  +  (c  +  c'/^)^  +  ^+^  V-^  =0, 

(a—  o'j/Cr7)x+  (6  -  6'ï/^=T)y  +  (c  —  e'i/^^)z-\'  d--d'|/--ï =^- 


—  88  — 

Gomme  elles  sont  vérifiées  en  même  temps  par  les  points  d'intersection 
des  plans  réels 

ax  4"  fty  +  c«  +  d  =  o,    a'x  -{-  h'y  +  c'z  +  d'  e=  o, 
deux  plans  imaginaires  conjugués  se  coupent  suivant  une  droite  réelle. 

46.  L'équation  générale  (i)  étant  divisée  par  D  ne  renferme  que 

ABC 
trois   constantes   arbitraires,   les   rapports  t:  '  «^  '  f^  >  il  ^^   ^^   ^'^ 

même  des  équations  (3)  et  (4);  car,  dans  celle-ci,  les  constantes  sont  liées 

par  la  relation  cos*a-l'COs'P4'C<>sV'™ '*  Ainsi,  l'équation  d'un  plan 
quelconque  ne  renferme  que  trois  coefiScients  indéterminés;  trois  condi- 
tions géométriques  donnant  lieu  chacune  à  une  relation  entre  les  para- 
mètres suffisent  pour  les  déterminer,  ainsi  que  le  plan  représenté  par 
Péquation. 


ExêrcieBê, 

Ex.  1.  Ramener  les  équations 

a«  —  3y  —  if  =  6,     «  —  4y  +  ajf  —  4  =  o,     30?  —  ay  —  4Jf  =  la 

X      y      t 
i  la  fortne  -  4- 7  +  -  =  X. 
a      h      e 

336*4      î      a       '4^3* 
Ex.  t.  Distances  à  Torigine  des  plans  de  Pexemple  précédent. 

*•         P  =  —;=:>    P  —--;=:»    P    —-7=. 
Kx4  Kax  Ka9 

Ex.  s.  Distances  à  Torigine  des  plans  projetants  de  la  droite 

»  —  ojf  —  r  =  G,    y  — .  6jp  —  «  =  o,    b(x  —  r)  —  a  {y  —  »)  =  o. 

n  ^  *  ,,       o#  — r6 

R.         p=  p^  =  |>"=-r=. 

kT+T«  kT+l?  |/fl?+^ 

fix.  4.  Trouver  l*ëquatîon  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  toorne  autour 
d*un  point  ûxb  en  s*appuyant  constamment  sur  une  droite  donnée. 

Prenons,  pour  plan  des  yjr,  un  plan  passant  par  la  droite  donnée,  et,  pour  axe  des  x, 
une  droite  passant  par  le  point  ûxt. 
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Les  ëqaations  de  la  droite  fixe  ei  de  la  droite  mobile  seront  de  la  forme 

0      e 
T  —  a      y      z 
A  /"■       ^ 

La  condition  de  rencontre  est 

bcX  -|-  oc/A  -f-  abv  =  o, 

et  rëqaation  de  la  surface  s'obtient  en  éliminant  >y  /i,  v  ;  on  trouvera 

bc  (0  —  a)  4-  ocy  -{•  abz  =  o, 
ou 

bc9  4-  <^  +  o&s  —  o^c  =  o. 

Ex.  ft.  Trouver  le  lieu  des  points  de  Tespace  k  égale  distance  de  deux  points  ûxes. 
Plaçons  l'origine  à  Tun  des  points  donnés;  soient  a,  6»  0  les  coordonnées  du  second 
point,  et  9j  y,  z^  celles  d*un  point  du  lieu  ;  on  aura 

**  +  y"  +  *»=(»-a)*+(y-6)»+(«-«)", 

ou  bien 


.. =  0. 


(UB  +  by  +  cz 

2 

Ex.  ••  Exprimer  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  d*un  plan  au  moyen  des 
coordonnées  de  trois  de  ses  poinU  A  (a/  y'  z%  B  (x"  y"  z^%  G  K''  /''  z'''). 

Soit  D  le  point  qui  divise  la  distance  AB  en  deux  segments  dont  le  rapport  est  égal 
à  I  :  m;  ses  coordonnées  seront 

to'  +  ffMB"              ly'  +  fny''              Iz'  +  mz" 
x  =  — 5      y=: —- >      «  = r— • 

/  +  "»  Z  +  m  i  +  w 

En  regardant  /  et  m  comme  des  constantes  variables,  ces  formules  déterminent  les 
coordonnées  d*un  point  quelconque  de  la  droite  AB.  Joignons  le  point  D  au  troisième 
point  G,  et  divisons  GD  dans  le  rapport  de  n  à  l-h***;  1^  coordonnées  du  point  de 
division  seront 

te'  +  m»"  +  fia?'"  /y'  +  my"  +  ny'"  W  -f-  mz"  -f  nz'"  . 

l-\'m-\-n  /4-m4-fi  l-^m  +  n 

ce  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan,  /,  m,  n  étant  des  coefficients 
indéterminés. 
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§    2.   PBOBLÉMES   SUR   LB  PUN. 

47.  Trouver  Fangle  des  deux  plans  donnés 

Ax  +  By  +  Cz  4-  D  =  o,      A'jr  +  B'y  +  C'z  +  D'  =  o. 

Menons,  par  ]*origine,  des  perpendiculaires  aux  plans  donnés;,  soient 
a^,  a'/3y  les  angles  qu'elles  font  avec  les  axes,  et  tp  Fangle  cherché. 
L*angle  des  plans  étant  égal  k  celui  des  normales,  on  aura 

cos  (p  ■=  cos  a  cos  a'  -^  cos  p  cos  ^'  -{-cosy  cos  y\ 

De  plus,  les  cosinus  directeurs  des  perpendiculaires  sont  déterminés 
par  les  formules 


cos 


a cos  (3 cos  y 


^        ^        ^      /a«  +  b«-|-c« 

cos  a' cos  /3' cos  /  i 

"T  B'    "    C    ■~|/A'«  +  B'«  +  C'« 

En  substituant  aux  cosinus  leurs  valeurs,  il  viendra 

AA'  +  BB^  +  CC^ 


cos  9  =  d= 


|/A«  -|-  B«  +  C«  /A"  +  B'«  +  C* 
On  en  déduit 

|/(AB'  —  BA')«  +  (AC  —  CA')'  +  (BC  —  CB')* 
in  (D  =  ^—2 — ^— ^ — —^ 9 


sinf 


|/A«  -|-  B«  +  C«  /A'*  +  B'«  +  C' 


i/(AB'  —  BA')'  +  (AC  —  CA')»  +  (BC  —  CB')" . 

tanff  ©  ==  ^—^ — î— ^ : — - — —^ 

*  ^  AA'  +  BB'  +  ce 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  plans  soient  perpen- 
diculaires sera 

AA'  +  BB'  +  ce  =  o. 

Si  les  plans  sont  parallèles,  on  doit  avoir  tang  9  «=>  o,  et,  par  suite,  les 
égalités 

AB'  — BA'  =  o,    AC  — CA'  — o,    BC  — CB'  =  o, 
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ou  bien 


A_ 
A' 


B 
B' 


C 


seront  les  conditions  du  parallélisme  des  plans  donnés.  Désignons  par  ^ 
la  yaleur  commune  des  rapports  précédents  :  il  viendra 

A'=:*A,    W  =  kB,    a  =  kc, 
et  l'équation  du  second  plan  peut  s'écrire 

A(A«  +  By  +  Cz)  +  ly  =  0. 

D' 
Enfin,  en  posant  A  =  p- ,  l'équation 

Ax  +  By  +  Cz-\'l  =  o 

ou  A  est  un  paramètre  arbitraire,  représentera  un  plan  quelconque  paral- 
lèle au  premier. 


Bx.  1.  Angles  des  plans 


«) 


y 


z 


h      c        ^     a     e         ' 


R. 


a)    cos  f  =  ± 


6)        m— as — p  =  0,    y  —  bz^q:=o. 
ab 


;    6)    Gos  f  =  ± 


ah 


Ex.  •.  Plan  passant  par  le  point  (»%y'y  z')  et  parallèle  au  plan  Ajd  -|~ By  +  Gir-f  D  =o 

R.    A(»— «')  +  B(y  — y')  +  C(z  — z')  =  o. 
Ex.  s.  Plan  passant  par  Porigine,  le  point  («'  y'  z^,  et  perpendiculaire  à 

a«  +  *lf  +  c«  +  <*  =  o. 
n  (kat  éliminer  A,  B  et  G  entre  les  équations 


On  trouTora 


A»4-By  +  Car  = 

Aa/ H- By' +  (!»'  = 

Aa  +  B6-HCc  = 

0, 
=  0, 
0. 

»,   y,    ;r 
«',  y',  y 
a     6     0 

= 

=  0. 
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OU  bieD, 

(cy'  —  bg')  «  +  ((u'  —  «»')  y  +  (W  — oy')  «  =  o. 

Ex.  4.  Plan  mène  pur  les  points  (9' y'  z'),  (x'^y"  z*'\  perpendiculairement  au  plan 


a»  +  6y  +  C2:  +  rf  =  0. 
On  a  les  conditions 

A  (X  —  «'  )  +  B  (y  -  y')  +  C  («  -  X 

A(aî"-»')  +  B(y"-y')H-C(«"  — 
Aa+B6  +  Cc  =  o. 

')  =  o, 
»')  =  o, 

L*équation  demandée  sera  donc 

«  — »',      y—/,     *  — ar' 

—  0. 

«''-.a',    y"  — y',    a?"  —  ;»' 

a,               6,               e 

4§.  TVouver  /'ë^uafion  générale  des  flans  que  Von  peut  mener  par 
Vtntersection  des  plans 

Aa:  +  By  +  Cz  +  I>  =  o,     A'x  +  B'y  +  C'«  +  D' =  o. 

Soit  X  un  paramètre  arbitraire  :  Téquation 

(il)  Ax  +  By  +  C«  +  D  + 1  (A'x  +  B'y  +  Cz  +  D')  =  o 

étant  du  premier  degré,  représente  une  infinité  de  plans;  elle  est  satîs- 
làite  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  Tintersection  des 
plans  donnés,  puisque  pour  ce  point  les  deux  polynômes  du  premier 
membre  s'annulent.  D'un  autre  côté,  on  ne  peut  plus  assujettir  un  plan 
qui  passe  par  une  droite  qu'à  une  seule  condition  :  donc,  l'équation 
précédente  qui  renferme  un  paramètre  arbitraire  représentera  un  plan 
quelconque  passant  par  Tintersection  des  deux  plans  donnés. 

On  peut  déduire  immédiatement  de  l'égalité  (k)  les  équations  des 
projections,  sur  les  plans  coordonnés,  de  la  droite  d'intersection  des  plans 
donnés;  il  suffit  d'attribuer  à  A  une  valeur  qui  annule  successivement  les 
coefficients  des  variables,  c'est-à-dire, 

/ ^,     A -,     A---. 

Les  équations  des  plans  projetants  ou  des  projections  de  l'intersection 
seront 

(AB'  —  BA')y  +  (AC  —  CA')  z  +  AD'  —  DA'  =  o, 
(AB'  —  BA')  X  +  (CB'  —  BC)  «  +  DB'  —  BD'  =  o, 
(AC  -  CA')  X  +  (BC  —  CB')  y  +  DC  —  CD'  =  o. 
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Ex.  i .  Que  représente  l*équfttion 

am  +  bp  -^-e  —  )s^=o? 

Un  système  de  plans  qui  passent  par  la  droite  du  plan  des  »y  :z=o,  ax-^by-\-e=o* 
Ex,  t.  Plan  passant  par  Torigine  et  rintersection  de  deux  plans  donnés 

R.         (AD'  -  DA')  «  +  (BIV  —  OB')  y  +  (CIV  —  DC)  2  =  0. 
Ex.  S.  Plan  mené  par  Tintersection  de  deux  autres  et  le  point  (x*,  y',  z'), 

AtB  +  By  +  Cz  +  D         A'.T  +  B'y  +  Cz  +  D' 


R. 


A»'  +  By'  +  Cs'  +  D      A'»'  +  Hy  +  C';ï'  +  D' 


Ex.  4.  Condition  pour  que  deux  plans  se  coupent  suivant  une  parallèle  au  plan 
des  «y. 
On  doit  avoir 

A  — U'  =  o,      B-.>B'=o;      d'où      -^  =  |^- 

Ex.  ft.  Plans  menés  par  Pintersection  de  deux  autres  et  respectivement  perpendicu- 
laires à  chacun  d'eux. 
On  a  ici  les  conditions 

(A  — U')A  +  (B  — >B')R  +  (C  — AC')C  =  o, 
(A  -  UO  A'  +  (B  —  AB')  B'  +  (C  -  XC)  C  =  o. 

On  trouvera  pour  les  plans  cherchés 

(A«  -f  By  -f  Ci^  -f  D)  (AA'  -+-  BB'  +  CC)  =  (A«  +  B«  +  C*)  (A'»  +  B'y  +  Cz  +  D'), 
(A»  +  By  +  Cr  4-  D)  (A'«  +  B'*  +  C'«  =  (AA'  -H  BB'  -J-  CC'J  (A'«  +  B'y  +  G'z  +  D'). 

Ex.  •.  Condition  pour  que  les  plans 

0  *-  ey  —  6j  =  o,    y  —  oar  —  c»  =  o,    #  —  te  —  ay  =  o 

passent  par  une  mémo  droite. 
En  identifiant  les  équations 

x^ey'-^bz-\-X(y  —  a*  —  c»)  «s  o,    z  —  bx  —  aysso, 

on  trouve  la  condition 

a*  -4-  6*  4-  e*  -f  aabe  =  i. 

40.  Trouver  les  coordonnées  du  point  d'intersection  des  plans 

Ax+By+Cz+D=o,  A'aî+B'y+C'z+D'=o,  A"x+B"y+C"«+D"=o. 

Le  point  commun  aux  trois  plans  correspond  aux  coordonnées  qui 
satisfont  à  la  fois  à  ces  équations  :  il  suffit  donc  de  les  résoudre  pour 
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obtenir  les  coordonaëes  cherchées.  Le  dénominateur  commun  des  valeurs 
des  Xy  t/y  Zf  est  le  déterminant 

I  A    B    G 

A'   B'    C 

A"  B"  C" 

s*il  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  zéro,  le  point  d'intersection  est  situé 
à  une  distance  finie;  s'il  est  nul,  le  point  commun  aux  plans  est  & 
l'infini  :  ce  qui  arrive,  lorsque  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  est 
parallèle  au  troisième. 

Désignons  par  L,  M,  N  les  premiers  membres  des  équations  données; 
il  peut  se  faire  que  les  plans  passent  par  une  même  droite  et  qu'il  y  ait 
une  infinité  de  points  d'intersection.  Dans  ce  cas,  il  est  toujours  possible 
de  trouver  trois  constantes  A,  fx,  v  de  manière  à  avoir  l'identité 

En  effet,  l'équation  XL-f-i^M  =  o  représente  un  système  de  plans  qui 
passent  par  l'intersection  de  L  et  M;  le  troisième  plan  passant  par  la 
même  droite  est  l'un  des  plans  du  système;  par  conséquent,  on  peut,  par 
une  détermination  convenable  de  A  et  de  fx,  rendre  le  premier  membre 
>.L  -f-  fxM  identique  à  —  vN,  et,  par  suite,  écrire  l'identité  précédente. 

Réciproquement,  si  trois  plans  L^ao,  Me=ao,  N ^=^0  donnent  lieu 
à  la  relation  identique 

AL  +  |uiM+vN=o, 

ils  passent  par  une  même  droite;  car,  les  valeurs  des  coordonnées  qui 
annulent  L  et  M,  doivent  aussi  satisfaire  à  l'équation  N  =»  o,  et  le  troi- 
sième plan  doit  renfermer  la  ligne  d'Intersection  des  deux  autres. 

Ex.  1.  Les  plans 

3»  +  4y  —  i6j!  =  G,    5«  —  8y  +  zos^  =  o,    a»  — 6^+7» +  8  =  0 

se  coupent  au  point  (4,  5,  2). 

Ex.  9.  Les  plans 

aoB-py  — z  =  5    — «  +  3y  +  a;r  =  i,    3»  +  5y  =  ïï 

passent  par  une  même  droite. 
On  a  l'identité 

a(a«  +  y  — «  — 5)  +  (— «  +  3y  +  a*  — i)-(3»  +  5y  — ix)So 
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Ex.  s.  Que  signiGe  la  relation 

6(»  — oar  — pj  — o(y  — 6z  -  ?)  —  [6(»  — p)  — a(y  —  ç)]  =  o? 
Bile  montre  que  les  plans 

•  — aif— p=:o,    y  —  6af  — ^=0,    b(t 
passent  par  une  même  droite. 


—  P)  — «(y  — Ç)  =  o 


Ex.  4.  On  a  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  point;  par  la  droite  d*inter8ection  de 
deux  d^entre  eux,  oo  mène  un  plan  perpendiculaire  au  troisième;  prouver  que  les  trois 
plans  ainsi  obtenus  passent  par  une  marne  droite. 

Les  équations  des  plans  sont  de  la  forme 

A«+By-HC«+D)  (A' A"+B'B"-+.C'C")  -  (A'aH-B'y+C'^+D')  (AA"+BB"+CC")=o, 
(A'y+B'y-|-C':ïr+D')(AA"+BB"+CC")-(A"ar+B"y+C":ï+D")(AA'+BB'4-CC')  =  o, 
(A''i»+B''y+C''«+I)'')(AA'+BB'+CC')--(A«+By-fC«+D)(A'A''+B'B''+C'C'')=o. 

En  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient  o=so;  donc,  ces  plans  se  rencontrent 
suivant  une  droite. 


60.  Chercher  la  eondùion  pour  que  quatre  plans  donnés  se  coupent  en 
un  même  point. 
Soient 

A  a:+  By  +  Cz+  D  =  o,     A'x  +  B'^  +  Cz  +  D'  =  o, 
A"a:  +  B"y  -f-  C'z  +  D"  =  o,     A'"x  +  B'"y  +  C'"z  +  D'"  =  o, 

les  équations  de  quatre  plans.  S'ils  ont  un  point  commun,  on  peut  satis- 
faire aux  égalités  précédentes  par  un  même  système  de  valeurs  des 
yariables  x,  y^  z;  ce  qui  exige  que  le  déterminant  de  ces  équations  soit 
nul.  La  condition  demandée  sera 

A      B     C     D         =o. 
A'     B'    C    D' 
A"    B"    C"   D" 

A'"  B'"  C"  D'" 

Autrement,  pour  que  les  plans  proposés  passent  par  un  même  point, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  l'identité 

XL  +  (xM  +  y  N  +  ttP  =  o, 

L,  M,  N,  P,  étant  les  premiers  membres  des  équations  données;  car,  les 
coordonnées  du  point  d'intersection  des  plans  L,  M,  N  annulent  ces 
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polynômesy  et  en  vertu  de  la  relation  identique,  elles  devront  aussi 
satisfaire  à  l'équation  P=:o;  les  quatre  plans  ont  donc  un  même  point 
commun. 

Réciproquement,  si  les  quatre  plans  L,  M,  N,  P  passent  par  un  même 
point,  on  pourra  toujours  trouver  des  constantes  A,  p,  v,  tt  de  manière 
à  avoir  l'identité  précédente.  En  efiet,  l'équation  ÀL -{- fxM -{- ^N  =  o 
représente  un  système  de  plans  qui  ont  en  commun  le  point  d'inter- 
section des  plans  L,  M,  N;  le  plan  P  appartient  à  ce  système,  et,  par  suite 
la  quantité /L-^fAM  4"  vN  pourra  s'identifier  avec  le  premier  membre 
de  l'équation  P  =  o,  c'est-à-dire  qu'il  existera  une  relation  entre  les 
polynômes  L,  M,  P,  Q,  qui  sera  satisfaite  quelles  que  soient  les  valeurs 
de  X,  y,  z. 


51.  Trouver  l'équation  du  plan  qui  pa8»e  par  trois  pointa  donnés 

(^',y',  sf')»  (^'y"  «").  (^"'  y'"  «"')• 

Soit 

Ax  -(-  By  +  Cz  +  D  =  o, 

le  plan  cherché.  On  a  les  conditions 

Ax'  +By'  +Cz'  -|-D  =  o, 
Ax"  +  By"  +  Cz"  +  D  ==  o, 
Ax'"  +  By'"  +  Cy'"  +  D  =  o . 

On  en  déduit  pour  l'équation  demandée 


X 


X'    y' 


x"   y"    z" 


I 
I 


x'"  y"'  «'"   I 


=  o, 


ou  bien,  en  développant. 


X 


y'  z'    1 

+y 

y"   z"    I 

y"'  i"'   I 

z' 

x' 

I 

-hz 

z" 

x" 

I 

z'" 

x'" 

I 

x'    y' 


x"    y"    I 
x"'  y'"  I 


x'  y'  z' 
x"  y"  z" 
x'"  y"'  z'" 


Le  second  membre  de  cette  équation  réprésente  6  fois  le  volume  du 
tétraèdre  ayant  pour  sommet  Torigine  et  pour  base  le  triangle  des  points 
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donnes.  Soient  (xi,  yi,  Zt)  un  point  du  plan  de  ce  triangle;  les  quantités 


Xi 


y'    «'   I 

y"  z"   I 


y* 


Z'      X'     I 


Z"    X"    I 


Z'"  X"'  I 


Z\ 


x'     y'    I 
x"   y"  I 


x'"  y'"  I 


représentent  respectivement  6  fois  les  volumes  des  tétraèdres  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  point  (xi  yi  zi),  et  pour  bases  les  projections  du 
triangle  des  points  donnés  sur  les  plans  coordonnés.  L*équation  du  plan 
qui  passe  par  trois  points  est  donc  l'expression  du  théorème  suivant  :  Une 
pyramidcy  qui  a  son  sommet  à  Von'gine  et  pour  base  un  triangle  de 
l'espace^  est  équivalente  à  trois  pyramides  qui  ont  un  sommet  commun 
dans  ce  triangle^  et  pour  bases  les  projections  de  ce  dernier  sur  les  plans 
coordonnés. 

Ex.  t.  Plan  passant  par  les  points  (o,  b,  e),  (a,  o,  c),  (a,  b, o). 

X       V       z 

a      6      e 

Ex.  t.  Plan  qui  passe  par  les  points  {a,  6,  e),  (a,  0,  o);  (o,  6,  o). 

a      o      e 
Ex.  S.  Plan  mené  par  l'origine  et  les  points  («V^')i  (^'y"»")» 

R.       9  isf'z"  —  «y ')  +  y  (»  V  —  9^z")  +  z  (a/y"  -  y  V) = o. 

Sx.  4.  Plan  mené  par  les  points  Wy'z*)^  (m^'y^'z")  et  le  point  d'intersection  des 
plans  L  =  o,  H  =  o,  N  =  o. 

Désignons  par  L'M'I*(\  L'^W^N"  les  valeurs  des  polynômes  L,  If,  N  pour  les  coordon- 
nées des  points  donnés.  L'équation  demandée  sera  le  résultat  de  l'élimination  des 
paramètres  entre  les  égalités 

XL  +  iuiM  +  yN  =  0, 


c'est-à-dire 


L|  H,  N, 

L'  M' W 

L"  M"  N" 


=  0. 
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St.  Trouver  Veacpression  de  la  dislance  d'un  point  M  (x'  y'  z')  au  plan 
Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  o. 

Nous  savons  déjà  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le 
plan  est  donnée  par  la  formule 

D 

p  =  à=~= 

Transportons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  M;  l'équa- 
tion du  plan  par  rapport  à  la  nouvelle  origine  sera 

A(a:  +  x')  +  B{y  +  yO  +  C(z  +  «0-hI>  =  o, 
ou  bien 

Aa;4-By  +  C«+Ax'-l-By'  +  C«'  +  D  =  o. 

La  dislance  de  Torigine  &  ce  plan,  c'est-à-dire,  la  distance  cherchée^ 
aura  pour  expression 

Ax'  +  By'  +  Cz'  +  D 


P  =  ± 


^A'  +  B«  +  C« 


On  en  déduit  la  règle  suivante  :  La  distance  d'un  point  quelconque  de 
f  espace  N  (x^  y,  z)  au  plan  kx-\-^y-\'Cz-\'Ds=:^o  9" obtient  en  divisant 

le  premier  membre  de  l'équation  par  |/A'  +  B*  -|"  C*- 

Si  le  plan  donné  était  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

X  cos  a  -j-y  cos  j3  -j-  «  cos  y  —  p  =  o, 

Tapplication  de  la  formule  précédente  donnerait 

x'cosa-|-y'cosj34-«'cosy — p 
^^cos*  a  +  cos*  (3  -f-  cos*  y 
ou  bien 

P  s=  d=  (x'  cos  a  +  y'  cos  j3  -j-  je'  cos  y  —  p). 

Donc,  le  premier  membre  de  l'équation  x  cos  a  -{-  y  cos  |3  -}-  ^  cos  y 
—  p  sa  o  représente  la  distance  d'un  point  quelconque  N  (x,  y,  z)  de 
l*espace  au  plan  qu'elle  détermine. 

LorsqueJe  point  donné  est  Torigine  des  coordonnées,  x'=y'=az'=sOy 
et  P  se  réduit  à  —  p,  en  prenant  le  signe  supérieur  dans  la  formule 
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précédente.  On  peut  regarder  comme  négative  la  perpendiculaire  abaissée 
de  Torigine  sur  le  plan;  il  faudra  attribuer  le  même  signe  aux  perpen- 
diculaires menées  des  points  de  l'espace  qui  se  trouvent  du  même  côté 
du  plan  que  Torigine,  puisque  le  polynôme  x  cos  a-f-ycos/3-{-2cosv — p 
conserve  le  même  signe  dans  cette  région  de  l'espace;  il  ne  peut  s'annuler 
que  si  le  point  (x%  y\  z')  appartient  au  plan,  et  alors  P  =  o;  il  devient 
ensuite  positif,  si  le  point  passe  de  Tautre  côté  du  plan. 

OB      y      z 
Ex.  t.  Distance  de  TorigiDe  au  pltn  -  +  t  H —  =  2. 


R.  p=: 


a      b      0 
Zabc 


|/6V  +  aV  +  a«6« 


X      y      z 
Ex.  t.  Distance  du  point  (o,  o,  c)  au  plan  — h  r  ~*  *=  z* 

a      o      c 

R.  P=  ^^ 


Ex.  8.  Distance  des  deux  plans  parallèles  A»-\'By-\-Cz-^D=zOi\x-\-By-\-Cz-]-D'=:o, 
Lorsque  le  point  {on',  y',  z')  appartient  au  second  plan  parallèle  au  premier,  ou  a 
A»'  +  By'  +  C^'  =  —  D';  la  formule  (P)  devient 


Ex.  4.  Trouver  les  équations  des  plans  bissecteurs  de  deux  plans  donnés. 
Soient 

A»  +  By4-C;ï  +  D  =  o,      A'x  +  B'y  +  C'z  +  iy=:o 

les  deux  plans;  les  équations  cherchées  seront 

Ax  +  By  +  Cz  +  ïi_      X'x  +  B'y  +  Cz  +  D' 
J/a«  +  B«  +  C«    ""         |/A'*  +  B'*-hC'« 

Ag  +  By  +  Cg  +  D_      A'x  +  Wy  +  C'z-i-jy 
|/A«  4-  B«  +  C«   ""         l/A'«  +  B'«  +  C'« 

Elles  expriment  que  les  perpendiculaires  abaissées  d*un  point  du  lieu  sur  les  plans 
donnés  sont  égales  et  de  même  signe  ou  égales  et  de  signes  contraires. 
Si  les  plans  donnés  ont  des  équations  de  la  forme 

9B  C08  a -j- y  eos  ^ -\- z  eos  y  —  p  =  o,      «  cos  a '  +  y  «os  ^'  -J-  a  cos  /  —  p  =  o, 
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Jes  plans  biiseeteura  seront  définis  par 

»  eos  ce  -{-y  cos  /S  -(-  2  eos  y  — p  —  (»  cos  «'  +  y  cos  /8'  +  «  «>s  y'  —  p')  =  o, 
•    «  eos  a  +  y  cos  /9  -|-  j  cos  y  —  p  +  (»  cos  «'  +  y  cos  /8'  +  »  cos  y'  —  p')  =  o. 

H  est  facile  de  vérifier  que  ces  plans  sont  perpendiculaires, 

Ex.  ft.  Les  plans  bissecteurs  d*un  angle  Irièdre  pusent  par  une  même  droite. 
Les  équations  des  trois  plans  bissecteurs  peuvent  s'écrire 

L  — M  =  o,    M  — N  =  o,    N  — L  =  o, 

L,  M»  N  étant  des  polynômes  de  la  forme  «  cos  a  -}-  y  cos  /9  -|-  '  cosy— >p,  et  Lso,  M:=0| 
N=o  les  équations  des  faces  du  trièdre.  En  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 
o^o;  donC|  etc. 

Ex.  •.  Distances  à  Torigine  des  plans  bissecteurs  de  deux  plans  donnés. 

R.  -ï — —$    -^ — ^J     s  est  l'angle  des  deux  plans. 

2  cos  -  9       2  sm  -  f 

Ex.  y.  Trouver^  en  coordonnées  obliques,  la  distance  d'un  point  M  («'  y'  z*)  au  plan 
A»  +  By  +  Ci  +  D  =  o. 
Des  égalités 

p       cos  «      cos  /8 cos  y 

D''~Â~"""B         T"' 

on  tire 


p' (i  ^  cos*>)co8'a+(i — cos*/a)co8*/8+(i — cos*v)cos*y— a(cos> — C0SyC0S/ut)C0S/3C0Sy — ••- 

D«  (I— eos^>)A<-Kx-*cos*/tA)B*-f-(x — cos*v)C*  — 2{cosX— cosvcos/uijBG— • 

Le  numérateur  (N*  S)  est  égal  à 

z  —  cos*  X  —  cos*  fi  —  cos*  y  4-  2 cos  >  cos  /A  cos  y; 
de  sorte  qu*en  représentant  par  H  le  dénominateur,  on  aura 

D  .  i 

p  =  dt (X  —  cos*  X  —  cos*  fi  —  cos*  y  4-  2  cos  >  cos  fi  cos  y)* . 

Par  une  transformation  de  coordonnées,  on  trouvera  finalement  pour  la  distance 
cherchée 

Ajp'  +  By'  +  Cj8'  +  D  1 

P  =± — (l  —  cos*  X  —  cos*  u  —  cos*  y  4-  2  cos  >  COS  fi  COfl  y)*. 
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§    III.    PROBLÈMES   SUR    LE   PLAN   ET   LA   LIGNE   DROITE. 

6S.  Déterminer  le  point  d*intersection  d'une  droite  et  d^un  plan  repré- 
sentés par  les  équations 

x  =  az+py      y  =  6^4- 7, 
Ax  -|-  By  +  Cz  +  D  *=  G, 

Les  coordonnées  du  point  d'intersection  sont  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui 
satisfont  à  la  fois  aux  équations  données.  Pour  les  déterminer,  éliminons 
a;  et  y  :  il  viendra 

A  (ttz  +  p)  +  B  (62  +  qf)4-  Cz  +  D  =  o; 
d*où 


_      Ap  +  By  +  P 


et^  par  suite, 


aJAp  +  B^+D)  6(Ap  +  By  +  D)  ,   ^ 

^~~'Aa  +  B6  +  C    +'''        î'""         Aa  +  B6  +  C    +*' 

Lorsque  le  dénominateur  Aa  -f-  B6  -|-  G  est  nul,  ces  valeurs  sont  infi- 
nies; la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  soit  parallèle 
au  plan  sera  donc 

(*)        Aa  +  B6  +  C  =  o. 

Si  l'on  avait  à  la  fois 

(h)        Aa  +  B6  +  C  =  o,        Ap  +  Bç  +  D  =  o, 

le  point  d^intersection  serait  indéterminé;  ce  qui  veut  dire  que  la  droite 
est  située  dans  le  plan,  car  chacun  de  ses  points  doit  être  regardé  comme 
un  point  d'intersection  du  plan  avec  la  droite. 

On  peut  profiler  des  relations  précédentes  pour  éliminer  une  ou  deux 
constantes  de  l'équation  du  plan  donné.  De  l'égalité  (k)  on  tire,  €  =  — 
(Aa-{-B6);  par  suite,  l'équation  du  plan  devient 

Ax  +  By  —  (Aa  +  B6)  «  +  D  =  o. 
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ou 

A  (x  —  02)  +  B  (y  —  6z)  -|-  D  =  o  : 

elle  définit  un  système  de  plans  parallèles  à  la  droite.  Si,  de  plus,  la 
droite  est  dans  le  plan,  on  a  D  =  —  (Ap  -|-  Bf ),  et,  par  suite,  l'équation 
précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A  (a  —  az  —  p)  +  ^  (y  —  ^*  —  ?)  ==  o» 
ou  bien,  en  posant  )  =  -7  i 

A 

X  —  ax  —  p  +  ^(y—  t^  —  y)  =  o: 

ce  sera  Téquation  générale  des  plans  passant  par  la  droite.  Elle  ne  ren- 
ferme plus  qu'un  paramètre  arbitraire;  ce  qui  doit  être,  puisqu'on  ne 
peut  plus  assujetter  le  plan  qu'à  une  seule  condition. 

£z,  i.  Intersection  de  la  droite  et  da  plan  représentés  par 

a      e  oc 

a      b  *  e 
R.  (a,  &,  0). 

Ex.   t.  Lieu  des  droites  menées  par    un   point  (e'y';s')  parallèlement  au  plan 
A«H-By  +  Cjr  +  D  =  o. 
En  éliminant  a  et  6  entre  les  équations 

»  — »'  =  o(«  — «0,      y  — y' =  6  («  —  y),      Aa  +  B6  +  C  =  o. 
on  trouve 

A(«-»')  +  B(y  — yO  +  CU-2')  =  o- 

Ex.  S.  Plan  mené   par   les  points  («'y';»'))  (a"  y"  2")  et  parallèle  k  la  droite 
X  —  (u;  ~  p  =  o,  y  —  hz  —  9  =:  o. 


R. 


=  0. 


9  —  a«,  y  —  Asr,  i 
»'  —  a»',  y'  —  bz'  I 
x"^as'',    y"  —  bz'\  I 

Ex,  J.  Plan  mené  par  un  point  (e'y'  :t')  parallèlement  aux  droites 

!m  —  a;?  —  p  =  o,        l«  —  o' J  —  p'  :=  o, 
y  —  6z  —  7  =  o,         (y  —  6'j»  —  ç'  =0, 
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R. 


a  b  1 


=  0. 


0      y      s 
Ex.  ft.  Plan  mené  ptr  le  point  (sa'y'z')  parallèlement  à  la  droite  -  ^^  =  -  ,  et  per- 
pendiculaire au  plan  l»  +  my  •\'  nz  -{-  p  =  0, 

R.  «  — »',    y  — y',    z~-m'    =0. 

l  m  n 

abc 

S4.  TVottver /'e^uafton  rfu  p&in  7 fit  poMe  par  lin  ;)0»nt  et  une  droite 
donnés. 

Nous  avons  montré,  prëcëdemment,  qu'un  plan  mené  par  une  droite 

est  défini  par  Téquation 

X  —  az  —  p  +  ^  (y  —  6«  —  qf)  s«  o. 
Si  x\  y%  z'  sont  les  coordonnées  du  point  donné,  on  a  la  condition 

x'  —  az'  —  p  +  i  (y'  —  bz'  —  î)  =  o. 
L'élimination  du  paramètre  A  donne  pour  l'équation  demandée 

X  —  az  —  p        y  —  bz  —  q 
x'  ^  az*  —  p      y'  —  6z'  —  q 

Ex.  1.   Plan   passant   par  le  point  (i,  2,  ^  z)   et  la  droite  a«  —  jr  -f-  x  =  o, 
jy  +  a«  —  2  =  G. 

R.       2»  — 6y  — 5*  +  5  =  o. 
Ex.  ••  Plan  mené  par  Porigîne  et  la  droite  «  —  «ar — p  s=  o,  y  —  &jr  —  ^  ;=  o. 

R.        ç»— py  +  (6p  —  a9)jf^o. 
Ex,  s.  Plans  menés  par  les  axes  et  le  point  (a,  6,  e). 

R.        Cf  —  6j(  =r  o,    M  —  c»  =:  G,    bm  —  ay:=  G. 

Ex.  4.  Plan  qai  passe  par  le  point  (w'y'z')  et  la  droite  d*intersection  des  plans 
A»  +  By  +  Cjr-f-D  =  G,A'ap  +  B'y  +  C'»  +  D'  =  G. 

^a^^-  V+  C«'4-  D  ""  A V+  B V+  CV-fD'  ' 
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55.  Trouver  téqtuition  du  plan  mené  par  une  droite  parcUlèlemeni 
à  une  autre  droite  donnée. 
Soient 

y  =  6z  +  9,  y  =  6'jc  +  9, 

les  droites  données.  Un  plan  quelconque  passant  par  la  première  est 
représenté  par 

X  —  az  —  p  +  ^{y  —  bz  —  ç)  =  o, 
ou  bien 

a:  -|-  ^y  —  (A6  +  a)  z  —  (Iq  +  p)  =  o. 

Ce  plan  sera  parallèle  à  la  seconde  droite  avec  la  condition 

o' 4- i6' —  (A6  +  a)  ==  o. 

On  en  déduit 

.  a  —  a' 

^ — r^F' 

et,  par  suite,  l'équation  du  plan  cherché  sera 

(6  —  6')  (x  —  az  —  p)  =s  (a  —  a')  [y  —  6z  —  q). 

Si,  avec  la  condition  précédente,  on  avait  aussi 

p'  +  V  — (>9  +  p)  =  o, 

le  plan  mené  par  la  première  droite  renfermerait  aussi  la  seconde  :  c'est 
le  cas  où  les  droites  données  se  rencontrent;  car  en  égalant  les  valeurs 
de  X,  il  vient 

a  —  a'      p  —  p' 
6—  b'^q—q'^ 

Lorsque  les  droites  sont  parallèles,  la  valeur  de  X  devient  indéterminée  : 
tout  plan  passant  par  la  première,  satisfera  à  la  condition  d'être  parallèle 
à  la  seconde.  Le  plan  des  deux  parallèles  sera 

{q  —  9')  (0-  ^  a«  — p)  =  (p  —  p')  (y  —  bz  —  q). 

fiz.    1.    Plans  passant  par  les  axes  et   parallèles   à    la   droite   m  —  az  —ps^Oy 
y  -.  6z  —  9  :=  o. 

R.         y  — 6«  =  0,     «  —  02  =  0»     bw  —  ay:^0. 
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Ex.  ••  Que  représente  Téquilion 

»  —  aj  —  p-^X{y^^bt  —  q)  =  o. 

a 
poar  les  valeurs  >=:o,  X  =  ooy>=:  —  -? 

R.  Les  plans  projetants  de  la  droite. 

Ex.  S.  Plan  mené  par  les  droites 

m  —  o y  —  b      ;»  — c       05 — a y  — 6      ^  —  c 

m  n  i'       m'  *'  i 

R.        (it  —  n')  (»  —  o)  —  (m  —  m')  (y  —  6)  +  («i»'  —  nm')  {z  —  c)=:  o. 

Ex.  4.  Le  plan  qui  pa^se  par  deux  droites  imaginaires  conjuguées  qui  se  rencontrent 
est  réel. 
Soient 

deux  droites  imaginaires  conjuguées,  avec  la  condition 

a'      p' 


A' 


./ 


qui  exprime  qu*elles  se  rencontrent. 
L^éqnation  d*un  plan  qui  passe  par  la  première  droite  peut  s'écrire 


«-(o  +  a'V/~l)ir-(p-f.p'l/-l)='i[y  -(*  +  6'l^-l)«-(?f+çV~l]. 
En  exprimant  quMl  renferme  la  seconde,  on  trouve  les  relations 

).6'-a'=o,      V— p'=o; 

o'      p' 
d*où  on  déduit  ;l  =  —  =^  •    En  substituant,  il  viendra  pour  le  plan  cherché 

br      q'  "^  "^ 

6'»  —  a'y  +  (6a'  —  aV)  z  +  (a'q  —  6»  =  o  J 

c*est  Péquation  d'un  plin  réel. 

56.  Déterminer  l'angle  d'une  droite  et  d'un  plan. 
Soient 

x  =  az+p,      Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  o, 
la  droite  et  le  plan  donnés.  On  sait  que  l'angle  d*une  droite  avec  un  plan 
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est  le  complément  de  l*angle  formé  par  cette  droite  avec  la  normale  au 
plan.  Désignons  par  al^^  a/^'y  les  angles  directeurs  de  la  droite  donnée 
et  de  la  perpendiculaire  au  plan;  <p'  étant  Tangle  cherché,  on  aura 

sin  9'  =  cos  a  cos  a'  -j-  cos  (3  ros  j3'  -j-  cos  y  cosy'. 
D*un  autre  côté,  les  cosinus  sont  donnés  par  les  formules 


:  y 


cos  a cos  |3 cos  y  i 

«    ""    *  ~~      |/a«  +  6«  +  i 

cos  a' cos  j3' cos  y'      _.  i 

ABC  j/a«4-B«  +  C* 

En  substituant,  il  viendra  pour  déterminer  l'angle  9' 

.      ,      _L  A«*  +  B6  +  C 

sin  cp'  s=  ± 


|/A«+B«4-  C«  j/o«  +  6*  +  I 
On  en  déduit  pour  la  condition  du  parallélisme  de  la  droite  et  du  plan 

Aa  +  B6  +  C  =  o, 
et  pour  la  condition  de  perpendicularité 

(A«+B«  +  C»)  (a»4-6«  +  i)-(Aa  +  B6  +  C)«  =  o, 

ou  bien 

(A6  —  Ba)«  +  (A  —  CaY  +  (B  —  C6)>  =  o. 
Elle  est  satisfaite  en  posant  :  A  —  Ca  «=  o,  B  —  G6  =  o;  d'où  on  tire 

A      B_C 

a      h      i 

Enfin,  remarquons  encore  qu'un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  la 
droite  sera  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

aac  -j-  6y  -|-  z  +  ^  *=  o* 
Ex.  fl .  Angles  d*une  droite  avec  les  plans  coordonnés. 

a  6  X 

R,  sin  f  t  ■=    ,  1    sin  fit  =  ■  ^  —  ,    sin  y,  =  —  - . 
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Ils  satisfont  à  la  relation  :  sin'  ft  -\-  sin*  ^a  -|-  sin'  fs=z  t. 
Ex.  •.  Montrer  que  les  droites 


9  y  9  0  y  2 

—  —  f  —  — 


cosa       cosj3       cosy       cosa'      cosjS'      cos/ 
font  des  angles  égaux  avec  le  plan 

(cos  a  —  cos  a')  »  +  (cûS  /S  —  COS  ^')  y  -f*  (cos  y  —  cos  /)  ir  =  o. 

X      y      z 
Ex.  S.  Conditions  pour  que   la  droite --  =  —  =  -  soit  perpendiculaire  au  plan 

a      O      c 

R.        ol  =  6tfi  =  en. 

Ex.  4.  Lieu  des  droites  issues  de  Torigine  et  également  inclinées  sur  le  plan 
A«-f  By  +  C;»+D  =  o. 
Il  faut  éliminer  a  et  6  entre  les  égalités 

Aa  +  B6  +  C  ,        ,, 

|/A«  +  B«  +  C*l/o«+6"  +  i 

On  trouvera 

(A»  +  By  +  C#)«  =  m«  (A«  +  B«  +  C<)  (««  +  y«  -|-  jt ). 

Nous  verrons  plus  tard  que  cette  équation  représente  un  cône. 

57.  Trouver  f  équation  du  plan  mené  par  une  droite  perpendiculaire* 
ment  d  un  plan  Ax  -|-  By  -{-  Cz  -f-  D  =  o. 
Un  plan  quelconque  passant  par  la  droite 

x=^az-\-p,     y  =  6z-|-ç, 

est  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

X  —  az  —  p  -|-  ^  (y  —  bz  —  ^)  =  o, 
ou  bien 

X  -{-  Ay  —  (A6  -j-  o)  z  —  (^  +p)  =  o. 

La  condition  pour  que  ce  plan  soit  perpendiculaire  au  plan  donné  sera 

A  +  AB  — (X64-a)C  =  o; 
d'où 

A  — aC 


B  — 6C 
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On  en  d<^dui(  pour  l'équation  du  plan  cherché 

X  —  az  —  p y  —  bz  —  q 

'  A  — aC     ^  ~  B^  6C 

Ex.  i.  PlanB  menés  par  les  axes  perpendiculairement  au  plan  Ax-f-By-{-G2:-f-D=o. 

R.        Cy  — Br  =  o,    Ay  — B«  =  o,    C«  — Az  =  o. 

Ex.  9.  Plan  passant  par  la  droite  d'intersection  des  plans  Aa;  -4-  By  -|-  Cs  -f  f)  =:  o, 
A'j;  4*  ^'V  +  C'z  4-  D'  =  o  et  perpendiculaire  au  plan  ax  -{-  by  -{-  cz  -{-  d=zo. 

Aop  +  By  +  Cz  +  D  _  A^a?  +  B^v  +  Cz  +  D' 
Aa+B^4-U-      "~       A'a -t- B'6  +  Ce 

r 

Ex.  8.  On  a  deux  droites  dans  Tespace 

^  '      y  =  bz-hq,  '      y  =  b'z+q'; 

un  plan  P  mené  par  la  première  parallèlement  k  la  seconde  et  dont  Téquation  est 
(P)       (6-6')(«-a;r-p)==(a  — a')(y-^z-g); 

trouver  les  équations  de  deux  plans  qui  passent  par  ces  droites  et  qui  sont  perpendicu- 
laires au  plan  P. 
On  trouvera 

(o-o')(«-a»-p)-|-(6  — ô')(y-6;?-.ç)  +  (a&'— 6o')[6(»-p)  — o(y-7)]  =  o, 
(a  -  a')  (x  —  o'»-p')  +  (ô  —  6')  (y  —  b'^-^)  +  (06'-  6a')  [b'(x  -  p')—  «'(y  —  9')]=  o. 

Ces  plans  se  rencontrent  suivant  la  perpendiculaire  commune  des  droites  données. 
En  se  rappelant  que  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  est  égale  à  la  perpendicu- 
laire abaissée  d*un  point  de  la  seconde  droite  sur  le  plan  P,  on  obtiendra  immédiate- 
ment cette  longueur  par  la  formule  qui  donne  la  distance  d'un  point  è  un  plan;  afin  de 
simplifier,  prenons  pour  le  point  de  départ  de  la  perpendiculaire  la  trace  (p',  9',  o)  de 
la  seconde  droite  sur  «y.  On  trouvera  de  cette  manière  pour  la  plus  courte  distance 

^   {b^b'){p^p')^la^af)(q^q') 

A  =  it  — :z:z:^zzi:zzi:^zizizzizrr=i"z:zzi:rr  • 
y  {a  —  o')«  4-  (6  —  b')*  +  [ab'  —  ba'Y 

M.  Trouver  l'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  d^un  poini  sur 
le  plan  Ax'\-By-\'CZ'\-D  =  o» 

Soit  {x'  y'  z')  le  point  donné  :  les  équations  de  la  droite  demandée 
seront  de  la  forme 

X  —  x' y  —  y' z  —  «' 

a  b  ï 
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Comme  elle  doit  être  perpendiculaire  au  plnn  donnéi  on  doit  avoir  les 

égalités 

a       b      i 

L'élimination  des  coefficients  a  et  6  nous  donne  pour  les  équations  de 
la  perpendiculaire 

X  —  x'      y  —  y'      jT  —  «' 
"~A      "^      il      "^""C 

On  peut  facilement  en  déduire  les  coordonnées  du  pied  de  cette  droite. 
Soient  xi^yi,  Zi  les  coordonnées  de  ce  point  :  on  aura 

g|  —  X'  ^yi  —  y  ^z<  —  Z'  ^A  (Xj  -  j/)  +  B  {y^—y')^C{Zt  —  z') 

A      ~      B      ""      C      ""  A«  +  B«4-C» 

Mais,  le  point  (xi,yiyZi)  étant  dans  le  plan  donné,  on  a  la  relation 
Axi  +  %i  -f-  Czi  ss  —  D.  En  substituant  et  résolvant  les  égalités  précé- 
dentes par  rapport  à  Xi  —  x',  yi  — y\  z^  —  z\  on  trouvera 

A  (Ax'  +  By'  +  Cx'  +  D) 


X|  —  0/  = 


y,  —y'  =  — 


Zf  —  «'  =  — 


A«  +  B«  +  C* 
B(A«'4.By'  +  Cz'  +  D) 


A«  +  B*  +  C« 

C(Ax'  +  By'  +  C«'+  D) 


A«  +  B«  +  C* 

Si  on  ajoute  ces  équations  membre  à  membre  après  les  avoir  élevées 
au  carré,  on  retrouve  l'expression  de  la  perpendiculaire  P  donnée  précé- 
demment (N"»  52). 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  obliques,  les  coeflScients  a  et  6  satisfont 
aux  relations  (N"*  36) 

a  -f-  6  eos  v  +  cos  p      a  cos  v  4-  6  +  cos  A     a  cos  ft  -}-  6  cos  A  -|- 1 
cos  a  cos  |3  cos  y 

a,  ^,  y  étant  les  angles  de  la  droite  cherchée  avec  les  axes.  De  plus,  on  a 
aussi  (N*  44). 

cos  a      cos^      cos  y 
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On  en  déduit 

a  -j-  6  cos  V  +  C08  fx o  cos  y  +  6  +  C08  X a  cos  fx  -{-  6  cos  A  -|- 1 

Â  B  C  • 

En  éliminant  a  et  6,  il  viendra  pour  les  équations  de  la  perpendiculaire 
en  coordonnées  obliques 

X— x^-Ky— .V')cosv-Kg— gQcosfx      (x~xOcosv+(y— y^)-|-(z^jg^)co8A 

A  "^  B 

(x  —  x')  cos  fx  -|-  (y  — y')  cos  A  -|- jî  —  z' 

Ex.  fl.  Droites  iisuei  de  l'origine  et  perpeDdicnlaires  aux  plans  x  —  as  —  p  =  o, 
y  —  6«  — 9  =  a 

R.       y=o,    a»  +  «=o;     »  =  o,    6y  +  ar  =  o. 

X       fi        z 

Ex.  9.  Droite  menée  du  point  («'  y'  z')  perpendiculairement  au  plan  -  -f- t  ~h  ~  ^=^  <* 

Q      0       e 

R.      o(»— •')=*(y-y')=c(*  — A 

Ex.  S.  Trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (»'  /  z')  sur  le 
plan  X  eoê  K -{- y  cos  fi -\- z  cos  y — p=o,  ainsi  que  les  coordonnées  du  pied  de  cette 
droite 

X -^ X*     V  ~  y'     z—'z' 

R  = ^ ;  »= »'  +  cos  a  (p  —  ar  cos  «  —  y'  cos  a  —  V  cos  y). 

cos  a        cos /S         cos  y 

y =y'+cos/9(p— »' cosflc— y'cos/8  —  »' cosy),*=»' +cosy(p— «' cosa — y' cos/8— s'cosy). 

Ex.  4.  Lieu  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  («'  y'  z')  sur  les  plans  définis 
par  l'équation  Aar  4-  By  +  C*  +  D  -  X  ( A'»  +  B'y  -f-  C!z  +  D')  =  o. 
On  a  les  relations 


A-U'      B  — AB'     C  — AC" 

d*où  on  déduit  par  Félimination  de  A 

a  (BC  —  CB')  +  b  (CA'  —  AC)  +  (A  B'  -  BA')  =  o. 

Le  lieu  cherché  sera  le  plan  représenté  par  Téquation 

(BC  -  CB')  («  —  «')  4-  (CA'  -  AC)  {:^-y')  +  (AB'  —  BAO  {z  -  s')  =  o. 
C*est  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  d'intersection  des  plans  donnés. 
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59.  Trouver  l'équation  d'un  plan  passant  par  un  point  {x^  y^  z')  et 
perpendiculaire  d  la  droite 

Un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  a  une  équation 
de  la  forme  (N^*  56) 

Puisqu'il  doit  passer  par  le  point  (x'  y'  z%  on  a  la  relation 

ax'  +  ty'  +  2'  -}-  ^  =  o. 

En  retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient  pour  le  plan 
demandé 

a(x  — x')-{-6(y-  y')  +  z  —  z'  =  o. 

Afin  de  calculer  les  coordonnées  du  point  où  ce  plan  rencontre  la  droite 
donnée,  écrivons  les  équations  de  celle-ci  sous  la  forme 

X  —  x'  =>  a  (z  —  z*)  —  (x'  —  az'  —  p), 

Les  trois  dernières  égalités  conduisent  aux  valeurs  suivantes  : 

a{x'^p)  +  b{y'  —  q)^z' 

y-*^ a«  +  6«  +  i +  P' 

a{x'—p)  +  b{y'  —  q)  +  z'  ,  ^ 

«  =  « a»  +  y+x  "^P' 

Ex.  I.  Plan  mené  par  rorigine  perpendiculairement  à  la  droite 

X  —  a      y  —  6      3t  —  c 
l  m  n 

R.  te  +  my  +  nar  =  G. 

Ex.  S.  Plan  mené  par  le  point  («'  y'  z')  et  perpendiculaire  à  l'intersection  des  plans 
A«  +  By  +  C2  +  D  =  o,  A'aj  +  B'y  +  C'«  +  D'  =  o. 

R.      («  -  x')  (CB'  —  BC)  +  (y  —  yO  (AC  —  CA')  +  («  —  «')  (BA'  —  AB')  =  o. 

6 
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£x.  s.  Équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (o^  y'  s')  sar  la  droite 
«  —  ojr  —  p  =  o,    y  —  6z  —  9  =  0. 

La  droite  cherchée  est  Tintcrsection  de  deux  plans  :  Pan  passant  par  le  point  et  la 
droite  donnéci  Tautre  passant  par  le  point  eC  perpendiculaire  à  la  même  droite;  ses 
équations  seront  donc 

«  —  az  —  p  y  —  ft<f  —  ç 

a'  —  oi'  —  p      y'  —  az' —  q  * 

o  (x  —  *')  +  *  (y  —  y')  +  «  —  «'  =  o. 

Ex.  4.  Etant  donné  un  triangle  ayant  pour  sommets  les  points  (x' jr'  z'),  {sb"  $'^  s"), 
(x'"  y"'  z^'*),  montrer  que  les  plans  perpendiculaires  aux  côtés  et  passant  par  leurs 
milieux  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

Un  plan  quelconque  perpendiculaire  k  la  droite 

»  —  «'       y  —  y'       z  —  z' 


a  pour  équation 

(x"-«')«  +  (y"-y')y  +  (ir"-«')^  +  i  =  0. 

En  substituant  à  «,  y,  ;r  les  coordonnées  du  milieu  des  points  (s/  y'  <0#  (^"  y''  ^")9 
il  vient 

1 h^=o- 

2  2  2 

L'un  des  plans  cherchés  sera  donc 


«"■  —  «'»  4-  !/"■  —  «'■  4-  «"•  —  ;»'• 
(ar"-«')a5  +  (y"-y')y  +  (;8"-j');ï ^î^-^^^ ?^--i= =  0. 

2 

On  trouvera  également  pour  les  équations  des  deux  autres 

(«*— «'")x+(y'  -y'")  y  +(«'  -  *"')«-  ^ — ^^ — ^^ —  =  o. 

2 

En  ajoutant  ces  trois  équations  membre  à  membre,  il  vient  o^o;  donc,  les  plans 
passant  par  une  même  droite. 


CHAPITRE  IV. 

PLAN     ET     UIGN6     DROITE. 
OoordounéM  tétrRôdrlqnes. 


SoHMiiiE.  —  Définition  dti  coordannétê  létraéiriquM.  —  Btlalion  fondamMtalt,  — 
Diëtanee  d»  dtax  fOinU.  —  Eqwtlion  du  plan  ;  relation  mirt  Ut  ptrpendieHlairu 
abaïMétt  des  êojnmtti  4ii  Utraidre  de  rifirawt  lur  un  plan.  —  Rtpriêtntalion  d»  la 
Ugne  ifoilt;  coefficient*  direttturi.  —  Problèiaci, 

%   1.    DÉFINITIONS,    ÉQUATION   Dtl    PUN   ET   DB   LA    LlflNB   DROITE. 

M,  Considérons  un  tétraèdre   1234  {fig.  19)  dont  les  faces  opposées 
aax  sommets  i,  2,  3,  4  sont  représentées  par  les  équations 

(i)     A  =  XC08  ai  +y  cosPi  -J- 2 cos  yi  —  jr,  =  o, 
(2)     B  =  a:  cos  ai  -\-y  cos  ^i  +  «  COS  yt  —  iri  =  o, 
(3}     C  ="  a;  cos  cn-^y  cos  ^i-^zco&ys  —  jt,  =  o, 
(4)     D  =  x  C08  at -\- y  cos  ^t -\- z  cos  y,  —  n»  =  o. 
Nous  supposons  que  le  tétraèdre  est  rapporté  à  un  système  d'axes 
rectangulaires,  l'origine  étant  dans  l'inlérieuF  de 
ce  solide.  On  appelle  coordonniet  titraédriqueê 
d'un  point  U,  ses  distances  positives  ou  négatives 
aux  faces  du  tétraèdre, 

Si  00  regarde  comme  négative  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'origine  sur  l'une  des  faces,  il 
faudra  attribuer  le  même  signe  k  la  coordonnée  t^,,.  ». 

relative  à  cette  face,  si  le  point  H  est  dans  la  même  région  de  l'espace  que 
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Torigine;  pour  un  point  situé  de  l'autre  côté  de  la  même  face,  la 
coordonnée  sera  positive.  La  position  du  point  M  est  complètement 
déterminée,  lorsque  l'on  connaît  en  grandeur  et  en  signe  trois  de  ses 
distances  aux  faces  du  tétraèdre;  car,  si  on  donne,  par  exemple,  les 
distances  MP,  MQ,  MR  (fig.  19),  on  élèvera  des  perpendiculaires 
aux  plans  A,  B,  G,  sur  lesquelles  on  prendra  des  longueurs  égales 
aux  coordonnées  dans  le  sens  indiqué  par  leurs  signes;  si  on  mène 
ensuite  par  leurs  extrémités  des  plans  respectivement  parallèles  aux 
faces  A,  B,  G,  ils  se  rencontreront  suivant  un  seul  point  qui  répond 
aux  coordonnées  données. 

D'après  la  signification  du  premier  membre  des  équations  des  faces, 
un  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  Xi,  yi,  zi  aura  pour 
coordonnées  tétraédriques  les  nombres  positifs  ou  négatifs 

Al  =  Xi  cos  a<  -|"y*  ^^^  P«  "1"  ^«  ^^5  7«  —  ^*> 
B|  =s  Xi  cos  «ï  -[-  yi  cos  j3«  -^  zi  cos  yt  —  ttj. 

Cl  =  Xi  cos  «s  4"  y«  ^^s  P»  4"  ^«  c^^  ys  —  ^3» 

D|  =  Xi  cos  OL^  -{-  y  I  cos  Ç>^  -J"  ^«  ^^s  y  a  —  7^4. 

On  peut  donc  regarder  les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point 
comme  étant  des  fonctions  des  coordonnées  cartésiennes  définies  par 
les  équations  (i),  (2),  (3),  (4).  Nous  représenterons  ces  coordonnées 
par  les  lettres  A,  B,  G,  D.  Le  tétraèdre  fixe  1234  se  nomme  le  tétraèdre 
de  refermer. 

Puisqu'un  point  de  l'espace  est  déterminé  par  trois  coordonnées,  la 
quatrième  est  une  conséquence  des  autres,  et  il  doit  exister  une  relation 
entre  les  coordonnées  tétraédriques,  telle  qu'on  puisse  calculer  Tune 
d'elles,  lorsque  les  trois  autres  sont  données.  Afin  de  l'obtenir,  joignons 
le  point  M  aux  sommets  i,  ?,  3,  4,  et  exprimons  que  la  somme  des 
volumes  des  tétraèdres  qui  ont  leur  sommet  commun  en  M  est  égale  au 
volume  du  tétraèdre  de  référence.  Soient  a,  6,  c,  d  les  aires  des  faces 
A,  B,  G,  D,  et  y  le  volume  du  tétraèdre  fixe.  En  remarquant  que  les 
hauteurs  des  tétraèdres  intérieurs  sont  les  coordonnées  tétraédriques 
—  A,  —  B,  —  C,  — Dde  ce  point,  on  aura  l'égalité 

(s)    —  aA  — 6B  — cG  — dD  =  3V. 
Il  est  facile  de  vérifier  que  celte  relation   a  lieu  quelle  que  soit  la 
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position  du  point  M  dans  TespacB.  Ainsi,  par  exemple,  pour  le  point  Ms, 
la  coordonnée  A  est  positive;  mais,  dans  ce  cas,  il  faut  retrancher  le 
tétraèdre  qui  a  pour  hauteur  A  de  la  somme  des  trois  autres  pour  obtenir 
le  tétraèdre  de  référence;  donc,  Ai,  Bt ,  Ci,  Di  étant  les  coordonnées  du 
point  Ht,  on  aura  encore 

—  aA,  —  6B2  —  cCî  -  dDf  =  3V. 

En  vertu  de  la  relation  fondamentale,  il  suffit  de  connaître  des  quantités 
proportionnelles  aux  coordonnées  tétraédriques,  pour  en  déduire  leurs 
valeurs.  Supposons  que  les  coordonnées  d'un  point  soient  proportionnel- 
les à  f,  9,  A,  t  ;  on  écrira 

A_B_C_D__Aa  +  B6  +  Cc  +  Dd_ 3y 

f      g      h       i       /b -)- 96  + /rc -|- trf  af'\-bg-\-eh-\-di^ 

d'où 


a/""!-  6gf  +  cfc  -}"  ^*  '  <»A+  ^5  +  cA  +  di 


0/"+  bg-\-eh  +  di  «/^+  6j  +  (?A  -|-  di 

•1.  Plus  généralement,  on  nomme  coordonnées  tétraédriques  d'un 
point,  les  produits  de  ses  distances  aux  faces  du  tétraèdre  par  des 
constantes  lym^n^p  différentes  de  zéro,  positives  ou  négatives;  en  les 
représentant  par  X,  Y,  Z,  T,  on  aura,  par  définition^ 

X  =  M,     Y  =  mB,     Z  =  iiC,     T  =  pD. 

Les  constantes  /,  m,  n,  p  se  nomment  les  paramètres  de  référence. 
II  est  évident  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  X,  Y,  Z,  T,  correspond 
un  seul  système  de  valeurs  pour  A,  B,  (1^  D,  et,  par  suite,  un  seul  point 
dans  l'espace.  Enfin,  ces  coordonnées  seront  liées  entre  elles  par  la 
relation 

aX  ,  6Y  ,  cZ  ,  rfr 

-T--1 =  —  3V. 

l     ^   m   ^   n    ^    p  ^ 

Lorsque  les  faces  d'un  tétraèdre  sont  représentées  par  des  équations  de 
la  forme  ox  +  fty  +  Ci?;  +  d  =  o,  on  peut  prendre  pour  les  coordonnées 
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tëtraëdriques,  les  nombres  positifs  ou  négatifs 

X  =  aix  +  biy  +  ci«  +  rfi, 
Y  ==  ùfX  H-  6,y  +  Ctz  +  rf*, 
Z  =  aso:  +  bj^y  +  Cjz  +  ds, 
T  =  CiX  +  64^  +  C4«  +  d^; 

les  paramètres  de  rëférenec  ont  alors  pour  valeurs 

/=-|/aî+6î+cî,    m=|/aî+frî+cî,    n^/aj+^î+cî,    p=|/a;+6î+cî. 

Si  on  pose 

,      a  6  c  d 

il  vient 

^      aA      ^      6B      „      cC      ^      rfD 
X=  — ,     Y  =  -,     Z  =  -.,     T=— ; 

3  3  3  3 

ce  sont  les  volumes  des  quatre  tétraèdres  partiels  ;  on  les  appelle 
coordonnées  volumes;  en  les  désignant  par  Vj,  Vi,  Vs,  V4,  on  aura 
régalité 

Vi'\-Vt  +  Vi-\-Vé  =  —  V. 
En6n,  si  on  prend  pour  les  coordonnées  d'un  point  les  rapports 
V  '     v*  '      \F  '     ÂF  ^     ^^  relation  fondamentale  devient 

où  Ç,  y),  Ç,  r  représentent  ces  rapports. 

Les  coordonnées  Ç,  y},  Ç,  r  se  nomment  barycentriques  ou  rapports 
coordonnés. 

Remarqm.  Nous  voulons  dès  à  présent  avertir  le  lecteur  que  nous 
supposerons  toujours,  dans  cet  ouvrage,  que  les  paramètres  de  réfé- 
rence sont  égaux  k  l'unité;  de  sorte  que  les  coordonnées  tétraédriques 
d'un  point  seront  ses  distances  aux  faces  du  tétraèdre  fondamental.  On 
les  appelle  aussi  quelquefois  les  coordonnées-distances  d'un  point. 


—  87  — 

•9.  Trouvtr  Uê  coordonnées  d'un  point  H  qui  dimia  la  ditUmce  d» 
deux  points  donné!  P{A'B'C'D'),  Q(A"B"C"I>")  m  deux  legmenl»  dont 
le  rapport  eil  égal  à  -  ■ 

Soit  (A,  B,  C,  D)  les  coordonnées  du  point  M.  Abaissons  des  points 
P,   H,   Q   des   perpeodiculaires   sur   la 
hce  A,  et  menoas  ensuile   PK  et  HH 
perpeodiculBircment  k  QR.  On  «are 

KH_PM_£ 

oa  bien  fi|.  w. 

A  — A'^f 
À"  —  A      m 
D'où  OD  tire 

^       fA"  +  wiA' 
*~     (  +  tn     * 

Od  trouverait  semblablement  poor  les  autres  eoordonDées 

„      fB"  +  mB'      „      fC"  +  mC'  ID"  +  mP' 

" i  +  m     '     ^"     l  +  m     '  l-\-tn      ' 

En  particulier^  pour  le  point  milieu  de  PQ,  on  aura 

A.di+i:,  B_5i5:,  c-5i£:.  D_5^t5:. 

2  2  2  2 

•S.    Trouver   l'exprettion   de   la  diilance   de   deux  pointa  dotmi» 
P{A'B'C'D'),  Q(A"B"C"D"). 
D'après  la  relation  rondamentele,  on  a  d'abord  les  égalités 

aA'  +  tB'+fC'  +  rfD'  =  — 3V,     aA"  +  6B"  +  eC"  +  rfD"  =  — 3V. 

En  retranchant  ces  équations  membre  k  membre,  et  posantp^A" — A', 
ç^B"  — B',  r  =  C"  — C,  «  =  D"  — D',  il  viendra  l'équation 

(Jt)        ap-{'bq-\-er+d8  =  o. 

■    Désignons  par  Ai,  Ai,  Ai,  A4  les  hauteurs  du  tétraèdre  ou  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  sommets   1,  2,  3,  4  sur  les  faces  opposées;  par 
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^9  ^y  7»  ^  I^^  angles  de  la  droite  PQ  avec  ces  hauteurs;  par  A  la  distance 
cherchée.  Si  nous  projetons  successivement  la  longueur  PQ  sur  les 
hauteurs,  nous  aurons  les  égalités 

p  s=  A  cos  a,    ç  B=s  A  cos  (3,    r  =  A  cos  7,    «  =  A  cos  d. 

Mais,  d'après  la  théorie  des  projections  (N"*  5),  les  angles  d*une  droite 
avec  trois  axes  obliques  satisfont  à  une  relation  de  la  forme 

où  les  coefficients  Hi,  an,  an  etc.  sont  des  quantités  qui  dépendent  des 
angles  des  droites  fixes.  Appliquons  cette  formule  au  cas  où  les  droites 
fixes  sont  les  hauteurs  Ai,  At,  As»  et  remplaçons  cos  a,  cos  |3,  cos  y  par 

leurs  valeurs  t  »  t  »  t  '    on  arrivera  k  Tégalité 

A    A    A 

H|A*  =  «hP*  -f"  ^"9*  +  «33r*  +  «ifpç  +  anpr  +  a^qr. 

De  plus,  de  la  relation  (k)  on  tire 

ap^  =  —  bpq  —  cpr  —  rfps, 
bq^  =  —  apq  —  cqr  —  dqs^ 
cr*  =  —  apr  —  hqr  —  drs. 

La  combinaison  de  ces  équations  permet  d'éliminer  les  carrés  p*,  9%  r', 
et  d'arriver  à  une  équation  de  la  forme 

A*  =  kitpq  4-  ki^pr  +  ki^ps  +  k%zqr  +  kuqs  +  kz^rs. 

Les  coefficients  kw^  k\z  etc.  pourraient  se  calculer  par  les  équations 
précédentes;  mais  il  est  plus  facile  de  déterminer  leurs  valeurs,  en  faisant 
coïncider  les  points  donnés  successivement  avec  les  sommets  du  tétraèdre. 
Remplaçons  d'abord  p,  q^  r,  s  par  leurs  valeurs;  la  formule  précédente 
deviendra 

A*=it„(A"-AO  (B"-B')+fci5(A"- A')  (C"-C')+Au(A"- AO(D"-D') 
+*«(B"— B')  (C— C')+*.4(B"— B')  (D"— D')-|-A54(C"— C')(D"— D'). 

Soient  dit»  dis,  du,  d»,  ds4,  ds4  les  arêtes  du  tétraèdre;  les  coordon- 
nées des  sommets  étant  i(—  Ai,  0,0,0),  2(0, —  Af,  0,0,),  3(0,0, — As,  o), 
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4(o,  Oy  o,  —  Ai),  on  doit  avoir  les  relations 

D'où  Ton  tire 

k j^.  k ^,  k ^. 

^'^  jt ^.  fc ik,  A ^. 

L'expression  de  la  distance  des  deux  points  sera  finalement 
A»  =  —  r^  (A"— A')(B"— B')+  f^  (A"-A')(C"-C')+ft  (A"— A')(D"— D') 

-1-  ^ (B"—  B')  (C—  C)  +  ^  (B"—  B') (D"-  D')  +  ^  (C—  C)  (D"—  D') ]• 

Aj/lj  Aj'*4  '•s'**  J 

Pour  simplifier  récriture,  posons 
9(AB'+  BA')  ==-[,%  (AB'+  BA')  +  ^  (AC'+  CA')  +  ^{AD'+  DA') 

La  formule  qui  donue  la  distance  de  deux  points(A,B,C,D),(A^B',C^D') 
sera  de  la  forme 

(IIÏ)     A»  =  9  (An)  +  (p  (A'B')  —  9  (AB'+  BA'). 

64*  Distances  d'un  point  aux  sommets  du  tétraèdre  de  référence. 
Supposons  que  le  second  point  (A'fi'C'D')  coïncide  avec  le  sommet 
I  ( —  Ai  O;  o^  o)  du  tétraèdre.  On  aura 

(p(A'BO  =  o,     (p(AB'  +  BA0-^B+Ç5c+$iD; 

'•«  /I3  n^ 

par  suite,  la  dislance  Ai  d'un,  poinl  (A,  B,  C,  D)  de  l'espace  au  sommet  i 


—  90  — 
sera  déterminée  par  la  formule 

(IV)   aî  =  ,(ab)-[^b+^c+^d]. 

On  trouve  de  la  même  manière  pour  les  distances  de  ce  point  aux 
autres  sommets 

A«=.9(AB)-r^A+^C  +  ^Dl, 

[d*  d*  rf»      1 

i:  =  ,(A.)-[SiA+^^'B+&C 

Si  on  introduit  les  hauteurs  du  tétraèdre  dans  la  relation  fondamen- 
tale aA-l-frB  +  cC-}-c(0=s  —  3V,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme: 

7--f-7--{--r--[-'r-  =  —  I.  Cela  étant,   multiplions  respectivement  les 

Al       Al       /I3       ni 

équations   précédentes    par  t-  '  r"  '  ïT  '  r   ^^    ajoutons-les    membre 

Af       Aj       As       A4 

à  membre.  Il  viendra 

Il  en  résulte  que  les  dislances  d'un  point  de  Tespace  aux  sommets  du 
tétraèdre  sont  liées  par  la  relation 

A!         Aî         Aî         Aî 

66.  Équation  homogène  du  premier  degré.  L'équation  homogène  du 
premier  degré  cnire  les  coordonnées  tétraèdriques 

(6)      /A  +  mB  +  wC  -f  pD  =  o, 

est  aussi  du  premier  degré  en  x,  y,  7,  si  on  remplace  A,  B,  G^  D  par 
leurs  valeurs  :  elle  représente  donc  un  plan  qui  peut  être  quelconque  vu 
l'indétermination  des  constantes  /,  m,  a,  p« 
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Toute  équation  à  deux  termes  de  la  forme 

(7)      /A  +  mB  =  o, 

définit  un  plan  passant  par  Taréte  34  du  tétraèdre;  car,  elle  est  satisfaite 
par  tous  les  points  communs  aux  faces  A  et  B.  On  en  tire 

A  m 

B  T' 

équation  qui  exprime  que  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  d*un 

point  du  plan  qu'elle  représente  sur  les  faces  A  et  B  est  constant.  En 

A 
particulier^  pour  les  plans  bissecteurs  du  dièdre  AB,  on  aura 

A       ,  A 

B  =  +''         B=""'* 

ou  bien 

A— B  =  o,      A+B  =  o. 

Il  sera  facile  de  vérifier  qu'en  général  toute  équation  du  premier 
degré  h  deux  termes  représente  un  plan  passant  par  l'une  des  arêtes 
du  tétraèdre. 

Considérons,  enfin,  l'équation  homogène  h  trois  termes 

(8)      /A  +  wtB  +  wC  =  o. 

Elle  est  satisfaite  par  le  point  commun  aux  faces  A,  B,  G  :  elle  définit 
donc  un  plan  qui  passe  par  le  sommet  4  du  tétraèdre,  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  constantes  /,  m,  n.  En  général,  une  équation 
à  trois  termes  représente  un  plan  mené  par  Tun  des  sommets  du 
tétraèdre  de  référence. 


I.  Signification  des  constantes  de  l'équation  du  premier  degré.  Si 
dans  l'équation  (6)  on  introduit  les  coordonnées  cartésiennes,  on  trouve 

(Icosoii+mcosat  +  ncosoLz'^'pcosaA)  3c  -{-  (/  cos  jBi  +  m  cos|3ï+iicos/33+pcos(34)y 
+(<cosyi+''»cosy«+ncosy5-|-pcosy4)z — (/7ri+m7ri-}-n7r5+/'^4)  =  o. 

Soit  Pi  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  i  du  tétraèdre  sur  ce 
plan;  en  remarquant  que   les  coordonnées  cartésiennes  de  ce  point 
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annulent  B,  C,  D,  tandis  que  A  prend  la  valeur  —  ht  pour  ees  inémes 
coordonnées,  il  viendra 

-/Al 


où  P,  Q,  R  sont  les  coefficients  de  x,  y,  z  dans  Fëquation  du  plan.  En 
développant,  on  trouve  facilement  que  la  quantité  sous  le  radical  du 
dénominateur  se  réduit  à 

/*  +  m*  -j-  ^**  +  P'  —  ^^^  ^^^  {^^)  —  2/n  cos  (ac)  —  2lp  cos  (ad) 
—  2mn  cos  (6c)  —  2mp  cos  (6rf)  —  2np  cos  (ed)  ; 

cos  (ab)  désigne  le  cosinus  de  Pangle  des  faces  A  et  B  ou  le  supplément 
de  l'angle  des  normales,  et  il  faut  attribuer  une  signification  analogue 
aux  expressions  cos  (ad),  cos  (ae)  etc.  Afin  d'abréger,  nous  représenterons 
la  quantité  précédente  par  la  notation 

I  /,  m,  n,  p  j«. 
Cela  étant,  Texpression  de  la  perpendiculaire  pi  peut  s'écrire 


P*  = 


I  /,  w,  n,  p  j 


On  trouverait  de  la  même  manière  pour  les  perpendiculaires  pt,  ps»  p* 
abaissées  des  sommets  2,  3,  4  sur  le  plan  (6) 

—  mh%  —  nht  —  pfci 

j/,m,n.p}      '^        I  /,m,n,p  }      ^        |  /,  m,  n,  p  | 

On  en  déduit  les  égalités 

l      m       n       p 

Al      At      As     A4 


ou  bien,  en  remplaçant  Ai  par  — etc., 

a 


l        m        n        p 
cipi  "~  6pi  ~~  cps  "~*  rfp4  ' 
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L'ëquation  homogène  du  premier  degré  peut  donc  se  mettre  sous 
la  forme 

ou 

(lo)  apik  -|-  6pjB  -|-  cpzC  -}-  rfpiD  =  o. 

Les  quantités  pt,  p%j  p^,  Pa  doivent  satisfaire  à  une  certaine  relation 
en  vertu  de  laquelle  Tune  d'elles  est  déterminée  lorsqu'on  donne  les 
trois  autres;  car,  la  position  du  plan  ne  dépend  que  de  trois  perpendicu- 
laires. Des  égalités  précédentes,  on  tire 

Aî      hl      AJ      AJ  (A,  '  A,  '  A/  A4) 

et,  par  suite, 

— 2r-T-cos(6c) — 2  7-Ç-cos(6a) — 2  7-i~cos(ca)=i; 
AjAs  A4A4  Ai  A4 


ou  bien 


(VU)    a*PÎ+6*p«+^*/'3~l"^*P4 — 2p<pîa6cos(a6) — 2pipsaccos  (ac) 
— 2pip4a(/cos(a6() — 2pjp36ccos(6c) — 2ptp46dcos(6(f) — 2p5p4cdcos(cd)=9V*. 

67.  Plan  à  l'infinû  Si,  dans  l'équation  homogène  du  premier  degré, 
on  pose  /  =  a,  m  =^  6,  n  =  c,  p  =  d,  il  vient  l'égalité 

(II)    aA  +  6B  +  cC  +  dl)  =  o, 

qui,  d'après  la  relation  fondamentale,  équivaut  à  3y  =  o,  ou  à  une 
constante  égalée  à  zéro.  Pour  le  plan  qu'elle  définit  on  doit  avoir 

a  6         c         d 

api      bpi      cpz      dpA 

c'est-à-dire  que  les  perpendiculaires  pi,  pt,  ps,  p4  doivent  être  égales; 
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ce  qui  est  impossible  i  moins  qu^elIes  ne  soient  inCniment  grandes. 
Donc,  réquation  (ii)  doit  être  interprétée  comme  représentant  un  plan 
à  l'infini  dont  la  situation  est  indéterminée. 
Étant  donné  un  plan  /A  -[-  wiB  +  nC  -|-pD  =  o,  Téquation 

(12)    /A  +  mB  +  nC  +  pD  —  k{ak  +  6B  +  cC  +  dD)  =  o, 

représentera  un  plan  quelconque  parallèle  au  premier,  si  k  est  un 
paramètre  arbitraire;  car,  les  points  communs  au  plan  (12)  et  au  plan 
donné  sont  situés  dans  le  plan  à  l'infini  aA  +  6B  -f-  cC  +  dD  =  o. 

68.  Représentation  de  la  ligne  droite.  Deux  équations  simultanées 
du  premier  degré  de  la  forme 

/A  +  mB  +  nC  +  pD  =  o,    /'A  +  m'B  +  n'C  +  p'D  =  o, 

sont  satisfaites  par  les  coordonnées  des  points  communs  aux  plans  qu'elles 
représentent;  elles  déterminent  donc  une  droite  dans  l'espace,  l'inter- 
section de  ces  plans. 

Lorsqu'une  droite  de  l'espace  est  définie  par  deux  points  P(A'B'C'D'), 
Q(A''B''C''D"),  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points  sont 
données  par  les  formules 

^       /A"  +  niA'     _      /B"  +  wB'     ^      /C"  +  mC'     ^      /D"  +  twD' 

As=i ï— i »     "  = n »     t]=  p- 9     C==  r-- f 

/  +  m  l-f-m  /  +  m  l  +  m 

où  /  et  m  sont  des  paramètres  variables. 

Enfin,  supposons  qu'une  droite  soit  définie  analytiquement  par  les 
équations 

/A  +  »wB  4-  nC  +  pD  =  o,     /'A  +  m'B  +  n'C  +  p'D  =«  o, 

et  assujettie  à  passer  par  un  point  donné  (A'B'C'D'j.  On  aura  d'abord 
les  relations 

l\f  -|_  mW  +  nC  +  pD'  «  o,     /'A'  +  m'B'  +  n'C  +  p'D'  «  o, 
rtA'  +  6B'  +  cC  +  dD'  =  —  3  V,     oA  +  6B  +  cC  +  dD  =  —  3V. 

Si  on  les  combine  par  soustraction  avec  les  précédentes,  on  trouve 
que   les   coordonnées  d'un   point   quelconque   de   la   droite   doivent 
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satisfaire  aui  équations 

/  (A  -  A')  +  iw  (B  -  B')  +  n  (C  —  C)  +  p  (D  —  D')  =  o, 

/'  (A  —  A')+  m'  (B  —  B')  +  n'  (C  -  C)  +  p'  (D  —  D')  =  o, 

a(A— A')  +  6(B  — B')  +  c(C  — C')  +  d(D  — D')«o. 

En  les  résolvant  par  rapport  aux  différences  A  ^  A%  B  —  B',  C  —  C% 
D  —  D'y  on  arrivera  à  mettre  les  équations  d'une  droite  qui  passe  par 
un  point  sous  la  forme 


A— A'      B  — B' 
Al  It 


D  — D^ 
A4 


les  constantes  A«,  At,  As,  A4  sont  proportionnelles  aux  déterminants 


m    ft    f> 

9 

w'  n'  p' 

6     c     d 

l    n     p 

a    c     d 


l  m  p 
V  m'  p' 
((     b     d 


l  m  n 
V  m'  n' 
abc 


c'est-à-dire,  qu'elles  satisfont  aux  équations 

/A|  -f-  m\%  +  nAj  +JP^*  =  o> 

/'Al  +  m'Aj  -|-  n'As  +p'A4  =  o, 

aki  4"  6A1  -|-  cAj  4^A4  =  o. 

Mais,  si  on  projette  la  distance  p  d*un  point  variable  (A,  B,  C,  D)  de  la 
droite  au  point  (A'  B'  C  lï)  successivement  sur  les  hauteurs  du  tétraèdre, 
on  aura 

A  —  A'==pcosa,     B  — B'c=pcos(3,     C  — C'=pcosy,    D  — D'=pco8d; 

a,  p,  y,  d  désignent  les  angles  de  la  droite  avec  les  hauteurs  Ai,  Ai,  As»  A4 
du  tétraèdre.  On  en  déduit 

A  — A'      B  — B'      C  — C      D  — D' 


ces  a  cos  Ci         cos  y 


cos^ 


Posons  Ai  x=  cos  a,  At  =^  cos  /3,  As  as  cos  y,  A4  "==>  cos  d.  Les  équations 
d'une  droite  issue  du  point  (A'  B'  C  D')  seront  finalement 


A'      B  — B'      C  — C      D  — D' 


Ai 


A. 


A4 


=  P> 
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où  les  constantes  ^i^Xt^Xs^Ai  représentent  les  cosinus  de  la  droite  avec  les 
hauteurs  du  tétraèdre;  on  les  appelle  coefficients  directeurs.  Comme 
deux  de  ces  quantités  suffisent  pour  déterminer  la  direction  de  la  droite, 
il  doit  exister  entre  elles  deux  relations  distinctes.  Nous  prendrons  pour 
Tune  d'elles,  Téquation 

(VIII)      ail  +  bit  +  c/,  +  (Ha  =  o, 
ou  bien 

*  _I_      _L      _l_ 

Afin  d*en  trouver  upe  autre,  substituons  dans  la  formule  (N^  65)  qui 
donne  la  distance  de  deux  points,  aux  différences  des  coordonnées  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  de  la  droite,  c'est-à-dire,  A  —  A'  =  A|p, 
B~B'  =  itp,  C-^C'==A5p,  D  — D'  =  i4p.  On  trouve  ainsi  la 
relation 

nihi  Ai/is  nifiA  fithi  ntài  /isAi        J 

ou  bien 

-[abd\\l,  +  acdU\l,  +  add^,,\l,-{-bcdl,k,l, 
+  bddl,).,X,  +  cddl^l,]  =  9V«. 

Afin  d'abréger,  nous  écrirons  simplement  pour  cette  relation 

(IX)        cp(/,A,)=i. 


§    2.    PROBLÈMES. 

•9.  Trouver  les  conditions  pour  que  deux  plans  soient  parallèles. 
Soient 

lA  +  fw  B  +  nC  +  pD  ==  o,     /'A  +  m'B  +  n'C  +  p'D  =  o, 

les  équations  de  deux  plans.  Nous  avons  vu  (N*»  67)  que  tout  plan  paral- 
lèle au  premier  est  défini  par  une  équation  de  la  forme 

/A  +  mB  -f-  nC  +  pD  —  fc  {a  A  +  6B  -j-  cC  +  dD)  =  o, 
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ou  bien 

(/  — Aa)A  +  (m  — ifc6;B  +  (/«  — Ac)C  +  (p  — Ad)D  =  o. 

Pour  que  le  second  plan  coïncide  avec  ce  dernier^  on  doit  avoir 

/  —  ka=lJil'y    m  —  kb=iixm'^    n  —  kc^^'y    p  —  kd  i=3fxp\ 

Il  étant  une  constante.  Si  on  prend  successivement  trois  de  ces  équations 
pour  éliminer  k  et  f/,  on  trouvera  pour  les  conditions  du  parallélisme 
des  deux  plans 


p   l  m     =o. 
p'  /'  m' 
d   a    b 


70.  Déterminer  le  point  d'intersection  d'une  droite  et  dun  plan. 
Supposons  d'abord  que  la  droite  soit  définie  par  deux  équations  de 
la  forme 


l  m   n 

==o, 

V  m'  n' 

abc 

m  n   p 

=  o, 

n   d   l 

—  0, 

m'  n'  p' 

n'  d'  /' 

1 

6    c    d 

c   d   a 

/A  +  mB  +  nC  +  pD  =  o,    /'A  +  m'B  +  n'C  +  p'D  =  o, 


et  soit 


AA  +  fiB  +  vC  -}-  ttD  =  o, 


celle  du  plan  donné.  Les  coordonnées  cberchées  doivent  satisfaire  à  la 
fois  à  ces  équations  ainsi  qu'à  la  relation  fondamentale 

aA  +  6B  +  cC  +  rfD  =  — 3V, 

Il  suflSra  donc  de  les  résoudre  pour  obtenir  ces  coordonnées. 

Pour  que  la  droite  soit  parallèle  au  plan,  il  faudra  que  le  dénomina- 
teur des  valeurs  obtenues  soit  nul,  ct^  par  suite,  on  doit  avoir  la  relation 

/   wi    71   p    I  «=  o. 
/'  m'  n'  p' 

a    b    c    d 
Lorsque  la  droite  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 
A— A'      B-B'      C  — C      D  — D' 


Al 


h 


As 


A4 


=  P: 
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on  en  tire  A  =  A' +  >,p,  B^B'  +  A^p,  C  =  C'  +  >5p,  D  =  D'  +  A,p. 
Substituons  ces  valeurs  dans  Tëquation  du  plan  donné  :  il  viendra 

A  (A' +  Xip)  +  pi  (B' +  A.p)  4- V  (C  +  A3p)  +  TT  (D' +  ^4?)  =  o. 

On  en  déduit  pour  la  distance  du   point  d'intersection  de  la  droite  et 
du  plan  au  point  (A'  B'  C  D') 

^       IX'  +  ixB'  4-  vC  +  7rD^ 
^  ■""        //,  +  fA/s  +  v/s  +  7r/4  ' 

La  condition  du  parallélisme  de  la  droite  et  du  plan  sera 

/A|  -}-  f*^-2  +  vh  -f-  7r/4  =  o. 
Si  on  avait  à  la  fois 

/A'  +  y.ir  +  vC  +  ttD'  =  o, 

/.X|  -["  |^^'«  "h  ^^5  "l~  ^^*  ^^  ^> 

la  droite  serait  complètement  dans  le  plan  donné. 


7 1 .  Trouver  V équation  du  plan  qui  passe  par  les  points  (Ai  Bi  Ci  Di), 
(AîBsCD,),     (A3B3C3D3). 
Soit 

/A  +  mïJ  +  nC  +  pD  =  o 

réquation  du  plan  demandé.  Gomme  il  doit  renfermer  les  points  donnés 
on  a  les  relations 

/Ai  +  »«B,  +  nC,  +  pDi  =  o, 

/A2  +  mBj  -}-  wCj  +pDa  =.  o, 

/A,  +  W1B5  -f  nCs  +pD3  =  o. 

L*élimination  des  paramètres  donnera  pour  Téquation  du  plan  cherché 


A    B    C    D 
A,  B,  C,  D, 
Ai  Bi  Ct  D« 
A3  Bs  C3  D, 


=  0. 


99  - 


7%,  Trouver  Véquation  du  plan  passant  par  un  point  et  U7ie  droite 
donnés. 

Soient  (A'  B'  G'  D')  le  point  donné  et 

/A  +  wiB  -f  nC  +  pD  =  o,     /'A  +  w'B  +  n'C  +  p'D  =  o, 

les  équations  de  la  droite.  Un  plan  quelconque  mené  par  cette  droite 
est  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

/A  +  mB  +  nC  +pD  =  k  (/'A  +  m'B  +  n'C  +  p'D), 

où  k  est  un  paramètre  arbitraire.  De  plus,  le  plan  passant  par  le  point 
(A'  B'  C  D'),  on  doit  avoir 

/A'  +  mB'  +  nC  +pD'  ==  I:  (/'A'  +  »?i'B'  +  n'C  +p'D'). 

En  divisant  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouve  pour  l'équation 
demandée 

IX  -I-  „iB  +  «C  +  pD  l'A  +  m'B  +  n'C  +  p'D 


/A'  +  fwB'  -f  nC  +pD'      /'A'  +  m'W  +  n'C  +  p'D' 
Si  la  droite  était  définie  par  des  équations  de  la  forme 
A=A, +^«Pi     B  =  B4  +  Àip,     C=Ci+>sp,    D«=D4  4-A4p, 

en  supposant  que  le  plan  demandé  soit  AA  -f-  uB  -f-  vC  +  ^D  =  o,  on 
aurait  les  conditions 

AAi  +  pBi  4-  î'Ci  4-  ^ï>i  =  o> 
AAi  +  fxAj  +  vis  -}-  ^^4  =  o, 
U'  +  piB'  +  vC  +  ttD'  =  o. 

L'équation  du  plan  mené  par  le  point  et  la  droite  serait 


A    B  C    D 

A,  Bi  C,  D, 

A'  B'  C  D' 

Al    Al  A3    A4 


=  0. 


7S.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  données. 

Soient   ii  1%  h  ^4,   pii  fxs  fxs  1*4   les  coeflScients  directeurs  des  droites. 
Par  un  point  quelconque  de  l'espace  0  (Ai  Bi  Ci  Di)  menons  deux  droites 


1 
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parallèles  aux  précédentes,  et  prenons  sur  chacune  d'elles  deux  points 
P  et  Q  à  une  distance  égale  à  l'unité  du  point  0.  Désignons  par  AtBfCiDt> 
AsBsGsDs  les  coordonnées  des  points  P  et  Q  :  on  aura 

A,  =  A,  +  A|,    Bf  =  B,  +  ?.,.     C,  =  C,  +  A5,    D.  =  Di+i4; 

A5=Ai+fjt|,    B5  =  Bi-|-fti,    C3  =  Ci  +  p5,    Ds  =  D, +  (jt^. 

De  plus,  le  triangle  OPQ  donne 

2  —  2  cos  (p  =  PQ  , 

ou  bien,  en  remplaçant  PQ  par  la  formule  qui  donne  la  distance  de  ces 
points  {S^  63) 

S-2C08Ç ri|^|(i,_f..)(A,-f.,)+ik(A_f,,)(X3_p,)4.iL.(A,_M.)(A,_,xJ 

Si  on  développe  le  second  membre,  il  viendra,  eu  égard  aux  relations 

2  —  2  cos  9=2— -ç  (Aifxj  +  /uijÀj), 
et,  par  suite, 

cos  <p  =  -  ç  (X|/ULj  +  IXili). 

Ainsi,  l'angle  des  deux  droites  données  sera  déterminé  par  la  formule 
C0S9 irf!k(X,fx,+f.,À.)+i^(X.p,+p,A,)+0-(À,f.,+fx,iJ 

On  en  déduit  pour  la  condition  de  perpendicularité  des  deux  droites 


1 
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Supposons  maintenant  que  les  droites  soient  définies  par  les  équations 

/A  +  mB +nC  +  pD  =  o.         ..    /iA  +  miB+ niC+piD=o, 
^^  l'A  4-  m'B+n'C  +  p'D  =  0.     ^  *^  /'.A  +  m'.B  +  «'«C  +  p'iD  =  o. 

On  sait  que  les  coefficients  directeurs  de  la  première  sont  proportion- 
nels aux  déterminants 


m   n  p 

>        "~ 

l   n   p 

9 

l   m   p 

9 

l   m  n 

m'  n'  p' 

/'  «'  p' 

V  m'  p' 

l'  m'  n' 

b    e    d 

a   c    d 

a   b    d 

abc 

Afin  d'abréger,  représentons-les  respeclivcment   par  L,  M,  N,  P.  Il 
viendra,  pour  déterminer  les  coefficients  directeurs,  les  égalités 

It      l*      h      >4      [cp(X,X,)]J  I 


L       M       N       P      [<p(LM)]î      [(p(LM)]i 


On  aurait  aussi  pour  la  seconde  droite 


//|  /7.8  ^3  f/4 


Li      Ml      N,      P,      \(^{U^i)]{ 

En  substituant,  dans  l'expression  de  cos  9,  aux  coefficients  directeurs 
leurs  valeurs  tirées  des  égalités  précédentes,  il  viendra 


COS9=  — 


2[<p(LM)K[<p(I'.M.)]i 


^  (LM,+MLi)+fif  (LN4+NL,)+=^(LP4+PL,) 
n^n^  n^n^  n^n^ 


74.  Trouver  Nquation  éPun  plan  renfermant  les  coefficients  directeurs 
de  la  normale  à  ce  plan. 

Supposons  qu'un  plan  soit  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

apiA  4-  ^PtB  +  cp*^  +  rfp^D  =  o. 

Désignons  par  Ai,  Ai,  As,  A4  les  coefficients  directeurs  de  la  perpendicu- 
laire au  plan,  élevée  en  Tun  de  ses  points  0(A'  B'  C  D'  ).  Nous  pouvons 
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eonsîdérer  cette  surface  comme  engendrée  par  le  déplacement  d'une 
droite  (pi  fXi  /uls  ^14)  passant  par  le  pied  de  la  normale  et  restant  perpen- 
diculaire à  cette  ligne.  On  sait  que  la  condition  de  perpendicularité  de 
eesdeux  directions  est  (N"*  75) 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Pour  abréger^  désignons  par  91,  tpt,  fs,  94  les  dérivées  de  la  fonction 
(IX)  du  N^  68^  prises  respectivement  par  rapport  à  Ai,  As,  As,  A4;  elles 
seront  liées  par  la  relation 

A|(pi  +  AtÇî  -j-  As95  -|-  A494  =  2. 

Gela  étant,  la  condition  de  perpendicularité  devient 

(A)      lx^(p^  -{-  (Atf%  +  f^sÇs  +  W494  =  O. 

D'un  autre  côté,  la  droite  (fxi  fxt  ^3 1x4)  menée  par  le  point  (A'  B'  C  D') 
est  représentée  par 

Aj-A'  _  B--JB'      C  —  C  _  D --  D'  _ 

f*l  f^t  1^3  P4 

Si  on  élimine  les  coefficients  directeurs  entre  ces  égalités  et  la 
relation  (&),  on  obtiendra  Pëquation  de  la  surface  engendrée;  on 
trouve  ainsi 

(A  — A')9i  +  (B  — BOcp*  +  (C  — C')cp5  +  (D  — D')94  =  o. 

Posons  /*=  A'cpi  +  B'9î  +  C'çs  +  D'94;  elle  deviendra 

Acpi  +  B9i  +  Ccps  +  D(p4  —  f=  o. 

C'est  une  forme  nouvelle  de  l'équation  d'un  plan  où  les  coeiScients 
des   variables   sont   des   fonctions    des   coefficients   directeurs   de   la 
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normale.  On  peut  la  rendre  homogène  par  la  relation  fondamentale 


et  écrire 


(A        R        f        D\ 

ou  bien 
A(,.+i:)  +  B(<p.  +  /)  +  c(,,+i;)  +  D(9.+£)  =  o. 

75.  Trouver  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  un  plan  donné. 
Supposons  d'abord  que  le  plan  soit  représenté  par  Téquation 

On  sait  que  les  quantités  pi,  ps,  ps,  p*  satisfont  à  la  relation  (N<>  66,  VI) 

\Pl,    Pi,    L',    ?-*f==:i. 
Al      ht      As      A4) 

Désignons  le  premier  membre  par  F(p),  et  par  Fi,  Fi,  Fs,  Fi  ses 
dérivées  prises  respectivement  par  rapport  à  pifPu  P')  P*'  L'équation 
précédente  peut  encore  s'écrire  sous  la  forme 

(A)     -piF|  +  -pîF«  +  -p5F5  +  "P*P*  =  ^* 

^  4  Jb  m» 

Si  on  représente  par  Ai,  Bi,  Ci,  D|  les  coordonnées  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire pi^  par  Ai,  As,  A3,  A4  les  coefficients  directeurs  de  la  normale 
au  plan,  on  aura  (N"  68) 

.        A.+Ai       .        B,       ,        C,       ,        D,. 

P\  Pi  Pl  Pi 

d'où 

Ai=3Aipi  —  Al,     Bi=piA„     Ci  =  piAs,     Di=piA4. 
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D'un  autre  côté,  Péqualion  du  plan  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  comme  le  point  (Âi  Bi  C|  D|)  appartient  à  cette  surface,  on  aura,  en 
substituant, 

—  AiÇi  +p«  (A|(p4  +  /t9«  "4"  ^sçs  +  ^494)  —  /*==  o. 
D*où  on  déduit 

2pi  =s-{-A|(pi  +/". 

On  trouverait  semblablement 

2p«  =  +  ^*9^  +  A 

2p4  =  +  A4Ç4  +  /". 

Multiplions    ces    égalités    respectivement    par    ?- »    r~»    j-j    t-; 

Al       As       As      A4 

il  viendra,  eu  égard  à  la  relation  T-+T""f"r-"f*r  =  °> 

Al       At      As      A4 


ou  bien 


^   '      A.  ^  A,  ^^  As  +X"^^ 


II  s'ensuit  que  pour  tous  les  plans  parallèles  au  plan  donné,  c'est-à-dire, 
pour  les  plans  qui  admettent  les  mêmes  valeurs  de  A|,  }.f,  As,  A4,  les 
équations  (h)  et  (V)  seront  satisfaites  quelles  que  soient  pi,  pt,  ps,  P4; 
on  doit  donc  avoir 

^=+£f.,    ^=+iF.,   r=+-F'.    r=+-F- 

Al       *  2  Ai       *  2  As       *  2  A4       '2 

On  peut  donc  prendre  pour  les  coefficients  directeurs 

ii==zb-AiFi,     i2  =  i:-A,F«,     i3  =  =fc-A5Fs,     X4  =  ±-A4F4 

2  2  2  2 

suivant  les  deux  directions  opposées  de  la  normale, 
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ou  bien,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs, 

>,  =L ^  cos  (ao)  — 7-  cos  (ac)  —  ^  cos  (ad), 

^f  =  Çî  — Ç!  COS  (ah)  —  -T^  cos  (bc)  —  Ç^  cos  (6rf), 
n%      ht  riz  A4 

As  =  T-'  — T-  cos  (oc)  — Çî  cos  (6c)  —  Ç^  cos  (cd), 

As        Al  A«  A« 

A4  =  ?-  —  1-  cos  (ad)  —  Çî  cos  (6d)  —  r-  cos  (cd), 
A4       Al  A«        ^     '       As 

Si  réquation  du  plan  donné  est  de  la  forme 

ap^A  +  6p,B  +  cpjC  +  dp^D  =  o, 
on  trouve  pour  les  coefficients  directeurs  de  la  normale,  en  remplaçant 
A,  par  =i— etc., 

A,  =  —  [ap^  —  6pj  cos  {ah)  —  cp;^  cos  (ac)  —  dp^  cos  {ad}'], 

Aj  =  —  [5p,  —  ap^  cos  (a6)  —  cp^  cos  (6c)  —  dp^  cos  (6d)], 

A5  =  — :  [cp^  —  ap^  cos  (ac)  —  6p,  cos  (6c)  —  dp^  cos  {ed)]f 

A^  ==  — -  [dp^  —  ap^  cos  (ad)  —  6pj  cos  (6d)  —  ep,  cos  (cd)]. 
3^ 

Enfin,  lorsque  réquation  du  plan  est  /A-|-niB -|-nC-|'pD  =  o,  on 
sait  que 

Pi -,/     Pï ^«,      P3 .  „      Pa ^^ 

__«;,    ^^-«m,    ^_*«,    -_«p, 

ou  a  est  une  constante.  Substituons  ces  valeurs  dans  la  relation 

Pi,    ?i,    El,    Pif^i; 

A|  *«  *5  *4Î 
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il  viendra 

cty  par  suite. 


I 

a  = • 


Les  coefficients  directeurs  de  la  normale  auront  pour  expressions 

^       /  —  m  cos  {ah)  —  n  cos  {ac)  —  p  cos  {ad) 

I  /,  m,  n,  p  I 

j  tn  —  /cos  (a6)  —  n  cos (6c)  —  p  cos  (6d) 

^  n  —  f  cos  {ac)  —  m  cos  (6c)  —  p  cos  (cd) 

|/,  m,n,p| 

p  —  /cos  (ad)  —  m  cos  (6d)  —  n  cos  (cd) 

**  j  /»  w,  n,  p  j 

Te.  Trouver  Fangle  de  deux  plans  donnés. 

Supposons  que  les  plans  soient  définis  par  les  équations 

h,       '  fc,      'A,     ^h. 

Soient  i,i,A,A^,  /:^4«,f^.,fx^  les  coefficients  directeurs  des  normales 
à  ces  plans;  on  aura  (N*  73) 


cos  ç  =  -  9  (i,  u,  +  ,u,  ?.,), 


ou  bien 


cos  ?  =  -f^l  ?1  +  -  f*»<Pt +^f*3'Ps +^P4'P4- 
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Or,  d'après  les  relations  du  n^  75,  on  a  les  égalités 


T          Pi        f       1         p%        f       i          pz        f  i         p*       f 

2          hi      2hi      2          hi      2n%      2          hz      2hz  2  ^       hi      2^4 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  cos  9;  en  tenant  compte 
de  la  relation 


on  trouve 


/pi         ,    ps         ,  ps         X  P*      \ 

Enfin,  si  on  remplace  pi,  f^s,  pis,  fi4  par  leurs  valeurs,  il  viendra 


cos  (p  ==  î- 


9==i-    T r-cos(flo) — 7-  cos  (ac)  —  f- cos  (aa) 

Ai  [Ai      *«  A3       ^    '      Ai       '    'J 

+Ç!  ffî  _  |1  eos  (a6)  -  p  cos  (6c)  -  ?-%os  (6d)l 

/i«  L^t     wi  A3  A4  j 

+  7-    r-  —  r-cos  (ac)  —  pcos  (6c)  — ?^cos  (cd) 
'   A3  [As       Ai  Aï  A4  J 

+  ^  [9*  _  ^  cos  (drf)  -  |!  cos  (6e/)  ~  p  cos  (crf)l 
'   A4LA4        Ai  Aj  ^       A3  J 


ou  bien 


cos 


Lorsque  les  équations  des  plans  sont  de  la  forme 

/A  4-  mB  +  wC  +  pD  =  o,      l'A  +  m'B  +  n'C  +  p'D  =  o, 
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on  a  les  relations 


«*c.,     f-  =  --- 


etc. 


Al      [/,  m,  n,p|  Ai      |/',  m',  «',p'| 

£n  substituant,  l'expression  du   cosinus   de   Tangle   de   ces   plans 
deyient 

^*  ?  =  =»=  n r-cTT-TT-  ,)  ['^'  +  ♦"'^'  +  ^^'  +  PP'  ""  ^'^'+  ^'') 

|l  m  n  f>  j    jr  m'  »'  p'| 

cos  (ofc)  —  (/n'+  fi/')  cos(ac)  —  (/p'+ pi')  cos(ad)  —  (mn'-J-  nm')  cos(6c) 

—  (wp'  -}-  pm')  cos  (6d)  —  (fip'  +  pn')  cos  (cd)]. 

La  condition  de  perpendicularitë  des  deux  plans  te  présente  sous  la 
forme 

//'  +  mm'  +  nn'  +  pp' 

—  (for  +  mV)  cos  (a6)  -  (/n'  +  nV)  cos  (ac)  —  (fp'  +  p/')  cos  (ar/) 

—  {mn*  4"  wm')  cos  (6c)  —  (mp'  -j-  pm')  cos  (6d)  -—  (fip'+ pn')  cos  (crf)  =  o< 

77.  Déterminer  l'expression  de  la  distance  d'un  point  à  un  plan. 
Considérons  d'abord  un  plan  représenté  par  l'équation 

a/+a.  +â;^+â:^""''' 

et  soit  (A'  B'  G'  D')  le  point  donné.  Si  on  désigne  par  P  la  distance  cher- 
chée, un  plan  mené  par  le  point  (À'  B'  G'  D')  parallèlement  au  plan  donné 
aura  pour  équation 

Mais,  comme  il  renferme  le  point  donne,  on  doit  avoir 

A'      B'      G'      D' 
ou  bien,  en  vertu  de  la  relation  T-H-7-  +  r-+7-=  —  i, 

Ai        /it       As        Ai 
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On  en  déduit  pour  la  distance  cherchée 

Ainsi,  si  on  substitue  dans  le  premier  membre  de  l'équation 

les  coordonnées  d'un  point,  on  obtient  un  nombre  positif  ou  négatif  qui 
mesure  la  distance  de  ce  point  au  plan  qu'elle  représente. 
Lorsque  le  plan  est  défini  par  l'équation 

api  A  +  bftB  +  cfzC  +  dpj>  =  o, 

l'expression  de  P  prend  la  forme 

_      opi  A^+  6piB^+  cpiC'+  dp,D' 

Enfin,  pour  le  plan  représenté  par  l'équation 

/A  +  mB  +  nC  +  pD  =  o, 
on  sait  que 

=      —  ^^<      __        —3V/  _      —  3Vm 

"^  "~  I  /,  m,  ii,p  j  "~a  j  /,  w,  n,  p  j  '    '^^  ""  6  |  /,  tw,  w,  p  |  ' 

—  3V^  _^       —  3VP       . 

cj/,tw,  »,p|'     '^*      d|/,m,ii,p|' 

en  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  P^  on  aura  finalement 

/A'+  mB'+  «C'+  pD' 


P==db 


j  /,  m,  n,  p  I 


T8.  TVotiver  fes  ^^ruafton^  d'uMc  droite  menée  du  point  (A'  B'  C  D') 
perpendiculairement  au  plan  /A  +  mB  +  «C  +  pD  =  o. 


—  no  — 

La  droite  cberchëc  a  des  équations  de  la  forme 

A  — A'      B  — B'      C  — r/      n  — D' 


A|  As  /a  A4 

Si  on  remplace  les  coefficients  directeurs  par  leurs  expressions  données 
précédemment  (N^  75),  il  viendra  pour  les  équations  demandées 

A  —  A'  B  —  B' 


/ — m  cos  (06) —  n  cos  {ac) —  p  cos  {ad)      m — /  cos(a6) — n  cos  (6c)  — p  cos  (6d) 

C  — C P  — D' 

n — /cos(o«)— mcos(6c) — pcos(crf)      p — lcos{ad) — mcos(6cQ — ncos(cd) 

Chacun  de  ces  rapports  est  égal  à  p  divisé  par  |  /,  m,  'i}  p  |  ;  en  les 
multipliant  respectivement  par  /,  m,  n,  p,  et  ajoutant,  on  retrouverait 
l'expression  précédente  de  la  distance  du  point  (A'B'G'D')  au  plan  donné. 

Exercices. 

Ex.  1.  Plans  menés  par  les  sommets  du  tétraèdre  parallèlement  aux  faces  opposées. 

R.  (I)    6B4-cC  +  dD  =  o,  (2)    aX  +  eC-\-dD  =  o, 

(3)    oA  +  6B  +  dD  =  o,         (4)    aA-f-ftB+f:C  =  o. 

Ex.  t.  Plans  passant  par  un  point  (A'B'C'D')  et  les  arêtes  du  tétraèdre. 

BC_  B'^_  '^A_ 

*^-  Wc-^'      B^"iy"°'       r"~Â^~°' 


Ex.  S.  Plans  bissecteurs  des  dièdres  des  angles  solides  i,  2, 3,  4. 

R.              (I)  B  — C  =  o,  C  — D  =  o,  D-B  =  o; 

(2)  A  — C  =  o,  C  — D  =  o,  D  — A=o; 

(3)  A  — B  =  o,  B  — D  =  o,  D  — A  =  oj 

(4)  A  — fisBO,  B  — C  =  o,  C— A  =  o. 

Ils  passent  trois  à  trois  par  une  même  droite  et  ils  ne  forment  que  six  plans  distincts 
passant  par  un  même  point. 


—  m  — 

£z.  4.  Conditions  poar  que  le  plan  lA'\-tnB-{'nC  +  pD  =  o  soii  perpendiculaire 
aux  faces  du  tétraèdre. 

R.  (i)  /  —  m  cos  (ab)  -  n  cos  (ae)  —  p  cos  (ad)  =  o, 

(2)  m  —  /  cos  (ab)  —  n  cos  (bc)  —  p  cos  (6<J)  =  o, 

(3)  n  -  /  cos  (rtc)  —  m  cos  (6r;)  —  p  cos  (c«/)  =  o, 

(4)  p-^i  cos  (ad) — »/i  cos  (hd)  —  *i  cos  (cd)  =:  o. 

Ex.  ft.  Plans  menés  par  les  arêtes  du  sommet  i  perpendiculairement  à  la  face 
opposée. 

C B__  B D___  _D C      _ 

cos  (ae)      cos  (ab)        *  cos  («6)      cos  (ad)        '  cos  (ad)      cos  [oc) 

Ils  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

Ex.  •.  Les  droites  d'intersection  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  extérieurs  du 
sommet  i  avec  les  faces  opposées  sont  dans  un  même  plan. 
En  effet,  les  plans  bissecteurs  étant 

B  +  C  =  o,      C  +  D  =  o,      D-fB  =  o, 

ils  rencontrent  respectivement  les  faces  D,  B,  G  suivant  des  droites  qui  appartiennent 
auplanB  +  C  +  D  =  o. 

Ex.  9.  Interpréter  les  équations 

(a)      B— C  +  n  =  o, 
(/S)      --B  +  C+D  =  o, 
(y)      P-f  C  — D  =  o. 

La  première  exprime  que  les  plans 

B--C  =  o,      C  — D  =  o,      B  +  D  =  o, 

rencontrent  les  faces  D,  B,  C  suivant  des  droites  qui  appartiennent  au  plan  qu^elIe 
représente. 
De  même  les  plans 

B  — C  =  o,      C-|-D  =  o,      0-8  =  0, 
B4-C  =  o,      C-D  =  o,      D  — B  =  o, 

rencontrent  les  mêmes  faces  suivant  des  droites  situées  dans  les  plans  (|3)  et  (y). 
En  ajoutant  aux  équations  données  celle  de  l'exemple  précédent:  B-^-C-^-D^Of 
on  aura  un  système  de  quatre  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point. 
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Ex.  ••  Plans  menés  par  une  aré(e  et  le  miliea  de  l*aréte  opposée.  Pour  les  plant 
passant  par  les  arêtes  du  sommet  I,  on  trouvera 

B_C_  £_E-  E  — i  — 

Af      As  As      A4  A4      Af 

ces  plans  se  eoupent  suivant  une  même  droite.  , 
Ex.  ••  Plans  menés  par  les  milieux  des  arêtes  d*un  même  sommet. 

Af       At      As      A4 

(a)         -A  +  J?_^_R:=,o 
A»      Al      As      A4 

()       -i-?.4.£-5=o 

Al      Aji      As      A4        ' 

{)       ---5-:?  4-^=0 

Al       Af      As      A4 

Ex.  !••  Plan  passant  par  un  point  (Â'fi'G'iy)  et  perpendiculaire  à  la  droite 

(il  X%  >s  ^4)» 

R.  (A-A')y,+(B-B')y,  +  (C-C')ys  +  (D-I>0f4  =  o. 

Ex.  f  i .  Plans  bissecteurs  des  plans 

M  +  mB  +  nC  +  pD  =  o,      ^  A  +  m'B  +  «'C  +  p'D  =  0, 

/A  +  mB  +  nC +  pD  _      l'A  +  m^B  +  n^C  +  //D  ^ 
j/,  »/*,♦»,  pj  |r,m',  n',p'| 

Ex.  «t.  Plan  mené  par  la  droite 

/A  +  wB  +  wC  4-  ;)D  =  o,      /'A  +  7>/B  +  n'C  -]  p'D  =  0, 
et  parallèle  à  une  autre  droite  {fit  fif  us  fn), 

/A  +  mB  +  »C+pD   _   rA+m'B-1-nTH  y'D 

Ex.  f  t.  Condition  de  rencontre  des  droites 

/A  +  mB+fiC  +  pD  =  o,  r'A  +  m"B  +  n"C+p"D  =  o, 

(d)  {d') 

l'A  +  m'B  4-  n'C  +  p'D  =  o.  l'"\  +  m'"B  +  n'"C  +  p'"D  =  o. 


fi. 
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l     m     n     p 
V    m'    n'    p' 
/"  m"  n"  p" 

l'n  ^nt  ^uf  ^nt 


=  0. 


Ex.  14.  Plan  passant  par  la  droite 


A  — A^B— B^C-  C'_D-D' 

et  parallèle  a  une  autre  droite  Oki/xi/as/ai). 

R.  A   fi   G   D      =0. 

A'  B'  C  D' 

Ai     Af     As     A4 
/Al    /Ult    /A6    /A4 

Ex.  «ft«  Trouver  les  équations  des  hauteurs  du  tétraèdre  et  les  coefficients  directeurs 
de  ces  droites. 


R. 


(I) 


(2) 


(3) 


(4) 


A  +  /*i 


B 


D 


cos  (a6) 


COS  (a6) 

I 
B 


COS  \aé)      cos  (ad)  ' 

C  D 

COS  (/jc)      cos  \bd)  ' 


D 


cos(ar;)      cos  (6c)  i       *~  cos  (cd)  ' 


A 


B 


C 


D  +  /i, 


cos  (o<^)      cos  (Ad)      cos  ((?dj 


Si  on  pose  (N068):  ?  =  — o6dîj/<>, -flcdJsajÀj —  qV»,  on  sait  que  les 

coeflïcients  directeurs  de  la  première  de  ces  droites  satisfont  aux  équations 

ail  ■\-  6>s  -\-  CÀ5  H-  dA4  =  o 
Mais,  pour  la  hauteur  /li,  \x  =  i,  et  la  dernière  équation  peut  s*écrire 

il  (f>l  —  l8V«)  4-  isî?2  +  isf  5  +  i4?4  =  O. 

Sn  vertu  de  la  première,  on  satisfait  à  cette  équation  en  posant 


f  I  —  l8V«  =  —  Aa,     pj=— 46,    ys  =  — Ac,     ç>4  =  — Ad; 
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OU  bien,  en  y  remplaçant  9)1,  ^i,  f  g,  ^4  par  leurs  valeurs 

a  (6dîj3ij  +  cdf3>3  +  (WJ^)^)  =  Ara  -  i8V« 

adU^t+OdU}^  +  edUX^  =  k. 

En  y  ajoutant  la  relation  a>i -f- ^)i  +  c^s4~^4  =o*  ^'i^  ^  ^i^  nombre  d*équation8 
suffisantes  pour  déterminer  ky  /i,  )t)  h,  ^4,  en  fonction  des  arêtes  du  tétraèdre. 

Ex.  !•.  Trouver  Texpression  du  volume  d'un  tétraèdre  dont  les  sommets  sont 
(AiBiCtDt),  (A,B.C,D,^  (A8B.C3D3),  (A4B4G4D4). 

Si  on  désigne  par  (rtytZt)^  (a?iy«?t)«  (^iVz'z)n  (04^4^4)  les  coordonnées  cartésiennes  des 
mêmes  sommets>  et  par  v  le  volume  cherché,  on  sait  que 


6v  = 


«1  Vt  «1 1 

!B»  yt  Zt  I 

X4  yt  Z4 1 


De  plus,  les  différentes  coordonnées  tétraédriques  sont  les  valeurs  des  premiers 
membres  des  équations  des  faces  pour  les  coordonnées  cartésiennes  »i  yi  Zi,  etc.  Il 
s*ensuit>  d'après  la  règle  de  multiplication  des  déterminants,  qu*on  aura  Péquation 


AtBtCtD, 
A,B,C,Ds 
A3  Bs  Cs  Ds 

A4  B4  C4  04 


«1  Vt  Zi  I 
a*t  Vt  zi  I 

aPû  yz  Zz  I 
a?4  y  4  Zi  i 


COS  aj  COS  /Si  COS  */i  7i 
COS  91  COS  ^t  COS  •/%  TTs 

COS  «z  COS  ^3  COS  ys  ff3 
COS  a  4  COS  ^4  COS  74  714 


Désignons  par  L  le  second  déterminant.  Afîn  de  trouver  sa  valeur,  substituons  dans 
la  relation  fondamentale  oA  +  6B  +  cC  +  «^D  =  —  3V,  aux  lettres  A,  B,  C,  D,  les 
polynômes  en  a?,  y,  2^;  comme  elle  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  ces  variables,  les 
coefficients  de  »,  y,  z  doivent  être  nuls  et  la  quantité  indépendante  des  yariables  sera 
égale  à  —  3V.  On  aura  donc 

a  COS  «1  -j-  6  COS  «I  +  c  cos  «5  +  d  cos  a4  :=  o, 
a  cos  /Si  +  &  cos  ^s  +  c  cos  ^s-\-d  cos  /34  =  o,' 
a  cos  vi  +  6  cos  yi  4-  «  cos  ys  +  d  cos  74  =  o. 


OTT,  4-  ^ïTi  +  wtb  +  d7r4  =  +  3V. 
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Les  trois  premières  donnent 

a  h 


cos  as  ces  «s  cos  a* 

COS  /^  C06  ^3  cos  /S4 

cos  ys  eos  vs  eos  •/4 

COS  ai  cos  ocs  cos  ai 
cos  fit  cos  ^3  cos  ^4 
cos  71  cos  73  cos  74 


cos  «1  cos  «t  cos  a4 
cos  /Si  cos  ^s  cos  /94 
cos  71  cos  7i  cos  74 


cos  «1  cos  «s  cos  as 
cos  ^1  cos  /9a  cos  ^s 
cos  71  cos  7a  cos  75 


awi  +  bn»  +  CW8  +  dff4      +  3  V 

= L =-r~- 

Soit  k  la  valeur  commune  de  ces  rapports;  on  aura  :  L  =  ■'  ^    ,  et  par  suite, 


t;  = 


18V 


A.  Bi  C,  Di 

A,  B,  Ca  I), 

As  B3  Cs  Dj 

A4  B«  C4  D4 

Pour  calculer  la  valeur  de  k,  faisons  coïncider  le  tétraèdre  donné  avec  le  tétraèdre 

2ubcd 
de  référence.  On  trouve  ainsi  :  k  =  — — ^  •  Donc,  il  vient  finalement  pour  Texpression 

du  volume  cherché. 


abcd 
8IV'» 


abcd 


On  peut  encore  remplacer  ~-^  par 


Al  Bi  Cl  Di 
A,  Ba  C,  Da 
A3  B,  r«  Dz 
A4  B4  C4  D4 
V 


81 V»'      ht  ht  h^  h, 


CHAPITRE  V. 


POINT     ET     LIGNE     DROITE, 


Coordonnée!  tangentielleB. 


SoMMiUB  —  Coordênnétë  d'un  plan;  équation  du  pian;  problèmes.  —  Coordonnées 
télraédriques  tangentiellfs ;  équation  du  point;  problèmes,  —  Rapport  anharmonique 
et  harmonique  de  quatre  points  ou  de  quatre  plans,  —  involution,  —  Faisceaux 
homqgraphiques. 


§  1.  COORDONNÉES  DU  PLAN;  ÉQUATION  DU  POINT;  PROBLÈMES. 

79.  Considérons  Tëquation  du  premier  degré  en  x,  y,  z  sous  la  forme 

(i)      ttx -{- vy '{' wz — i=o, 

où  UfVeito  sont  trois  paramètres  arbitraires.  A  chaque  système  de 
valeurs  attribuées  aux  coefficients,  elle  représente  un  plan  complètement 
déterminé  de  direction  et  de  position  dans  l'espace.  H  en  résulte  que 
Ton  peut  regarder  les  variables  u,  v  et  w  comme  étant  les  coordonnées 
du  plan  défini  par  l'équation,  puisqu'elles  suffisent  à  sa  détermination. 
Si  on  désigne  par  a,  6^  e  les  segments  que  le  plan  détermine  sur  les 
axes  à  partir  de  l'origine,  son  équation  peut  s'écrire 

(•')       -+f  +  --i=o. 
a  *   0  *  c 


• 
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Bq  comparant  (i)  et  (i'),  il  vient 

III 
abc 

De  mémey  si  on  identifie  l'é^quation  (i)  avec  x  cos  a  -l^y  cos  /3  -^z  cos  y 
—  p  =  o,  on  trouve  aussi  les  relations 

cos  a  =  puy    cos  P  =  pv,    cos  y  =  ptr  ; 
et,  par  suite, 

w*  +  w'  -4-  M?*  =  --  . 

Nous  verrons  plus  tard  que,  si  les  variables  k,  v  et  u;  satisfont  à  une 
certaine  relation  f{Uf  v,  w)  =>  o,  le  plan  de  l'équation  (i)  se  déplace 
suivant  une  loi  déterminée,  et  engendre  par  ses  intersections  successives 
une  surface  à  laquelle  il  reste  tangent  dans  toutes  ses  positions.  L'équa- 
tion /!(«,  Vy  w)  =  o  qui  détermine  les  coordonnées  d'un  plan  tangent 
quelconque,  se  nomme  Véquation  tangentielle  de  la  surface.  Les  variables 
If,  V  et  117  ont  reçu  le  nom  de  coordonnées  tangentielles, 

80.  Équation  du  point.  L'équation  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coordonnées  u,  i?  et  ti?  peut  s'écrire 

(2)         lu  -f-  mv  -f-  ;iu?  —  I  ==  o, 

où  /,  m,  n  sont  des  constantes.  Éliminons  la  variable  w  entre  (i)  et  (2); 
il  viendra 

(«X  —  Iz)  u  -j-  (ny  —  niz)  v  —  >j  -j-  2  ==  o  : 

équation  en  x,  y,  z  qui  renferme  deux  coefficients  indéterminés;  elle 
représente  une  infinité  de  plans  qui  ont  en  commun  le  point  d'inter- 
section des  plans 

nx  —  /z  =  o,     ny  —  mz  =  o,     n  —  5  =  o, 

c'est-i-dire,  le  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  :  x  =  l, 
yr=tii,  zc=sn.  Ainsi,  lorsque  les  variables  ti,  v  et  u?  satisfont  à  une 
relation  du  premier  degré  de  la  forme  (2),  le  plan  mobile  (i)  passe  par 


—  H8  — 

un  point  fixe.  Il  s'ensuit  que  l'équation  (2)  peut  être  considérée  comme 
étant  la  définition  analytique  d'un  point  de  l'espace  dont  les  coordonnées 
cartésiennes  sont  les  coefficients  des  variables  u,  v  et  to. 
L'équation 

(3)        Att  +  Bu  4-  Co?  +  D  =  o 

se  ramène  à  la  forme  (2),  en  divisant  les  deux  membres  par  — D; 
elle  représentera  un  point  défini  en  coordonnées  cartésiennes  par  les 
valeurs 

A  B  C 

D      ^  D  D 

Les  équations 
Am  +  ^'^  +  ^^o,     Aii  +  Ctt7  +  D=-o,     Bi?  +  Cii7  +  D  =  o 

déterminent:  la  première,  un  point  dans  le  plan  des  xy;  la  seconde, 
un  point  dans  le  plan  des  xz;  la  troisième,  un  point  dans  le  plan  desyz. 
De  même,  un  point  situé  sur  l'un  des  axes  coordonnés  sera  défini  par 
une  équation  de  la  forme 

Ati  +  D  =  o,    Bv  +  D  ==  o,     Cm?  +  D  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  représenté  par  l'équation  (3)  sont 

ABC 

0^0  o 

lorsque  le  coefficient  D  est  nul,  et,  par  suite,  l'équation 

Am  +  Bw  +  Cti?  =  o, 
doit  être  regardée  comme  représentant  un  point  h  l'infini  sur  la  droite 

1  =  ^  =^ 
A      B      c' 

Enfin,  l'équation 

0  =  0    ou    o-u-f-o*v  +  o»tt?  +  D  =  o 

définit  le  point  :  a:=^»  J'^S'  ^"^5'  c'^s^"^"^'^^»  Torigine 
dei5  coordonnées* 
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81 .  Point  situé  sur  une  droite  pcasant  par  f  origine.  Désignons  par 
Xo»  jfoy  Zo  les  coordonnées  cartésiennes  d*un  point  d'une  droite  issue  de 
l'origine  et  faisant  les  angles  a,  |3,  y  avec  trois  axes  rectangulaires. 
L'équation  de  ce  point  sera 

Xqu  -[-  yot?  -|-  ZoW  —  1=0. 

Mais,  p  étant  la  distance  de  ce  point  h  l'origine,  on  a  : 

oco  =  p  cos  a,        yo  «=3  p  cos  |3,        Zo  Bs  p  cos  y. 

En  substituant,  l'équation  précédente  devient 

t 

u  cos  a -{-v  cos  ^-^-U)  cos  y =  0. 

P 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme 

u  cos  a  -j-  v cos ^-^-wcosy  —  p  =  o 

représente  un  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  : 

cos  a              cos  8              cos  y 
x  = t    t/  = -9    z=. -f 

P  P  P 

et,  par  suite,  il  est  situé  sur  une  droite  issue  de  l'origine  ayant  pour 
équations 


z 


^  ^  y   _ 

cos  a      cos  |3      cos  y 

89.  Point  situé  dans  un  plan  donné  (tia»  Vo,  u*o)*  L'équation  d'un 
point  quelconque 

Am  +  Br  +  Cm?  +  D  =  o 

est  satisfaite  par  les  coordonnées  de  tous  les  plans  qui  passent  par  ce 
point,  et  la  relation 

Atio  +  Bt?o  +  Cwo  -J-  D  =  o 
exprimera  que  le  plan  donné  renferme  le  point  qu'elle  représente. 
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Retranchons  ces  équations  niembi*e  &  membre  pour  éliminer  la  con- 
stante D;  il  viendra 

A  (u  —  Wq)  +  B  (v  —  Vo)  +  C  (tt?  —  itq)  ==  o  : 

équation  qui  est  satisfaite  par  les  coordonnées  du  plan  donné  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  A,  B  et  G;  elle  définit  donc  un  point  quel- 
conque de  ce  plan. 
Supposons  que  le  plan  donné  soit  défini  par  les  trois  points 

xqU '^yoV-\-  zoW —  I  =  o,    XiU  -^-ytv-^ZtW  —  i  =o,    XiU-^-ytV-^ziW'^  i  =o, 

et  soient  fco,  kty  kt  trois  constantes  arbitraires.  Un  point  quelconque  de 
ce  plan  sera  donné  par  l'équation 

fto(^oM+yot>+^oU?  —  i)  -j- *i  {xiu  +  j/i V  +  ZiW  —  i)-{'ki{xiU  +yft;  +ziw —  i)  =  o. 

En  effet,  elle  est  du  premier  degré  en  u,  v  et  tr;  de  plus,  elle  est 
satisfaite  par  les  coordonnées  du  plan  des  trois  points,  car  celles-ci 
annulent  les  polynômes  qui  multiplient  A^o,  ki,  kt;  donc,  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  constantes,  le  point  défini  par  l'équation  appartient 
au  plan  donné.  Les  coordonnées  cartésiennes  de  ce  point  seront 

koXo-\-kiXi  -j-A:«Xi        koyo-^kij/t-^kiZi        koZo-^kiyi'\-ktZi 

^  *o  +  *, +*,      '    *  ~     ko-^-ki^ k^         ^  M- *i  +  A-i 


Représentation  de  la  ligne  droite.  Une  droite  est  complètement 
déterminée  par  deux  points;  il  s'ensuit  que  deux  équations  simultanées 
du  premier  degré  de  la  forme 

/a  +  wv  "l"  «M?  —  I  =  o,      /'tt  -j-  m'v  -J-  n'w  —  i  =  o 

peuvent  être  regardées  comme  la  définition  analytique  de  la  droite  qui 
réunit  les  points  qu'elles  représentent  prises  séparément.  Les  coordonnées 
cartésiennes  de  ces  points  étant  l  m  n,  V  m'  n',  il  viendra,  en  désignant 
par  d  leur  dislance, 


tandis  que  les  cosinus  directeurs  auront  pour  expressions 

/  —  /'            -      m  —  m'                   fî  —  m' 
cos  a  =  >    cos  p  =  — - —  >    cos  y -^ — 
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Si  on  prend  pour  déterminer  une  droite,  ses  traces  sur  les  plans  xz 
et  y«,  ses  équations  peuvent  s'écrire 

u=^au)'{-py     i>  =3  6ir  -j-  qr. 
Les  coordonnées  cartésiennes  des  traces  sont  : 

I  a 

P  P 


I  h 

7  7 


On  en  déduit 


cos  a  =  —  ,     cos  fi  = ^ ,     cos  v  =   P  ~  ^^  . 

p«  '  (jd  '  pqd 

Enfin,  si  on  regarde  la  droite  comme  déterminée  par  l'intersection  de 
deux  plans  donnés  (wi  Vi  ic,),  («i,  Vi  te?,),  on  aura  d'abord  les  relations 

En  retranchant  ces  équations  des  précédentes,  il  viendra 
w  —  !/,  =  a  (m;  —-  îe?,),     v  —  i?i  =  6  (u?  —  Wt). 
De  plus,  le  plan  (u*  Vs  tc?^)  passant  par  ses  points,  on  doit  aussi  avoir 
Ui  —  Vi  =  a  (u?«  —  wi)f    Vi  —  t?i  =  6  {w%  —  Wi). 

L'élimination  des  coefficients  a  et  6  donnera  pour  les  équations  de 
la  droite 

n  —  Ut w  — tci      V  — Vi II?   —  ti?i 

W«  —  W|         Wi  —  Wi         Vt — Vi         Wi  —  Wi 

ou  bien 

{wt  —  tu,)  ti  —  (i/j  —  m)  w  -^WiUt—  Ui  Wi  =  o, 
(i«?ï  —  Wi)  r  —  [v%  —  Vj)  n?  -|-  %o%  v%  —  v\W%  =  o. 


—  122  — 


Si  on  pose  :  A=  =fc  i/(i'«u?<  — witt'»)*+(tiitt;j— ti7|Mt)'+(t?!W2— WiVi)*, 
on  aura  pour  les  cosinus  directeurs 

cos  a  = >     cos  p  = -r >     cos  y  =  -r • 

S4.  TVotfver  l'angle  de  deux  droites  données. 
Soient 

lu  +niv  -^-nw  —  1=0,     i  pu  -^qv  -\'riv  —  i  =  o, 
/'a  +  m'i?  -|-  w'i«  —  I  =  o,     (  p'u  +  q'v  +  r'w?  —  i  =  o, 

les  équations  des  droites  données.  D'après  le  numéro  précédent,  on  aura 

/  —  /'             „      m  —  m'  n  —  n' 

cosa  =  — r—»     cosp  = j — >     cosy= — j — > 


cosa'  =  '— —!-,     cosp'  =  ^.^,     cos/=— -— , 


où  les  quantités  d  et  d'  sont  déterminées  par  les  formules 


rf  =  ifc  (/(/  —  /')«  +  (m  —  m'Y  +  (n  -  n')', 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 

cos  cp  =  cos  a  cos  a'  +  cos  (3  cos  j^S'  +  cos  y  cos  y', 
il  viendra  pour  calculer  l'angle  cherché 

(/  —  /')  (p  —  p')  +  {m  —  m')  (q  -  q')  +  (n  -  w')  (r  -  r') 


cos  9  =  di 


^/{l-iy+{m-^m'f+{n-n'Yy/(p-p'YMq~q'Y+[r-r'f 

On  en  tire,  pour  la  condition  de  perpendicularité  des  droites, 
^^  _  /')  (p  _  p')  +  (,„  _  „,')  (,  _  ^/)  +  („  _  „')  (r  -  r')  =  o; 

et,  pour  celle  du  parallélisme, 

[{l  -  /'J*  +(m  -  m')»  +  («  -  »«')«!  [(p  -  p')«  +  (9  -  7')*  +  ('•  -  r?] 
-  [d  -  n  (p  -  p')  +  ("•  -  m')  (<7  -  9')  +  («  -  «')  (»•  -  »•')]*  =  o, 
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ou  bien 

[il-l'){q-q')-{m-m')  (p-p')]*  +  [(/-/')  (r_r')-(n-n')(p-  p')]* 
+  [(m  -  m')  (r  -  .•')  -  (n  -  n')  {q  -  ?')]*  =  o. 

Cette  équation  exige  que  l'on  ait  les  relations 

/  —  /'       m  —  m'      n  —  «' 
p  —  p'       q  —  7'        r  —  r' 

Lorsque  les  droites  données  ont  des  équations  de  la  forme 

u  =  aW'^Pt        (  M  =  a'w  -^  ;>', 
V  =  6î(7  +  9,         {  V  =  b'w  -|-  q\ 

on  trouve  facilement  pour  cos  9  l'expression 

ç^^    ^  PP'  +  7?'  +  (^7  -  ^'P)  {^'n'  —  ^'P') 

j/p'  +  7'  +  H  -  '>/>)•  /p''  +  7"  +  («'9'  -  *'P')' 

Dans  ce  cas,  il  vient  pour  la  condition  de  perpendicularité, 

PP'  +  77'  +  («7  —  M  (  «'7'  —  '''p')  =  o- 

S5.  Déterminer  l^angle  (futie  droite  avec  un  plan  donné  (uj,  Vi,  ti7i). 
Une  droite  définie  par  des  équations  de  la  forme 

lu  -|-  mv  -f-  «te?  —  I  =  o,         /'w  -)-  m'i?  +  n'u?  —  1=0 

fait  avec  les  axes  rectangulaires  des  angles  qui  satisfont  aux  relations 


cos  a 


cos  j3         cos  y        I 


/  —  /'      m  —  m'      n  —  n'      d 


—  • 


^(/  __  /')«  _|_  („,  _„|')ï-|-(„  —  n')« 


D*nn  autre  côté,  les  angles  a',  (3',  y'  d'une  normale  au  plan 

U4X  -j-  Viff  -|-  u?iz  ^1=0, 
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sont  déterminés  par  les  égalités 

cos  a'      cos  |3'      cos  -f 


L*angle  <p  que  fait  la  droite  avec  le  plan  étant  complémentaire  de 
Tangle  de  cette  droite  avec  la  normale,  on  aura 

sin  9  =  cos  y.  cos  a'  -}-  cos  [3  cos  /3'  -|-  cos  y  cos  y'. 

En  substituant,  on  (rouvc,  pour  déterminer  l'angle  cherché, 

(/  —  /')  uk  +  (m  —  m')  ui  +  (/i  —  n')  W\ 


sm  (p 


/(/  _  /',î  4  („i  ^  ,„')'  +  («  -  //')*  |/«î  +  rî  +  < 


Il  en  résulte  que  la  condition  du  parallélisme   de  la  droite  et  du 
plan  sera 

{i  —  C)  ui  +  (mi  —  m')  i>i  -f-  (/i  —  n')  M7i  =  o; 

et,  pour  que  la  <lroite  soit  perpendiculaire  au  plan,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait 

[(/  ^  /')i  +  („  -  niT  +  {n  -  ny\  \u\  + 1;^  +  ti;?] 
—  [('  —  '')  ««  +  0»  —  »»')  vi  +  (w  —  '*')  «?i]'  =  o, 
ou  bien, 

[(/  —  V)  Vi  -  (m  -  m')  iii]«  +  [{/  ~  /')  w,  —  (n  —  n')  u,]« 
+  [(m  —  m')  tt?i  —  (n  —  n')  i?j]*  =  o  : 

équation  qui  sera  satisfaite,  si  on  a 

/  —  /'      m  —  m'      n  —  ;i' 

Ut  Vi  Wi 

Quand  la  droite  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 
u  —  au?  —  p  =  o,        V  —  bw  —  7  =  0, 
la  condition  du  parallélisme  devient 

çri/i  —  pvi  +  {bp  —  aq)  Wt  =  o, 
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et  celle  de  la  perpendicularité 

96.  Trouver  l'expression  de  la  dislance  d^un  point  Iii*|-mo-{-nti7 — i=o 
à  fin  plan  donné  (ui  Vi  Wi). 
Les  coordonnées  cartésiennes  du  point  donné  étant 

x  =  l,    y==»n,     2  =  ;i, 

sa  distance  au  plan  représenté  par  Péquation 

Uix  -|-  Viy  -j-  WiZ  —  I  =  o, 
aura  pour  expression 

lUi  +  mt?i  +  nWi  —  I 


P  =  d: 


|/«î  +  '^î+*«'î 


On  en  déduit  celte  règle  importante  :  Si  on  divise  le  premier  membre 

de  l'équation  lu-\-mv-{-nw  —  i  =  o  par  |/t<*-}~^'  +  ^*>  ^^  obtient 
une  quantité  positive  ou  négative  qui  mesure  la  distance  du  point 
représenté  par  V équation  au  plan  {u,  v,  te). 

S7.  Trouver  l'équation  du  point  d'intersection  de  trois  plans  donnés 

{Ui  Vi  W,),  (Ut  Vi  Wt),  (W3  Vi  Ws). 

Soit 

Am  -|-  ]^v  +  Cw  4-  D  =  o 

réquation  du  point  cherché.  Comme  les  plans  donnés  renferment  ce 
point,  leurs  coordonnées  doivent  satisfaire  à  Téquation,  et  on  aura  les 
relations 

Aui  +  Bv^  +  Cti?i  +  D  =  o, 

Aiii  +  Bt?î  +  Cu?i  +  D  =  o, 

Aus  +  Brs  +  Cu73  +  D  =  o. 
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L^élimination  des  paramètres  donne  pour  rëquation  cherehëe 


u  V    w  î 

lll  Vi    Wi  I 

Us  V%   Wi  I 

fis  Vs  w%  I 


=  o. 


Il  en  résulte  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre 
plans  se  coupent  en  un  même  point  sera 


Uo  Vo   Wo  I 

ti|  Vt    Wi  I 

Ut  Vf    Wt  I 

Us  Vs   tt's  I 


=  0. 


SS.   Trouver  la  condition  pour  que  les  points 

U  =  Am  4-  Be;  -f  Cu?  +  D  =  o, 

V  =  A'îi  +  Wv  +  Cw  -f  D'  =  o, 
W  ==  A"m  +  B"i;  +  C"ii7  +  D"  =  o, 

soient  en  ligne  droite. 

Les  points  donnés  seront  sur  une  même  droite,  si  on  peut  trouver  trois 
constantes  A,  p,  y  de  manière  à  avoir  Tidenlité 

(a)         AU  +  |wV  +  vW  =  o. 

En  effet,  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque  qui  passe  par  les  deux 
premiers  points  annulent  U  et  V^  et  comme  cette  relation  a  lieu  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  variables,  elles  devront  aussi  annuler  le  poly- 
nôme W;  les  plans  qui  renferment  les  deux  premiers  points  passent  par 
le  dernier,  et  les  trois  points  seront  en  ligne  droite. 

Réciproquement,  si  trois  points  sont  en  ligne  droite,  il  sera  toujours 
possible  de  trouver  des  constantes,  A,  |ui,  v  qui  donnent  la  relation  iden- 
tique (a).  En  effet,  l'équation  AU  -|-  /^V  s=s  o  représente  un  point  quel- 
conque situé  sur  la  droite  des  points  U  &==  o,  V  :^  o;  mais,  le  troisième 
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point  étant  en  ligne  droite  avec  les  deux  autres,  on  pourra  déterminer 
A  et  fx  de  manière  que  la  fonction  AU  -f-  |^V  soit  identique  à  —  vW,  et, 
par  suite,  on  aura  Tidentité  (a). 

99.  Trouver  la  condition  pour  que  quatre  points  appartiennent  d  un 
même  plan. 
Soient 

U  =  o,         V  =  o,         \V=o,         Tc=o, 

les  équations  de  quatre  points,  U,  V,  W,  et  T  étant  des  polynômes  du 
premier  degré  on  u^  v  et  w;  ils  seront  dans  un  même  plan  si  on  a 
l'identité 

((3)    AU  +  pV-|-vW  +  pT=o. 

Car,  les  coordonnées  du  plan  passant  par  les  trois  premiers  points 
annulent  U,  V  et  W^  et,  en  vertu  de  cette  relation  identique,  elles  doivent 
aussi  satisfaire  à  l'équation  T  <=  o  :  donc,  ces  points  sont  dans  un  même 
plan,  le  plan  déterminé  par  les  points  U^  V  et  W.  Réciproquement,  si 
quatre  points  appartiennent  à  un  plan,  on  peut  toujours  déterminer  des 
constantes  telles  que  l'on  ait  l'identité  (jii).  En  eCFet,  Tcquation 

représente  un  point  quelconque  du  plan  déterminé  par  les  points  U,  V 
et  W;  comme  ce  dernier  passe  par  le  point  T  =  o,  le  premier  membre 
doit  pouvoir  devenir  identique  à  T  par  des  valeurs  convenables  de 
}.,  /x,  V,  c'est-à-dire^  que  l'on  pourra  écrire  une  relation  identique  k  (|3). 


I.  Transformation  des  coordonnées.  Supposons   d'abord  que  l'on 
transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point 

pu  -j-  7»  -|-  rw  —  I  =  o. 
L'équation 

MX  -|-  uy  -j-  w;z  —  I  =  o 

pour  la  nouvelle  origine  deviendra 

M  (x'  +  p)  +  P  (y'  +  ç)  +  w  (z'  +  r)  —  I  «  o, 
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ou  bien, 

Mx'  -{-  vy'  4"  ^^*  —  (  ï  —  pw  —  çy  —  rw)  =  o. 

Si  OQ  désigne  par  ti%  v',  w'  les  coordonnées  du  plan  par  rapport  aux 
axes  nouveaux,  on  aura  les  relations 

u 

u  =^ 


I  —  pu  —  qv  —  rw 

I  —  pu  —  qv  —  rw 
w 


w'  = 


I  —  pu  —  qv  —  rw 


Lorsqu*on  change  la  direction  des  axes  en  conservant  la  même  origine, 
l'équation  tix  +  t7y  +  ti;z  —  i<ao  devient,  en  supposant  les  axes  rectan- 
gulaires, 

ti(air'+6y'+cj5')+f(aV-|-  6Y  +  cV)+a?(a'V+6'y+c"z')—  r*=o, 

ou  bien 

(aw+a'i>-|-«"t«?)^'  +{bu  +  b^v  +  b'^w)y^'{'{cU'{'&V'{-&'w)z' — i=o. 

Il  en  résulte  que  les  formules  de  la  transformation  des  coordonnées 
seront 

ti'  =  au  4-  a'  0  -)-  o"w)> 
t?'  =  bu  +  b'v  +  6"its 
M?'  ==  CM  +  e'v  -+•  r"w, 

§  2.  COORDONNÉES  TÉTRAÉDRIQUES  TANGBNTICLLES  ;  ÉQUATION  DU  POINT; 

PROBLÈMES. 

91.  Considérons  quatre  points  fixes  de  Tespace  représentés  par  les 
équations 

(i)  U  =  XoU  +  yov  +  ZoW  —  1=0, 

(2)  V  s=  XiU  +  ytv  -\-  ZiW  —  1=0, 

(3)  W  =  XfUr{^  yiV  -j-  ZtW —  1=0, 

(4)  T  =  XzU  +  ystJ  +  ZiW  —  1=0. 
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Un  plan  quelconque  peut  être  déterminé  de  position  dans  l'espace  par 
ses  distances  aux  points  fixes.  Si  on  les  désigne  par  A,  B,  C^D,  on 
aura  (N"*  86) 

U  V 

A  =  db— —  n  =  dz 


,    j«  —  -1-     , 

C==b— =^=,     D=±:  ^ 


De  plus,  ces  distances  sont  liées  par  la  relation  (N®  66) 

o*A«+ 6«B«+ c«C«+ cPD» — 2a6  AB  cos  (a6) — 2ac  AC  cos  (ac) — 2arf  AD  C08(arf) 
—  26cBCcos(6c)— 26dBDcos(6d)— 2crfCDcos(cd)=9V« 

que  nous  écrirons  pour  abréger 

jaA,  6B,cC,dD|«  =  9V«; 

o,  6,  Cy  if  sont  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les 
points  fixes;  Y  désigne  le  volume  de  ce  solide;  cos  (a6)  représente  le 
cosinus  de  l'angle  des  faces  a  et  6,  etc.  Il  suffit  donc  de  connaître  les 
rapports  de  trois  de  ces  distances  à  la  quatrième  pour  en  déduire  leurs 
véritables  valeurs. 

Toute  équation  homogène,  telle  que  F  (A,  B,  C,  D)  &»  o,  équivaut  à  la 
relation  homogène  F  (U,y,  W,T)bsso,  c*est4-dire  à  une  certaine  équation 
entre  les  coordonnées  du  plan  i«,  v,  te?.  Si  on  fait  varier  A,  B,  C,  D  de 
manière  à  satisfaire  à  la  relation  précédente,  les  plans  correspondants 
détermineront  par  leurs  intersections  successives  une  certaine  surface. 
LVquation 

F(A,B,C,D)  =  o 

sera,  en  coordonnées  tétraédriques,  Viquation  tangentielle  de  cette 
surface,  tandis  que  les  variables  A,  B,  C,  D  seront  les  coordonnées  iéîrai* 
driques  tangentielles  du  plan  mobile.  Ces  nouvelles  coordonnées  du  plan 
ne  sont  qu'une  généralisation  des  coordonnées  ti,  v  et  w,  de  même  que 
les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point  sont  une  généralisation  des  coor- 
données cartésiennes  x,  y,  z. 

9 
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Nous  représentons  les  coordonnées  tangenlielles  par  les  mêmes  lettres 
que  les  coordonnées  tétraédriques  d*un  point,  afin  d'avoir  plus  d'uni- 
formité dans  les  équations.  Le  signe  des  quantités  A,  B,  G,  D  se  détermine 
suivant  la  direction  des  perpendiculaires  à  partir  des  points  fixes  ou  points 
de  référence. 

%%.  L'équation  homogène  du  premier  degré 

(i)    /A  +  mB  +  nC  +  pD  =  o 

sera  aussi  du  premier  degré  par  rapport  à  u,  v  et  tr,  si  on  remplace 
A,  B,  G,  D  par  leurs  valeurs  :  elle  définit  donc  un  certain  point  de 
Tespace. 

Désignons  par  Ao»  Bo,  Go,  Do  les  coordonnées  distances  de  ce  point 
par  rapport  au  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  points  de  référence. 
Nous  savons  que  l'équation  d'un  plan  en  coordonnées  tétraédriques  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

opiA  +  6psB  +  cpsC  +  dpj^  =  o, 

pi,pt,  ps)P4  étant  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du 
tétraèdre  sur  ce  plan,  c'est-à-dire,  ses  coordonnées  tangeutielles.  Expri- 
mons que  le  point  (AoBoGoDo)  appartient  à  ce  plan  :  il  viendra 

apiAo  +  6pîBo  -f-  cpsGo  +  dpiDo  =  o. 

Cette  relation  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  tangenlielles  d'un 
plan  quelconque  passant  par  le  point  (AoBoGoDo);  c'est  l'équation  tangen- 
tielle  de  ce  point  où  (pipipspO  désignent  la  même  chose  que  A,  B,  G,  D 
dans  l'équation  (i).  En  identifiant  les  deux  égalités,  on  arrive  aux 
relations 

aAo      6Bo      cGo      cIDo  . 
l        m        n        p 

en  vertu  d'une  propriété  des  fractions  égales^  chacun  de  ces  rapports  est 
égal  a 

aAo  +  6Bj+cCo  +  dDo 3V 

/-f-w-j-n  +  p  /4-wt  +  n-j-p 
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D'où  on  tire,  pour  les  coordonnées  tctraédriqucs  du  point  représenté 
par  l'équation  (i), 

.  3V/  /A. 


B«  =  — 


C.  =  — 


D, 


a{l-\-tn-\-n  -}-p) 

3V«w 
6  (/  -j-  ♦»  +  n  +  p) 

3V« 

c  (l -\- m -\- n -\- p) 

3Vp 


'+' 

mht 

+p 

t+^ 

m  +  fi 

i+p 

nhz 

l-^ 

m  +  fi 

'+p 

phA 

Ces  valeurs  conduisent  aux  égalités 


l  ^_^ ^ 

Ai      ht      As      A4 


/       ni       n       p 
Ao      Bo      Co      Do 


et^  par  suite,  l'équation  (i)  peut  s*écrire  sous  la  forme 

Cm  particuliers.  Sip  =  o  dans  l'équation  (i),  elle  se  réduit  à 

IX  +  mB  +  nC  =  o, 
ou  bien 

et  représente  un  point  situe  dans  la  face  125  du  tétraèdre  de  référence. 
En  général,  toute  équation  à  trois  ternies  définit  un  point  appartenant  à 
l'une  des  faces  du  tétraèdre. 
Soit  l'équation  à  deux  termes 

/A  +  mB  =  o    ou    nj  +  *»V  =  o. 

Elle  est  satisfaite  en  posant  U  =  o,  V  »  o;  ce  qui  a  lieu  pour  tous  les 
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plans  passant  par  l'arête  12^  et,  par  conséquent,  elle  représente  un  point 
situé  sur  cette  arête. 
On  en  tire 

A  m  ^    ^ 

—  =  — j-  a=  constante. 

Il  en  résulte  que  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des  points 
I  et  2  sur  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  que  l'équation  repré- 
sente sera  constant;  ce  rapport  est  négatif,  si  le  point  est  situé  entre  les 
points  I  et  2,  et  positif  dans  le  cas  contraire.  En  particulier,  les 
équations 

A  A 

5  =  -^'     -  =  +  1, 

ou  bien 

A  +  B  =  o,    A--B=:o, 

représentent  :  la  première,  le  point  milieu  de  l'arête  12;  la  seconde,  le 
point  à  l'infini  de  cette  droite. 

Il  est  facile  de  vérifier,  qu'en  général,  toute  équation  à  deux  termes 
représente  un  point  situe  sur  l'une  des  arêtes  du  tétraèdre  de  référence. 


!.    Trouver    l'équation    du   point   d'interseetion    de    trois   plans 
donnés. 

Soient  AiBiCiDi,  AsBsCtDt,  AsBsCsDs  les  coordonnées  tangentielles  des 
plans  données,  et 

/A  +  mB  +  nC  +  pD  —  o 

l'équation  du  point  demandé.  On  a  les  conditions 

/Al  -|-  mBi  -|-  nCi  +pDi  •=*  o, 
IA%  4"  »wBf  +  fiCt  +  pDi  =«  o, 
/As  +  *^Bj  +  nCs  4-  pDs  =  o. 

L'élimination  des  coefficients  /,  m,  n,  p  donnera  pour  l'équation  du 
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point  d'intersection  des  plans 

A    B   C    D       =o. 
A,  Bi  Cl  D, 
A«  B«  Cs  Di 
A,  B,  C,  D5 

Il  en  résulte  que  la  condition  pour  que  quatre  plans  se  coupent  en  un 
même  point  sera 

Ao  Bo  Co  Do      =<>• 
A,  B,  Cl  D, 
A«  B,  C,  Di 

A3     B3    Cs     D5 

•4.  Trouver  les  coeinus  directeurs  de  la  droite  définie  par  les  points 
/A  +  mB-l-nC  +  pDBO,    /'A  +  m'B -f  n'C -f- p'D  »  o. 

Soient  AiB|CtDi,  A«BtCtDf  les  coordonnées  tétraédriques  des  deux 
points  donnés,  et  A|,  ^s»  hf  A4,  les  cosinus  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
On  a 


^        Al  —  Al 

/,  =s ~ 9 


Bf  —  Bi 

A,   SB I 

d 


-        Ct  —  C| 

/j  = —  t 


.        Di  — Di 

A4  = z 9 


d  étant  la  distance  des  deux  points.  Or,  les  coordonnées  tétraédriques 
peuvent  se  calculer  d'après  les  coefficients  des  équations  données  (N""  92), 
et  la  distance  d,  par  la  formule  (III)  du  N<^  63;  donc,  on  peut  considérer 
la  question  comme  résolue. 

Lorsqu'on  connaît  les  cosinus  directeurs  de  deux  droites^  on  peut  en 
déduire  l'expression  du  cosinus  de  l'angle  qu'elles  forment  entre  elles 
ainsi  que  la  condition  de  perpendicularité  de  ces  droites. 

•S.  Trotit^er  ^expression  de  la  distance  du  point 


A 


— 0  .    I  00  n  ■  ^0  ^  I  ^0  -^ 


Bo 
ht 


D, 


i  «M  plan  domé  (A'B'C'D'). 


Soit  P  la  distance  cherchëe;  menons  par  le  point  un  plan  parallèle  au 
plan  donné  :  ses  coordonnées  seront 

A'  ±  P,    B'  ±  P,    C  ±  P,    n'±  P, 

et,  par  suite  on  aura  la  relation 

(A'±p)^+(B'±p)|+(C'±p)5!+(n'±p)5:=o. 

En  se  rappelant  la  relation  T--l-r-  +  r-  +  T-  =  —  'i  on  en  déduit 
pour  la  distance  cherchép 

Lorsque  le  point  est  rcprésenlé  par  une  ëquation  de  la  forme 
/A  +  mB-t-»C  +  pD  =  o, 

,  .         „  ,  ,j  A«      B„      Co      D. 

il.  faut   remplacer  dans    1  expression    precédenlc    yi    -j- >    7- >    -r- ' 

par  leurs  valeurs  (N°  93);  on  trouvera  ainsi  pour  la  distance  de  ce  point 

au  plan  donné 

Ik'  -\-  mB'  4-  nC  -\-  pD' 


§  3.  RAPPORT  ANUAnilOIirQUE  ET  HARMONIQUE  ;  FOLB  d'uH  PLAN  PAR  RAPPORT  A 
DEUX  points;  plan    polaire  d'un  point  par  RAPPORT  A  DEDX  PLANS. 

se.  Le  rapport  enharmonique  de  quatre  points  a,b,p,q  situés  sur 
une  même  droite  est  l'expression 

aq'  bq 

lorsqu'on  considère  a  tl  b,  p  cl  q  comme 
n,.  Il,  associés  ou  conjugués. 
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Soient 

(a)    A  =  o,  (6)     B  =  o, 

^'  (6)    A  — XB  =  o,        (q)    A  — aB==o, 

les  équations  de  ces  points;  A  et  B  sont  des  poIynAmes  du  premier  degré 
en  ti,  V  et  117  de  la  forme  fu  -f-  mi>  +  nu?  —  i.  Le  coefficient  A  représente 
le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  a  et  6  sur  un 
plan  quelconque  passant  par  le  point  p;  mais  ce  rapport  est  égal  et 
de  même  signe  à  celui  des  segments  ap  et  bp^  positif  si  le  point  p 
est  sur  le  prolongement  de  a6,  négatif  dans  le  cas  contraire.  On  aura 
donc 


bp 


De  même,  u  =--?  ;  par  suite. 

^  hq 


A (^p  ^aq «P  .  6p 

fA      bp'  bq      aq'  bq 

Ainsi,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  définis  par  des 

équations  de  la  forme  (i)  est  égal  &-  • 

Supposons  que  les  points  soint  représentés  par  les  équations 

(a)    A~>.B  =  i,      (6)    A-pB  =  o, 
^f        (p)    A  — A'B=o,      (q)    A--p'B  =  o. 

On  peut  les  ramener  k  la  forme  précédente,  en  posant  A  —  AB  =  A', 
A  —  fiB  =  B'.  En  exprimant  A  et  B  en  fonction  de  A'  et  B'  les  équations 
(2)  peuvent  s'écrire 

(a)    A'  =  o,     (6)     B'=o, 

r  —  ^  r  —  r 

.  Il  en  résulte  que  le  rapport   anharmonique  du  système  (2)  aura 


pour  valeur 


X-i'    A- 


f»- 


-X''a.  —  u! 


•T.  Lorsque  les  Irllres  A  et  B  sool  des  faoctions  du  premier  dtgré 
eo  x,y,  z  de  la  Torme  xgosk +ycos|3-|-«co8}'  —  ir,  tes  ëqualions 
(i)  reprësentent  un  système  de  quatre  plans  pnssant  par  une  mime  droite. 
Nous  les  daignerons  (Fig.  33)  par  A,  B,  P,  Q. 
Menons  une  transversale  qui  les  rencontre  aux 
pointe  a,  b,  p,  q  :  le  rapport  anbarmonique  des 
points  d'inlerseclton  sera  constant  quelle  que  soit 
h  direction  de  la  sécante.  En  effet,  la  constante  À 
représente  le  rapport  des  perpendiculaires  abais- 

I  sées  d'un   point  quelconque  du  plan  P  sur  les 

Pis.  a.  deux  autres  A  et  B;  ce  rapport  est  égal  k  celui 

des  sinus  des  angles  du  plan  P  avec  A  et  B.  Il  en  résulte  qu'en  appelant 
a  et  p  les  perpendiculaires  issues  du  pointp,  on  aura 

sin(A,P) 


De  même,  si  on  représente  par  a'  et  ^  les  perpendiculaires  abaissées 
du  point  q  sur  A  et  B,  on  aura  aussi 

a'       bin  (A.  Q) 
'*"|3'^sin(B,  Q)' 

On  en  déduit 

Ji      «    p      sin  (A,  P)  _  sin  (B,  P) 


sin(A,Q)*sin(B,Q) 


il  est  facile  de  voir  qu'au  rapport  des  perpendiculaires,  on  peut  substi- 
tuer eelui  des  segments  et  écrire 

X      ap   bp      sin  (A,  P)   sin  (B,  P) 
fx      aq'  bq      sin  (A,  Q)  *  sin  (B,  Q) 

Le  rapport  des  sinus  étant  constant,  il  en  sera  de  même  du  rapport 
anbarmonique  des  points  d'intersection.  C'est  pour  ce  motir  que  l'on 


V 
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prend  pour  le  rapport  anharmonique  d*an  faisceau  de  quatre  plana, 
celui  des  points  où  ils  sont  rencontrés  par  une  transversale  quelconque. 

n  suit  de  ce  qui  précède  que  -  représente  le  rapport  anharmonique 

du  système  de  plans  définis  par  des  équations  de  la  forme  (i).  Pour 
le  faisceau  de  quatre  plans  représentés  par  les  équations  {2),  le  rapport 
anharmonique  aurait  pour  valeur 

A  — À'    À  — a' 

fX  —  V     II  — II' 

•S.  Bapport  harmonique.  On  dit  que  quatre  points  d'une  droite 
forment  un  système  harmonique,  lorsque  leur  rapport  anharmonique  est 
égal  à  —  I.  Les  points 

(o)    A  =  o,  (6)    B-o, 

^  ^         (p)    A  —  AB  =  o,        (q)    A  —  fxB  =  o 

jouiront  de  cette  propriété,  avec  la  condition 

-=  —  I      ou      A  +  U  =  0. 

F- 

Si  on  remplace  lelfi  par  les  rapports  des  segments  qu'ils  représentent, 
la  relation  précédente  devient 

bp   *  bq 

L'un  des  points  p  ou  9  devra  se  trouver  entre  a  et  6,  afin  que  l'un 
des  rapports  soit  négatif;  si  le  point  p  occupe  le  milieu  de  a6,  le  premier 
rapport  est  égal  à  —  i,  et,  par  suite,  le  point  q  sera  à  l'infini.  Ainsi, 
deux  points  quelconques,  leur  milieu,  et  le  point  à  l'infini  forment 
toujours  un  système  harmonique. 

Lorsque  les  points  sont  définis  par  des  équations  de  la  forme 

.  (a)    A— AB=o,        (6)    A  — fxB=o, 

^  ^         Ip)    a— i'B  =  o,        {q)    A  — fx'B  =  o, 
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ils  forment  un  système  harmonique,  si  on  a  Ist  relation 


ou  bien 


V  -  ^(^ + f*)  (^' + f*') + ^y = o- 

2 


•••  Un  faisceau  de  quatre  plans  est  dit  harmonique^  lorsque  leur 
rapport  anharmonîque  a  pour  valeur  —  i.  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  un  système  harmonique  de  quatre  plans  passant  par  une 
m^mo  droite  sera 

OU 

suivant  que  leurs  équations  sont  de  la  forme  (i)  ou  de  la  forme  (2). 
La  première  équation  revient  à 

sin(A,P)  .  sin(A,Q)^ 
sin(B,P)"'"sin(B,Q)      ^^ 

A 
elle  exige  que  l*un  des  plans  P  ou  Q  soit  dans  Tangle  dièdre  AB.  Lorsque 

A 
le  plan  P  est  bissecteur  de  Tangle  AB,  le  premier  rapport  a  pour  valeur 

—  i;  par  suite,  le  second  doit  être  égal  à  -{-  i»  et  le  plan  Q  sera 
bissecteur  de  Tangle  adjacent.  Ainsi,  les  faces  d'un  dièdre  et  ses  plans 
bissecteurs  forment  toujours  un  faisceau  harmonique.  Toute  transversale 
rencontrera  les  plans  du  faisceau  en  quatre  points  harmoniques;  dans 
le  cas  particulier  d'une  sécante  parallèle  au  plan  Q,  le  segment  inter- 
cepté par  les  plans  A  et  B  sera  divisé  en  deux  parties  égales  par  le 
plan  P,  puisque  le  quatrième  point  harmonique  est  à  Tinfini. 

100.  Faisceau  in  involuiion.  Considérons  le  système  de  six  plans 
passant  par  une  ûiéme  droite  et  représentés  par  les  équations 

.  A  =  o,    A  —  AA'  =0,    A  —  fjiA'  s=  o, 

^^^  A'  =  o,    A  — ;/A'  =  o,    A  — fx'A'=o. 
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Les  lettres  A  et  A'  désignent  des  polynàmes  de  la  forme 

X  cos  a  -|-y  cos  P  +  z  cos }/  —  tt. 

On  dit  que  ces  plans  forment  un  faisceau  en  involution»  lorsque  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  plans  appartenant  à  trois  couples  est 
égal  à  celui  de  leurs  conjugués. 

Pour  abréger^  nous  désignerons  par  A,  B,  G,  A',  B',  C  les  plans 
donnés;  A  et  A^  B  et  B\  G  et  G'  étant  les  plans  respectivement 
conjugués. 

On  démontrera  comme  pour  un  système  de  six  points  en  géométrie 
plane  : 

i*  Que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  plans  définis 
parles  équations  (i')  forment  un  faisceau  en  involution  est 

ou   bien,  en   remplaçant  les  coefficients  par  les   rapports  des  sinus 
qu'ils  représentent 

sin  (AB)  »  sin  (ABQ  _  sin  (AC)  >  sin  (ACQ 
sîn  (A'B) .  sin  ( A'B')  "~  sln^Â^cr.  sin  (A'G')  * 

2^  Lorsque  six  plans 

A  =  o,        B  =  A  —  AA'  =  o,        G  =  A  —  fjiA'  =  o, 

A'  =  o,        B'  =  A  — A'A'  =  o,   •     G'  =  A  — fA'A'  =  o  ^ 

forment  un  faisceau  en  involution,  il  existe  des  constantes  /,  m,  n  qui 
donnent  la  relation  identique 

MA'4-t«BB'  +  «CG'  =  o; 

réciproquement,  si  les  équations  de  six  plans  passant  par  une  droite 
conduisent  à  cette  identité,  ils  formeront  un  faisceau  en  involution. 
S^"  Les  plans 

A  —  JA'  =  o,         A  —  iJ.iV  =0,         A  —  vA'  =  o, 
A  — i'A'  =  o,         A  — .u'A'  =  o,         A  — v'A'  =  o 

sont  en  involution,  si  on  a  la  condition 


III 


=  o. 


—  liO  - 
4*  Sii  plus  passant  par  une  même  droite  et  représentés  par  des 
équations  de  la  forme 

A  — o,        B  — o,        CnO, 
mB  —  nC  c=3  o,        nC  —  lA  »  o,        tK  —  mB  ■>  o, 
forment  un  faîseeau  ea  involution.  On  en  déduit 

jt      gin  (A'B)       /      sin  (B'C)      m      ain  (C'A) 
m™§in(A'C)'    n™ sin  (S'A)'     ("'8in{C'B)' 
et,  par  soite, 

sin  (AC)  •  BJn  (BA')  ■  sJn  (OB') 

sin  (AB')  ■  si»  (BC')  ■  sin  (CAO  ""  '  ' 

5"  Les  faisceaux  faoDH^p!«phiqueg  se  définissent  comme  dans  le  plan. 

f  •!.  PAte  (Tun  ptan  par  rapport  à  deux  pçintt  fixai.  Soient  a  et  6 

daûx  points  (Fig.  23}  et  P  un  plan  fixe  qui  rencontre  la  droite  06  au 

point  p. 

Menons  la  droite  quelconque  D  dans  le  plan  P,  et  désignons  par  A  et  B 
les  plans  passant  par  D  et  les  points  a  et  b.  Enfin  loit  Q  le  quatrième 
plan  harmonique  des  trois  plans  A,  B,  P.  Si  la  droite  D  se  déplace 
dans  le  plan  fixe  P,  le  plan  Q  conjugué  harmonique  de  P  tournera 
autour  d'un  point  fixe  q  de  la  droite  06;  car,  les  plans  formant  toujours 
un  faisceau  harmonique  quelle  que 
Boit  D,  la  transversale  a(  rencontre  les 
plans  suivant  un  syslime  de  points 
harmoniques,  et  comme  a,  b,  p  sont 
des  points  fixes,  il  en  sera  de  même  du 
point  q.  Ce  dernier  ee  nomme  \epôUda 
n,.  c.  plan  P  par  rapport  aux  points  donnés. 

Supposons  que  les  points  a  et  6  soient  définis  par  les  équations 
(o)      A  =  o,        (b)      B  =  o. 
Appelons   Ai   Bt,   les    valeurs   des    polyuAmes  A  et  B  quand   on    y 
substitue  les  coordonnées  du  plan  fixe  ;  l'équation  du  point  p  sera 

A  — AB  — o, 
avec  la  condition  A<  —  >Bi  ^  o.  fin  éliminant  3,  le  point  p  sera  repré- 
senté par 

A       B 
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L'équitîoD  du  pdls  q  se  prëseDIen  sous  la  Torme 

<''       T+W.—" 
pnbqu'O  ost  le  conjugué  barmoniqDe  da  point  p. 

IM.  Pltm  polmre  d'un  point  par  rapport  à  deux  plant.  Conaidérons 
doux  plans  A  et  fi  {Fig.  34),  et  un  point  fixe  p.  Menons  par  ce  dernier  une 
Innsversale  qui  rencontre  les  plans  aux  pointa  a  et  b.  Soit  q  le  quatrième 
point  harmonique  du  système  a,  b,p:  le  lieu  du  point  q  conjugué  de  p 
lorsque  la  sécante  tourne  autour  dn  point  fixe  sera  un  plan  Q  passant 
par  la  droite  dlnlersectioa  des  plans  A  et  B.  Bn  effet,  soit  P  le  plan 
mené  par  la  droite  d  et  le  point  p.  Les  trois  plans  A,  B,  P  avec  le 
plan  Q  mené  par  le  point  q  et  la  droite  d  formeront  un  faisceau  harmo- 
nique, quelle  que  soit  la  direction  de  ta  traus- 
Torsale;  les  trois  premiers  étant  fixes,  le  point  f 
décrira  le  plu  Q  passant  par   la  ligne  d'înter- 
seetioD    des   autres.    Ce    plan   s'appelle   le  plan 
polaire  du  point  p  par  rapport  à  A  et  R . 

Si 

A  s=  o,      B  =  o, 
sont  les  équations  des  plans  A  et  B,  celle  du  pi^if. 

plan  P  sera  de  la  forme 


Al  et  Bi  sont  les  valeurs  des  poIynAmes  A  et  B  pour  les  coordonnées 
cartësiennes  du  point  fixe  p.  Le  plan  polaire  étant  le  conjugué  harmo- 
nique de  P  aura  pour  équation 

A    ,    B 

â;+b;"=°- 

Il  est  facile  de  vérifier  qu'un  point  quelconque  du  plan  P  a  le  même 
plan  polaire  que  le  point  p,  Soil,  par  exemple,  p'  {xt  y,  z,)  un  point 
du  plan  P.  pour  lequel  les  fonctions  A  et  B  prennent  les  valeurs  Ai  et  Bt. 
Le  plan  polaire  de  ce  point  est  représenté  par 
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Mais,  le  point  p'  appartenant  au  plan  P,  on  doit  avoir 

A,      B, 

et,  par  suite,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

A   .   B 

c'est  précisément  celle  du  plan  Q. 

Réciproquement,  un  point  quelconque  du  plan  Q  aura  pour  plan 
polaire  par  rapport  à  A  et  B  le  plan  P.  Soit  q*{x'y'  z')  un  point  du 
plan  Q;  le  plan  polaire  de  ce  point  est  défini  par  l'équation 

A    ,  B 

A'  et  B'  étant  les  valeurs  de  A  et  B  quand  on  y  substitue  les  coordonnées 
x',  y,  2'.  Le  point  9'  étant  dans  le  plan  Q,  on  a  la  relation. 

A'   ,  B' 

â7+b;==°- 

Il  s'ensuit  que  l'équation  précédente  équivaut  à 

A,      B.""^ 
qui  représente  le  plan  P. 

Exemples. 

£x.  t.  Appliquons  les  principes  qui  précèdent  au  tétraèdre  dont  les  sommets  sont 
représentés  par  les  équations 

(I)       A=o,       (3)       B  =  o,       (3)       C  =  o,        (4^        D  =  o. 

Soient  Ai,  fit,  Ci,  Di  les  coordonnées  d*un  plan  fixe;  les  équations  des  pôles  de 
ce  plan  sur  les  différentes  arêtes  ainsi  que  celles  des  points  où  il  rencontre  ces 
droites  seront  de  la  forme 

(«)        W       \  +  \=o,  (.')       ^-i=o; 

IX         /  V        A    ,  D  ...         AD 

(14)        (y)       -r  +  ir=<^^  (/)       ï — ir=o; 


Al  '  Di      "'  "'         A,      Di 

B    .  C  ..,  B       C 


(23)         (i)        ^-  +  ^=0.  («')        |--.v=o; 
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B    .  D  B       D 

(24)         W        8+5;  =  °'  î^')        BrD=°' 

CD  CD 

(34)     M    c:+D.=°'        <"')    c;-D.=°- 

Ces  équations  conduisent  à  plusieurs  propriétés  :  1^  Les  droites  qui  réunissent  les 
pôles  situés  sur  les  arêtes  d'une  face  du  tétraèdre  aux  sommets  opposés  de  cette  face 
se  coupent  en  un  même  point.  Ainsi,  les  quatre  systèmes  de  droites 

2/*,      3e,      4*, 

li"»      37»      4^» 
I«,       2y,       4a, 

I5,       2^,       3«, 
concourent  respectivement  aux  points 

B       CD 

b:-*-c.+d;=°' 

A    ,   C    ,   D 

â;+c;+d;=^' 

A        B        D 

â.+b;+d:=^' 

A    ,  B       C 

29  Les  droites  qui  réunissent  les  pôles  sur  les  arêtes  opposées  se  rencontrent 
au  point 

A    ,  B    ,  C    ,  D 

Â;+B.+c+b-=°' 

3^  Les  lignes  qui  joignent  les  points  de  rencontre  du  plan  fixe  avec  les  arêtes  dHin 
sommet  aux  pôles  appartenant  aux  arêtes  respectivement  opposées  concourent  en  un 
même  point.  Ainsi,  les  quatre  groupes  de  droites 

h'9      «^'»      /*«% 

i8«',     y«',     /*«•, 

«/,       yi\       e/9', 
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se*ciMipent  respectivement  aux  points  représentés  par  les  équations 

A       B.C , D_ 
A       B       CD  _ 

A^       C       D  ^ 

4»  La  droite  qui  joint  les  pAles  sur  doux  arêtes  opposées  passe  par  le  point  d'inter- 
section des  droites  qui  réunissent  les  points  où  le  plan  fixe  rencontre  les  autres 
arêtes  opposées.  On  obtient  ainsi  les  trois  systèmes  de  droites 

/Se,     «V>     yT 

y«,     «V,     /5V 

dont  les  points  de  concours  sont  représentés  par 

A."*"Bt      C»      D.~°' 
At      B.  +  Ct      D,"^' 

A,      Bt      Ct  +  Dt~^- 

K»  Les  pèles  sur  les  arêtes  d'an  sommet  et  les  points  de  rencontre  du  plan  fixe 
avec  les  autres  arêtes  sont  dans  un  même  plan.  Car,  en  retranchant  membre  à  membre 
les  équations  («),  (/8)|  (y),  on  retrouve  les  équations  /&%  t\  ^.  Oli  trouve  ainsi  les 
quatre  groupes  de  six  points 

«f     /S»     h         ^'i     «'»     / 

«^  3j  «>  ^S  y'*  / 
ft  *f  ih  «'»  yS  •' 
y»   «>    M>      «'>    /8S   5' 

qui  sont  respectivement  dans  un  même  plan. 
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Ex.  t.  Considérons  un  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  points  i,  2,  3,  4, 
et  soient 

(I)    A=o,      (a)    B  =  o,     (3)    C  =  o,      (4)    D  =  o, 

les  équations  des  faces  respectivement  opposées  aux  points  z,  2, 3, 4. 

Les  équations  des  plans  polaires  d*un  point  donné  (Ai  Bi  Ci  Di)  par  rapport  aux 
diidres  du  tétraèdre  ainsi  que  celles  des  plans  qui  complètent  le  faisceau  harmonique 
de  chaque  arête  seront  de  la  forme 

.    .      ..X    A        C  ,  ,.    A       C 

(13)     i?)  X't'^Ct'^^'     (^)  Ai~c;  =  °' 

<^^)       <*)    5-1  +  0;  =  °'       ^'^    Ïïi-Di  =  °î 

^^'^i    w  c:+d;=°^   ^^  c.-d;=°- 

Les  équations  (a'),  (/S')  etc.,  représentent  les  plans  menés  par  les  arêtes  et  le 
point  donné. 

On  en  déduit  les  propriétés  suivantes  :  i®  Les  pians  polaires  par  rapport  aux 
dièdres  d*un  sommet  rencontrent  les  faces  opposées  de  ce  dièdre  suivant  trois  droites 
situées  dans  un  même  plan.  Ainsi,  les  quatre  systèmes  de  droites. 

//A,  yC,  |SD, 
8  A,  yR|  «D, 
SAf    ^B,    «C, 

où  fiB  désigne  la  droite  d'intersection  des  plans  (/x)  et  fi,  etc.,  appartiennent  respecti- 
vement aux  plans  définis  par  les  équations 

B  ^  C    ,    D 

b:^c:+d;=°' 


A       c    .   D 

ri+Ci+5;=°- 


10 
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A    ,    B        D 

Al      Bi      Ct 

2^  Les  plans  polaires  par  rapport  aux  dièdres  opposes  du  tétraèdre  se  coupent 
sui?ant  trois  droites  situées  dans  le  plan 

A       B    ,   C    ,    D 

â;-^b;+c:+d;=°- 

3«  Les  plans  menés  par  le  point  fixe  et  les  arêtes  d'une  face  rencontrent  les  plans 
polaires  par  rapport  aux  dièdres  des  arêtes  respectivement  opposés  en  trois  droites 
situées  dans  un  même  plan.  Ces  plans  ont  pour  équations 

A       B    ,   C       n 

"â:+b:+c;+d;=°' 

At      Bi"^C,+Dt~"°' 
A^       B^_C^      D  _ 

A        B        C_^D^_ 

Â»  La  droite  d'intersection  des  plans  polaires  relativement  k  deux  dièdres  opposés 
et  les  droites  d*intersection  des  plans  passant  par  le  point  fixe  et  les  autres 
arêtes  opposées  sont  dans  un  même  plan.  Ces  plans  sont  représentés  par  les  équations 

A    ,    B        C       D 
A.^B,      C,      D,        ' 

A  ^  5.  ,  £_£_ 

A,      B,      C^D,-^' 

5^  Les  plans  polaires  par  rapport  aux  dièdres  des  arêtes  d*une  face  ainsi  que  les 
plans  menés  par  le  point  fixe  et  les  autres  arêtes  se  rencontrent  en  un  même  point. 
Il  est  Tisible,  en  effet,  que  les  équations  (£'},  (f'),  (/)  proviennent  par  soustraction  des 
équations(«),  (/S),  (y). 


CHAPITRE  VI. 


SPHÈRE. 


Sommaire.  —  Equation  de  la  sphère  un  coordonnée»  cartésiennes;  sphères  assujetties  à 
eeriaines  conditions,  —  Cône  circonscrit  ;  plan  tangent  et  plan  polaire,  —  Équation 
de  la  sphère  en  coordonnées  tétraédriques  et  tangentietles, 

%   i.    ÉQUATION   DE   LA   SPHÈRE  EN    COORDONNëBS   CARTÉSIENNES. 

10S.  L'ëquation  de  la  sphère  s'obtient  immédiatement  en  exprimant 
qoe  le  carré  de  la  distance  de  Pun  de  ses  points  au  centre  est  égal  au 
carré  du  rayon.  Soient  ao,  60,  Co,  Vo  les  coordonnées  du  centre  et  le 
rayon  d'une  sphère  rapportée  à  troig  axes  rectangulaires  :  l'égalité 

(i)    (a:  -  ao)*  +  (y  -  60)»  +  (2  -  co)*  =  ro« 

sera  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface, 
et^  par  conséquent,  ce  sera  Téquation  de  la  sphère  en  coordonnées  carté- 
siennes. 
En  développant,  et  posant 

,  .  G  =a  —  ao,     H  =  —  60,     K  =  —  Co, 

^^^  L  =  ao*  +  60*  +  Co*  —  r  oS 

l'égalité  (i)  peut  s'écrire 

(2)        a:«  +  j/*  +  z«  +  2Ga:  +  2%  +  2K2  +  L  =  o. 

Ainsi  l'équation  la  plus  générale  de  la  sphère  en  coordonnées  rectan- 
gulaires est  du  second  degré;  elle  ne  renferme  pas  les  rectangles  des 
coordonnées,,  et  les  coeflScients  des  carrés  des  variables  sont  égaux. 
Lorsqu'une  sphère  est  définie  par  une  équation  de  la  forme  (2),  le  calcul 
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des  coordonnées  du  centre  et  du  rayon  se  fait  par  les  relations  {a)  :  les 
quantités  ao,  bo,  Co  sont  les  denii*coefIîcients  de  x,  y,  z  changés  de  signe, 
tandis  que  le  rayon  a  pour  valeur 

ro  =  =b  |/G«  +  H«  -f  K«  —  L. 

L'équation  de  la  sphère  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  géné- 
rale du  second  degré. 

(3)  Ax*+Ay+A'';:«+2%z+2R'rr£-|-2B''.ri/-f-2Cx+2r/t/+2C'';r+F=o, 
celui  où  l'on 

((5)         A  =  A'  =  A",         B  =  B==B"  =  o; 

car,  daos  cette  hypothèse,  l'équation  précédente  se  réduit  & 

A  (x«  -|-  y»  -f  5«)  +  2Cx  4-  2C'y  +  2C"«  +  F  =  o 

qui  est  de  la  forme  (2)  en  divisant  les  deux  membres  par  A,  Il  s'ensuit 
que  les  relations  (|5)  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
l'équation  générale  du  second  degré  représente  une  sphère. 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  que  si  l'origine  des  coordonnées  est 
sur  la  surface,  l'équation  de  la  sphère  6st  de  la  forme 

j:«  +  y*  +  ^'  —  2  (^0^  4"  ''o.y  +  ^«0  =  o> 

et,  si  l^origine  coïncide  avec  le  centre, 

104.  Considérons  maintenant  une  sphère  de  centre  C  (ao  60  Co)  et  de 
rayon  ro  rapportée  à  des  axes  obliques  :  son  équation  sera 

(4)  (x — ao)*+(j/— 6o)*+(«— Co)*+2(y— 6o)(«— Co)cosA+2(«— Co)(x — ao)cosfx 

+  2  (X  — Co)  (y— 60)  COS  V  =  To^. 

Développons  le  premier  membre,  et  posons 

M  =  —  (ao  +  60  cos  V  +  Co  COS  |ui), 
N  =  —  (fco  +  Co  cos  X  -j-  ao  COS  v), 
P  =  —  (co  +  ao  cos  p  4"  ^0  cos  A), 

Q  =  ao*  +  60*  +  Co*  +  260  Co  cos  1  +  2Co  ao  cos  yi»  +  2ao  60  cos  v  —  ro'. 
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L'ëquation  (4)  prendra  la  forme 

(5)        X*  -[-y*  -}-  «'  +  2yz  cos  A  -j-  2zx  cos  (z  -j-  2xy  cos  v 
+  2Mx  4-  2Ny  +  2Pz  +  Q  =  o. 

Ainsi  l'ëquation  de  la  sphère  en  coordonnées  obliques  est  du  second 
degré;  les  coefficients  des  carrés  des  variables  sont  égaux  à  l'unité  tandis 
que  les  coefficients  des  rectangles  des  coordonnées  sont  les  cosinus  des 
angles  des  axes  multipliés  par  2. 

En  comparant  l'équation  (4)  avec  l'équation  générale  du  second  degré, 
on  voit  que  celle-ci  définit  une  sphère  en  coordonnées  obliques  avec  les 
conditions 

A  =  A'  =  A"    B  =  AcosA,     B'  =  Acosfji    B''e=Acosv; 

car  elle  se  ramène  alors  &  la  forme 

A(x' + y'  +  ^'  +  2yz  cos  A  -|-  zzx  cos  /ix  -|-  2xy  cos  v) 
+  2Cx  +  2C'y  +  2C"z  +  F  =  o 

ou  &  la  forme  (4),  après  avoir  divisé  le  premier  membre  par  le  coeffi- 
cient A. 

Lorsqu'une  sphère  est  définie  par  l'équation  (5),  les  coordonnées  du 
centre  satisfont  aux  équations 

^  +  y  cos  V  -f-  z  cos  (z  =  —  M, 
y  -[-  «  cos  A  -|-  X  cos  V  =  —  N, 
2  +  X  cos  p.  +  y  cos  A  =  —  P, 

qui  représentent  trois  plans  dont  le  point  d'intersection  est  le  centre  de 
la  sphère.  Ils  rencontrent  respectivement  l'axe  des  x,  des  y,  et  des  z  aux 
distances  —  M,  —  N,  —  P  de  l'origine.  De  plus,  les  traces  du  premier 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  sont  les  droites 

X  +  y  cos  V  =  —  M,     X  +  jï  cos  p  =  —  M 

perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  et^  par  suite,  le  premier  plan  est  perpen- 
diculaire à  cet  axe.  On  verrait  de  même  que  les  deux  autres  sont 
respectivement  perpendiculaires  à  l'axe  des  y  et  des  z.  Donc,  le  centre 
d'une  sphère  définie  par  une  équation  de  la  forme  (5)  est  le  point 
d'intersection  de  trois  plans  perpendiculaires  aux  axes,  menés  aux 
distances  —  M,  —  N,  —  P  de  l'origine. 
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I0{(.  Signification  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  sphère» 
Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d*un  point  M  de  l'espace,  et 

réqtiation  d'une  sphère  en  coordonnées  rectangulaires  ayant  pour  centre 
le  point  G(aoboCo).  Menons  par  le  point  M  une  tangente  à  la  sphère; 
T  étant  le  point  de  contact,  le  triangle  rectangle  MTC  donnera  la 
relation 

MT  S5=  MG  —  r^  • 
Mais  la  distance  du  point  M  an  centre  a  pour  expression 

MC*  =  (X  -  ao)«  +  (y  ^  6o)'  +  {z-  c,Y; 
par  conséquent  9 

MT»  =  (x  -  a,y  +  (y  -  b,y  +  (z  -  Co)»  -  rj. 
Si  les  axes  sont  obliques,  on  aurait  aussi 

MT'=MC*-r;  =(x -  ao)«+(y-6o)«+(«-  Co)«+2{y-. 6o)(z-  c,)  cos  A 
+  2(z  —  Co)  (x  —  Co)  COS  |:a  +  2(x  —  tto)  (y  —  60)  cos  V  —  rj. 

Ainsi  le  premier  membre  de  Téquation  d'une  sphère  où  x,  y,  z 
sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  représente  le  carré  de  la 
tangente  menée  de  ce  point  à  la  sphère.  Le  carré  de  la  tangente  MT  se 
nomme  quelquefois  la  puissance  du  point  M  par  rapport  à  la  sphère. 
En  particulier,  la  puissance  de  l'origine  est  représentée  par 

ou  bien  par 

Q  =  a*  +  6;  +  cj  +  260C0  cos  l  -\-  2C^a^  cos  p.  -j-  200^0  <^os  v  —  rJ, 
suivant  que  les  axes  sont  rectangulaires  ou  obliques. 

106.  L'équation  générale  d'une  sphère  renferme  quatre  paramètres 
arbitraires;  il  faut  donc,  en  général,  quatre  conditions  géométriques 
simples  donnant  lieu  chacune  à  une  relation  entre  les  paramètres  pour 
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que  la  surface  soit  complëtement  dëterminée.  Assujettir  la  sphère  définie 
par  réquation  (2)  à  passer  par  un  point  M  (xi  yi  z«)  donne  lieu  à  la 
relation 

Xi*  4"  y*'  +  ^<*  +  2Gxi  +  2Hyi  +  2KZi  +  L  =  o; 

quatre  équations  analogues  détermineront  un  seul  système  de  valeurs 
pour  les  coeflBcients  inconnus  G,  H,  K,  L.  Donc,  par  quatre  points  de 
l'espace,  on  peut,  en  général,  mener  une  sphère  et  une  seule. 

Assujettir  une  sphère  h  avoir  pour  centre  un  point  donné  équivaut 
k  trois  conditions  simples;  car,  si,  dans  l'équation 

(X  -  aoY  +  (y  -  boy  +  (z  -  CoY  =  ri 

on  connaît  les  quantités  ao,  60,  Co,  il  ne  reste  plus  qu'un  seul  paramètre 
arbitraire.  Cette  équation  représente  alors  toutes  les  sphères  en  nombre 
infini  qui  ont  pour  centre  le  point  fixe  (aoboCo)- 

Lorsqu'une  sphère  est  seulement  assujettie  à  satisfaire  à  un  nombre 
de  conditions  inférieur  à  quatre,  il  ne  sera  pas  possible  d'éliminer  de 
réquation  générale  tous  les  paramètres.  Il  y  aura  une  infinité  de  sphères 
qui  peuvent  satisfaire  aux  conditions  données,  et  l'équation  qui  les 
représente  devra  encore  renfermer  au  moins  un  coeflBcient  indéterminé. 
Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  sphères  assujetties  à  certaines 
conditions. 

107.  Équation  générale  des  sphères  passant  par  deux  points  donnés. 
Une  sphère  quelconque  est  représentée  en  coordonnées  rectangulaires 
par  l'équation 

x*  +  y*  +  ^*  +  2Gx  +  2Hy  +  2K;2  4-  L  =  o, 

et,  pour  ses  points  de  rencontre  avec  les  axes,  on  aura 

x'  +  2Gx  +  L  =  o, 
y«  +  2Hy  +  L  =  o, 
z*  +  2Kz  +  L  =  o. 

Cela  étant,  si  les  points  donnés  sont  sur  l'axe  des  x,  aux  distances 
a  et  a'  de  Torigine,  on  peut  poser 

X*  +  2Gx  +  L  =»  (x  —  a)  (x  —  a')} 
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d'où  G  =  —  (a  —  o'),  L  =  an',  et  l'équation 

x«  +  y«  -f  z«  —  (a  +  a')  X  +  2Hy  +  2Kz  +  a«'  ==  o 

représentera  une  sphère  quelconque  passant  par  deux  points  de  Taxe  des  or. 
De  même,  les  équations 

x«4.y«  -f-z»  +  2Gx  —  (6  +  6')y  +  2Kz  +  66'  =  o, 
X*  -}-f/*  +  2"  +  2Gx  +  2Hy  —  (c  -|-  c')  «  -|-  ce'  =  o 

définissent  :  la  première,  des  sphères  menées  par  les  points  (o,  6,  o), 
(o,  6',  o)  de  Taxe  des  y;  la  seconde,  des  sphères  passant  par  deux  points 
de  Taxe  des  z,  aux  distances  e  et  c'  de  l'origine. 

Enfin,  si  les  points  donnés  ne  sont  pas  sur  les  axes,  et  ont  pour 
coordonnées  Xj^iZi,  Xs^sZt,  Téquation 

(x—x.)  (x— x,)  +  fy— j/i)  (y— y*)  +  (z—Zi)  («— t*)  4-  [(a?— «i)  (y— yi) 

—  (X  —X,)  (y  —  yO]  —  1[{X  —  X|)  (Z  —  Zt)  —  (X  — Xt)  (Z  — Zl)] 

+ »«[(y — y')  (-  —  -*)  —  fy — yO  («  —  «»)]  =  o 

représentera  une  sphère  quelconque  passant  par  les  deux  points  {x%yiZi) 
(xît/tZt).  En  effet,  si  on  effectue  les  multiplications,  elle  se  ramène  à  la 
forme  (2);  de  plus^  elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points 
donnés,  et,  comme  elle  renferme  deux  constantes  arbitraires  /  et  m,  elle 
définit  une  sphère  quelconque  qui  passe  par  ces  points. 
En  développant,  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

^' + y'  +  -* — ['I  +  ^i  +  y*  —  y  I  +  Hz*  —  z,)]  x  —  [y,  +  yi  +xi  —  xj 

+  m  [zi—zi)]  y  —  [5i  +  ^«  +  '(-^1  —  -^0  +  *'*(y«  —  y*)]  ^  +^ia:i+yiyj 
+  ZtZi  -|-  (xif/t  —  Xiiji)  +  l(xiZi  —  XiZj)  -f-  m  (yiZi  —  y^zt)  =  o. 

Les  coordonnées  du  centre  satisfont  aux  égalités 

2x  =  X,  +  Xî  -f-  y«  —  y«  +  '  (^*  —  ^<)» 

2y  =yi  +  yî  +  afi  —  xi  +  m(z8  —  zj), 

2z=zi+^«+»«  (yi  — yi)+ 1  {xi  —  xi). 

Pour  obtenir  le  lieu  des  centres,  il  suffit  d'éliminer  les  paramètres 
/  et  m;  on  trouve  ainsi  l'équation 

qui  représente  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  des  points  (xiyiZi), 
(xsytZs)et  passant  par  leur  milieu. 
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•t#S.  Sphère  tangente  aux  plans  coordonnés.  Si»  dans  Tëquation 

on  pose  successivemcnl  z  =  o,  j/  =  o,  x  =  o,  il  vient 

x'  -f-y*  +  2Gx  -|-  2Hy  +  L  =  o, 
x«  +  ««  +  2Gx  4-  2Kz  4-  L  =  o, 
i/«  +  z«  +  2H//  +  2Kz  4-  L  ==  o; 

ces  équations  rcprëscntent  les  cercles  d'intersection  de  la  sphère  avec 
les  plans  coordonnés.  Or,  si  la  surface  est  tangente  à  ces  plans,  chacun 
d*eux  doit  se  réduire  à  un  point.  En  exprimant  que  les  rayons  des  cercles 
sont  nuls,  on  arrive  aux  égalités 

L  =  G*  4-  H*  r=  G«  +  K*  =  K*  +  H»  ; 

d'où  on  tire  Gs=H=:K,  L=:2G*.  Le  rayon  R  de  la  sphère  sera 
déterminé  par  la  formule 


R  =  t  i/G»+  H*4-  K*  —  L  =  db  g. 

Il  en  résulte  que  la  sphère  tangente  aux  plans  coordonnés  aura  pour 
équation 

X*  +  ï^«  4.  a»  ±  2R  (x  4-  y  +  z)  +  2R*  =  o. 

Lorsque  les  axes  sont  obliques,  le  rayon  mené  au  point  de  contact 
étant  perpendiculaire  au  plan  tangent,  il  est  facile  de  vérifier  que  les 
coordonnées  du  centre  ao,  60,  Co  ont  pour  valeurs 

R  R  R 

sin  a  sin  b  sin  c 

a,  6,  c  étant  les  angles  des  axes  OX,  OY,  OZ  avec  les  plans  ZOY,  ZOX, 
XOY.  L'équation  de  la  sphère  tangente  sera  donc 

\        sin  a/    *  V       smJ/        \        smcj  y      sinb/\        sine/ 

4-2 (^ ■' — )(^ : )cosf^4-2(  a?— ](y r-T  JCOSV  — R«=o. 

*      \        sinc/\        sin  a/       ^  \        sinajy       sin  6/ 
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109.  Sphère  passant  par  quatre  points.  Soient  (xii/{Zi),  (artyt^t)» 
(^sysiSs))  {x^yAZé)  quatre  points  de  Tespace.  Si  la  sphère  définie  par 
rëquation 

x« +  y« -j-z«  +  2Gr  +  2Hy  +  2Kz-|- 1- =  o 
doit  renfermer  ces  points,  on  a  les  conditions 

xj  +  yj  +  ^î  +  ^Gxi  +  2Hyi  +  2Kzt  +  L  =  o, 
xj  +  yj  +  «î  +  2Ga?t  +  2Hya  +  2Kzt  -f-  L  =  o, 
a?î  +  yî  +  zj  +  2Gxj  H-  2Hy3  +  aKzs  +  L  =  o, 
xj  4-  yî  -f-  *î  +  2^^*  "f"  2^y*  +  2l^4  +  L  =  o. 

L'élimination  des  paramètres  entre  les  équations  précédentes  donnera 
pour  l'équation  cherchée 


x*  +  y*  +  z* 

X 

y 

z 

«^î+yî  +  *î 

Xi 

y» 

2| 

"l+yl  +  ^l 

Xj 

y» 

2t 

»*,  +  y\ + ^\ 

Xj 

y» 

Zz 

^î+yî+^î 

X4 

y^ 

Zi 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  centre.  On  sait  que  x  =  -«  G, 
y==  —  H,  zs=s  —  K,  et,  par  suite,  ces  coordonnées  satisfont  aux 
équations 

^î  +  yî  +  «î  —  2xxi  — 2yyi  — 2z«i  +  L  =  o, 
xj  +  yî  +  zj  —  2XX,  —  2yy«  —  2zz«  -|-  L  =  o, 
«8  +  yî  +  «î  —  2«a;s  —  2yy3  —  2ZZs  4.1  =  0, 
*î  +yî  +  *î  —  2^^4  -—  2yy4  —  2ZZi  4.  L  =  o. 

En  retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouverait  six 
équations  de  la  forme 

2(xi  — x,)x4-2(y,  — yf)y4-2(2,  — Z4)«+^î  — xî+yî—yî+zj— zî=o 

qui  représentent  six  plans  passant  par  le  centre  de  la  sphère;  celle-ci 
est  satisfaite  par  les  coordonnées 

2i4-^« 


X 


xi  +  X,  yi  +  ys 

— Z —  >    y  "=  — I — 


z  = 


et  les  cosiqu^  directeurs  de  la  normale  au  plan  étant  proportionnels 
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à  xi  —  xt)  yi  —  t/ti  ^1  —  iZs>  il  sera  perpendiculaire  à  la  droite 
des  points  (Xiy\Zi),  (^tys^i)-  Les  autres  équations  donneront  lieu  à 
des  remarques  semblables  et  on  arrivera  à  ce  résultat  :  que  les  plans 
perpendiculaires  aux  arêtes  du  tétraèdre  des  points  donnés  et  passant 
par  les  milieux  de  ces  droites  se  coupent  en  un  même  point  qui  sera  le 
centre  de  la  sphère  circonscrite. 

§   2.    GÔNB   CIRCONSCRIT  A   LA   SPHÈRE;    PLAN   TANGENT   ET   PLAN   POLAIRE. 

110.  Cône  circonscrit.  Une  droite  est  dite  tangente  k  la  sphère, 
lorsqu'elle  rencontre  cette  surface  en  deux  points  qui  coïncident.  Soit 
S  (x'y'z')  un  point  donné;  proposons-nous  de  trouver  le  lieu  des 
tangentes  à  la  sphère 

issues  de  ce  point.  Menons  par  ce  dernier  une  droite  quelconque 
et  soient  rx;'%  y"^  z"  les  coordonnées  d*un  second  point  de  cette  ligne. 
Celles  d*un  point  variable  (x,  y^  z)  de  la  droite  sont  données  par  les 
formules 

x'-i-ir"  .y'  +  V  z'^^-lz'' 


^'^     '.  .   >  y=  .  .  ^  >   ^ 


Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  sphère;  il  viendra,  en 
développant, 

Posons^  pour  abréger, 

C  =  x«  +j/«  +  ^«  -  rj,         P'  =  xV  -\-yY  +  ^'^"-'•;> 

et  désignons  par  C%  €"  les  valeurs  de  G  pour  les  coordonnées  des  deux 
points  (x'y'z'),  (x"y"z").  L'équation  précédente  peut  s'écrire 

(*)        C'A*  +  2P'X  +  C  =  o. 

Elle  détermine  les  valeurs  de  A  pour  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
avec  la  sphère.  Mais,  si  la  sécante  issue  du  point  [x'y'z')  est  tangente  k  la 
surface,  Téquation  doit  avoir  des  racines  égales,  et,  par  suite, 


0 


—  156  — 

Cette  relation  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  x'\  y'\  z"  d'un 
point  choisi  à  volonté  sur  une  tangente  quelconque  issue  du  point  S. 
tl  en  résulte  que  le  lieu  de  toutes  les  tangentes  ou  le  cône  circonscrit 
ayant  pour  sommet  le  point  (a/jfV)  sera  représenté  par  Téquation 

(i)    (a;x'+yy'+zz'-r;)«  -(x'»+y'*+z'=-  r;)(x«+y«+z«-r;)=o. 

Si  on  applique  la  même  méthode  &  la  sphère  définie  par  l'équation 

(«  —  o»)»  +  (y  —  to)*  +  («  —  «•)'  —  '"o  =  o» 
on  trouvera  sembUblement  pour  le  cAne  circonscrit 

(2)    [(X  —  oo)  (x'  -  a,)  -1-  (y  —  t.)  {y'  -  6.)  +  (z  -  c.)  (z'  —  c)  —  r*]» 
-  [(«'  -  ««)*  +  (y'  -  *.)•  +  (2'  -  c«)»  -rj]  [(x  -  «.)'+  (y  -  6,)' 

+  (2-c.)«-r;]=.o. 

On  peut  transformer  les  équations  précédentes  au  moyen  de  l'égalité 

(X  -  X')» 4-  (y  -y')'  +  («  -  z')'  =  x«  +y'  +  z»  -  r) 
+  a.'*  +  y"  +  2"  -  r J  -  2  (XX'  +  yy'  +  zz'  -  r»). 

On  en  tire 

'*'  +yy'  +  «*'  -  r;  =  ^  [c + c-  (X  -  X')»  -  (y  -  y)»-  («  -  «')*]• 

et,  en  substituant,  l'équation  du  c4ne  circonscrit  prendra  la  forme 

(3)      [C  +  C  -  (X  -  X')»  -  (y  -  yj  -  (z  -  z'j']»  -  4CC'  =  o. 

Bile  a  lieu  aussi  lorsque  la  sphère  est  représentée  par  l'équation 
(x  —  tto)'  -|-  (y  —  60)* + (z  —  Cg)*  —  r J  =  o,  en  supposant  que  0  et  C 
désignent  les  polynômes 

(x-a.)'-Hy-6.)'+(z-f.)'-r;,    (x'-a.)»+(y'-6.)'4-(z'-.c.)'-r;; 

car,  de  l'égalité 

[jc  _-  a«  —  (i'  —  a«)]»  +  [y  —  6,  —  (y'  —  6«)]»  +  [2  —  c,  —  (z'  -  c,)]« 

=  (x-x')*H-(y~y')*  +  (z-2')'  =  C  +  C'-2[(x-«,)(x'-a.) 

+  (y  -  60)  (y'  -  6.)  +  (2  -  co)  (z'  -  c.)  -  rj], 
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on  tire 

(x  -  «,)  {x'  _  a,)  +  (y  -  6,)  (y'  -  t.)  +  (z  _  c)  (z'  -  c.)  -  »•; 

=  i[C  +  C'-(«-x')*-(y-y')*-(«-«T]. 
Celte  relation  permet  de  mettre  Téquation  (2)  sous  la  forme  (3). 

111.  Plan  tangent.  Le  plan  tangent  à  la  sphère  en  un  point  {oify'z*) 
est  le  lieu  de  toutes  les  tangentes  à  la  surface  passant  par  ee  point. 
On  trouve  immédiatement  Tëquation  de  ce  lieu,  en  appliquant  celle  du 
cône  circonscrit  (i)  au  cas  où  le  sommet  est  sur  la  sphère.  Dans  cette 
hypothèse,  3(:'*+j/'*4'^'' "~ ''0  =o«  et,  on  aura,  pour  le  lieu  des 
tangentes  menées  par  le  point  (»'y  V)  à  la  sphère  x* +y"  -|-  «*  —  rj  =  o, 
réquation 

(4)         xx'+yy'  +  zz'  — rJ==o. 

On  y  arrive  aussi  directement  par  la  méthode  suivante.  Menons  par 
le  point  {x'y'z')  une  droite  quelconque  définie  par  les  égalités 

Substituons  ces  expressions  dans  Téquation  de  la  sphère 

^*  +  y  +  ^*-^»'î  =  o- 
Il  viendra^  en  développant, 

équation  qui  détermine  les  distances  des  points  d'intersection  de  la  droite 
avec  la  sphère  au  point  {x'y'z').  Mais,  ce  dernier  étant  sur  la  surface, 

x'*-['2/''"i"^'^  —  ''o  =  ^ï  e^  réquation  a  une  racine  nulle;  de  plus, 
si  la  droite  est  tangente  h  la  sphère,  les  points  d'intersection  coïncident 
et  la  seconde  racine  sera  égale  à  zéro;  ce  qui  exige  que  Ton  ait  : 

/ap'  +  pty'  -|-  v«'  =  o. 

En  éliminant  A,  pi,  v  au  moyen  des  équations  de  la  droite,  on  trouve 
pour  le  lieu  des  tangentes  ou  le  plan  tangent  h  la  sphère  au  point  {!xfy*z% 
l'équation 

(x--x')x'  +  (y^y')y'  +  («-^')^'  =  o, 


—  158  — 
c'est-à-dire, 

^^'+y.y'  +  ^2'  — rJ  =  o, 

cil  ëgard  à  la  relation  x"  +y'*  +  «"  =  r^. 
Lorsque  la  sphère  est  représentée  par  Tëquation 

(r  -  a,)'  +  (y  -  ft.)'  +  (z  -  r.)'  -  rj  =  o. 

celle  du  plan  tangent  sera  de  la  forme 

(s)     (x-(i,)(x'  --a,)  +  (y~6o)(y'-6o)  +  (z-~ro)(z'-co)-rî  =  o. 

Enfin,  d*après  la  transformation  du  numéro  précédent,  on  peut  rem- 
placer les  équations  (4)  et  (5)  par  la  suivante  : 

C  +  c  —  (x  —  x')*  —  0/  —  y'Y  —  («  —  s')'  =  o. 

119.  Plan  polaire.  Le  cane  circonscrit  représenté  par  Téquation 
(xx'+yy'+zz'-r;)«-(x"+y^+je'«-r;)(x»  +  y«  +  z«-rî)  =  o, 
touche  la  sphère  suivant  une  courbe  située  dans  le  plan 

(P)        XX'  +yy'  +  ;rz'  —  rj  «=  o; 

car  les  coordonnées  d*un  point  de  cette  courbe  annulent  le  polynôme 
x'  +2/*  +  ^*  —  '"Îj  ®^  P^"*  conséquent,  elles  doivent  vérifier  la  relation 
précédente.  Le  plan  (P)  qui  passe  par  la  courbe  de  contact  du  cône  avec 
la  sphère  se  nomme  le  plan  polaire  du  point  {x'y'z'),  et  ce  dernier,  le 
pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  la  sphère. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  de  x',  y',  z'  aussi  longtemps  qu*elles 
sont  réelles,  Téquation  (P)  représente  un  plan  déterminé  et  réel.  Le 
plan  polaire  d'un  point  de  l'espace  existe  donc  toujours  quelle  que  soit 
la  position  de  ce  point,  même  s'il  se  trouve  à  l'intérieur  de  la  sphère 
et  si  le  cône  circonscrit  est  imaginaire.  Lorsque  le  point  (x'yV)  est 
sur  la  sphère,  Téquation  (P)  repi*ésente  le  plan  tangent  en  ce  point  i  la 
surface,  et  réciproquement,  un  plan  tangent  aura  pour  pôle  son  point 
de  contact. 

Étant  donnée  l'équation  d'un  plan 

Ax  +  By  4-  Cz  =  D, 
on    déterminera    le    pôle    correspondant    par    rapport    à    la    sphère 
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x*-^y*-\-z*  —  ''0  =  0,  en  identifiant  cette  équation  avec  celle   du 
plan  (P).  On  arrivera  aux  relations 


d'où 


x'      A 

y'      B 

z'      C 

T'-d' 

ri      D' 

rî      D' 

Ar- 

Br* 

^         D 

Les  coordonnées  du  pôle  sont  infinies,  si  D  =  o;  elles  sont  nulles, 
si  Ae=B  =  G  =  o.  Ainsi,  le  pôle  d*un  plan  passant  par  le  centre  est 
à  rinfini,  tandis  que  celui  du  plan  à  Tinfini  coïncide  avec  le  centre  de  la 
sphère. 

lis.  Construction  du  plan  polaire.  Soit  p  le  point  qui  a  pour 
coordonnées  x'  y*  z'  et  0  le  centre  de  la  sphère 

La  droite  qui  réunit  le  centre  au  point  p  est  déterminée  par  les 
équations 

X       y        z 

et,  par  suite,  elle  est  perpendiculaire  au  plan  polaire  représenté  par 

(P)         xx' +  »/!/' +  zz'  —  rJ  =  o. 

Soient  p'  le  point  où  le  plan  P  rencontre  la  droite  0/>;  la  longueur  Op' 
sera  la  distance  &  l'origine  du  plan  polaire,  et  on  aura  la  relation 

0»'  = "  =  l^  ; 

d'où 

Op-Op'  =  ?'J. 

Donc,  le  rectangle  construit  sur  les  distances  du  centre  de  la  sphère 
au  pôle  et  au  pian  polaire  est  constant.  11  résulte  de  ce  qui  précède, 
qu'étant  donné  un  point  p,  le  plan  polaire  correspondant  s^obtiendra 

en  menant  à  une  distance  Op'  s= -pdu  centre  un  plan  perpendiculaire 
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à  la  droite  Op.  Cette  construction  indique  que  le  plan  polaire  d'un  point 
à  rinfini  sur  une  droite  issue  du  centre  sera  le  plan  mené  par  ce  dernier 
perpendiculairement  à  la  droite. 

114.  Le  plan  polaire  est  le  lieu  du  conjugué  harmonique  du  pôle 
par  rapport  aux  points  d'intersection  avec  la  sphère  d^une  sécante 
variable  issue  de  ce  point. 

En  effet,  menons  par  le  point  {x'y'z')  une  sécante  quelconque,  et 
cherchons  les  points  où  elle  rencontre  la  sphère.  On  aura 

x'  +  lx"  y'  +  V  z'  +  }.z" 

I  +  /        ^        I  +  /  I  +  ^ 

où  X  est  Tune  des  racines  de  l'équation  (N**  MO) 

C"/«  -|.  2P'/  -f-  C  =  o. 

Supposons  que  le  point  {x''y"z*')  coïncide  avec  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  (x'y'z')  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  la  sécante 
et  de  la  sphère.  Dans  cette  hypothèse,  l'équation  précédente  doit  avoir 
des  racines  égales  et  de  signes  contraires;  par  suite, 

P'  =  o,     ou     .T'x"  +  yy'  +  «V  —  rJ  =  o. 

Cette  relation  devra  être  satisfaite  par  les  coordonnées  du  conjugué 
harmonique  du  point  (x'  y*  z')  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante. 
Il  en  résulte  que  le  lieu  de  ce  point  sera  représenté  par  l'équation 

xx'  +  yty'  +  jr£'  —  r  J  =  o 

obtenue  en  supprimant  les  accents  des  coordonnées  x",  y",  x".  C'est 
précisément  le  plan  polaire  du  point  (x'y'  je'). 

115.  Si  on  mène  un  plan  Q  par  le  pôle  d'un  plan  P  représenté  par 
l'équation 

(P)        xx'+yy'  +  x2'^rJ  =  o, 

son  pôle  (x"  2/"  z'')  se  trouvera  dans  le  plan  P.  Car  le  plan  Q  a  pour 
équation 

(Q)        xx"+yy"  +  zz"^rJ  =  o, 
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avec  la  condition 

x'x"  +yY  +  2'«"  —  rj  =  o  : 
relation  qui  exprime  aussi  que  le  point  (x"y"z")  appartient  au  plan  P. 

Celte  propriété  peut  encore  s'énoncer  ainsi  :  le  plan  polaire  d'un 
point  p  situé  dans  un  plan  Q  passe  par  le  pôle  de  ce  dernier.  Lorsque 
le  plan  P  tourne  autour  d'une  droite  D,  son  pAle  décrit  une  autre 
droite  D^  En  effet,  soient  p  et  p'  deux  points  de  la  ligne  D;  les  plans 
polaires  correspondants  P  et  P'  se  couperont  suivant  une  certaine 
droite  D';  tout  plan  mené  par  la  droite  D  passant  par  les  points  p  etp' 
doit  avoir  pour  pôle  un  point  situé  à  la  fois  dans  les  plans  P  et  P', 
c'est-à  dire  qu'il  se  trouvera  snr  la  droite  D'.  Réciproquement,  si  le 
pôle  décrit  une  droite  D%  le  plan  polaire  tourne  autour  d'une  droite  D; 
car,  p  et  p'  étant  les  pôles  des  plans  P  et  P'  passant  par  D%  le  plan 
polaire  d'un  point  quelconque  de  cette  droite  renfermera  les  points 
p  et  p\  et,  par  conséquent,  il  passera  par  la  droite  D.  Deux  droites, 
telles  que  D  et  D',  qui  jouissent  de  la  propriété  d'être  chacune  le 
lieu  géométrique  des  pôles  des  plans  passant  par  l'autre,  se  nomment 
droiten  conjuguées  par  rapport  i  la  sphère;  chacune  d'elles  est  la 
corde  des  contacts  des  plnns  tangents  &  la  sphère  menés  par  l'autre, 
puisque  les  points  de  contact  ou  les  pôles  de  ces  pians  doivent  appar- 
tenir i  la  conjuguée  de  leur  droite  d'intersection. 

Enfin,  il  est  utile  de  remarquer  que  le  plan  polaire  du  point  d'inter- 
section de  trois  plans  sera  le  plan  déterminé  par  leurs  pôles;  récipro- 
quement, trois  points  quelconques  d'un  plan  ont  des  plans  polaires 
qui  se  coupent  au  pôle  de  ce  plan. 

116.  Étant  donnii  deux  points  p  et  q  ainsi  que  leurs  plans  polaires 
P  6(  Q  par  rapport  d  une  sphère  de  centre  0,  si  on  abaisse  des  points 
p  et  q  tes  perpendiculaires  pr^  qs  sur  les  plans  Q  et  P,  on  aura  la 
relation 

Op      Oq 

pr^qs' 

Pour  le  démontrer,  soient  x'y'z'^  af'y"z"  les  cordonnées  des  points 
p  et  f  ;  les  plans  polaires  P  et  Q  sont  déGnis  par  les  équations 

(P)        XX'  -f  yif  +  zz'  —  rj  =  o, 
(Q)      xx"+yy"  +  i3z"-rî  =  o. 

11 
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Gela  étant, la  loagueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  p  (x'yV) 
sur  le  plan  Q  aura  pour  expression 

De  même,  il  viendra  pour  l'autre  perpendiculaire  qs 

_  a/x"'  +  yy  ^  +  z'z''  —  rl_  xV^+  y^y^^+  z'z"  —  rj 

j/x'«  4-  y'*  +  z'«  ^/> 


On  en  déduit 

pr  •  O9  =»  7<  •  Op, 

et;  par  suite. 

Op      O9 

ItT.  Nous  avons  considéré  jusqu'ici  le  plan  polaire  d'an  point  par 
rapport  à  la  sphère 

il  est  évident,  d'après  les  développements  qui  précèdent,  que  le  plan 
polaire  d'un  point  {x'y'z')  par  rapport  à  la  sphère 

(x  — ao)*  +  (y-6oJ«  +  («  — Co)«  — r;  =  o 

sera  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

{x  —  ao)  (x'  —  Qo)  +  (y  —  60)  (y'  —  60)  +  («  —  Co)  («'  —  Co)  —  rj  «  o, 

ou  bien,  en  désignant  par  G  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
sphère, 

C  +  G'-"(x  — x')«-(y-y')'-(«-«?  =  o. 

On  pourrait  démontrer  aussi  les  différentes  propriétés  du  plan  polaire 
au  moyen  du  ces  équations. 
Le  plan  polaire  de  l'origine  sera 

oox  +  6oy  -j-  Co«  —  oj  —  6;  —  cj  +  rj  =  o, 
ou  bien, 
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%   3.    ÉQUATION   DE   LA   SPHÉRB   EN  COORDONNÉES   TÉTRAÉDRIQCES. 

11  §.  Considérons  une  sphère  de  rayon  R  rapportée  &  un  tétraèdre 
iS34.  Soient  O(A'B'C'D')  le  centre,  et  M(ABCD)  un  point  de  la 
surface.  D*après  la  formule  (N®  63)  qui  donne  la  dislance  de  deux 
points,  il  viendra  pour  l'équation  de  la  sphère  en  coordonnées 
tétraédriques 

<p  (AB)  +  9  (A'B')  —  9  (AB'  +  BA')  —  R», 

ou  bien, 

(i)        (f  (AB)  —  9  (AB'  +  BA')  +  9  (A'B')  —  R«  =  o. 

Afin  de  rendre  l'équation  homogène,  multiplions  le  second  terme 
par  Texpression 

et  les  deux  derniers  par  le  carré  de  cette  quantité.  L'équation  se  présen- 
tera sous  la  forme 

(1)        ^(ABj  +  ^^+i+i+^^WAB'+BAO 

+(i.+K+A-.+Ê)<'<*'»''-'''>'-°- 

La  quantité  entre  crochets  est  une  certaine  fonction  homogène  du 
premier  degré  par  rapport  à  A,  B,  C^  D.  Posons 

(I)    (9AB'+BA')+(^  +  ^^+^+^J  (9(A'B')-.R>)=-(/A+mB+nC+pD). 

n  Tiendra  finalement  pour  l'équation  homogène  de  la  sphère  en 
coordonnées  tétraédriques 


(»)      ç(AB)-(^+^+^+JJ(/A  +  mB  +  «C  +  pD) 


o. 
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ou  biea,  ea  remplaçant  9  (AB)  par  sa  valeur  (N*  65), 

/£«  d*  d*  d*  d*  d* 

(3)      rr  AB +rr  AC + rr- AD +rrBC+p;-BD  +  ,^  CD 

^'"        hiht  /11A3  h,ht  hthi  AtA*  AsA« 


+(^+*;+l+^)<" 


+  mB  +  wC+pD)  =  o. 


Elle  renferme  quatre  paramètres  variables  /,  m,  n,  p  qui,  d'après 
rideotité  (I),  sont  des  fondions  des  coordonnées  du  centre  et  du 
rayon  de  la  sphère.  La  première  partie  de  cette  équation,  c'est-à-dire 
(p(AB),  est  indépendante  des  quantités  A',  B\  C,  D',  R;  elle  sera 
la  même  pour  toutes  les  sphères.  Nous  verrons  bientôt  que  la  fonction 
9(AB)  égalée  à  zéro  représente  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre; 
il  en  résulte  qu'une  sphère  quelconque  définie  par  l'équation  (3} 
est  rencontrée  par  le  plan  à  l'infini  suivant  un  cercle  imaginaire 
ayant  pour  équations 

/*«v  A   ,   B    ,   C    ,  D 

?(AB)  =  o.     -+^-+-+-  =  0. 

Donc  toutes  les  sphères  passent  par  un  même  cercle  imaginaire 
à  l'infini. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (3)  représentera  une 
sphère.  En  effet,  connaissant  le  second  membre  de  l'identité  (I),  on 
exprimera  que  les  coeflScients  des  variables  sont  égaux;  on  aura  ainsi 
quatre  équations  qui  ajoutées  k  la  relation  fondamentale 

A       B       C      D       _ 

sufiBsent  pour  déterminer  les  valeurs  de  A',  B',  C,  D'  et  R.  On  pourra 
ainsi  ramener  l'équation  (3)  à  la  forme  (i')  ou  &  la  forme  (i)  qui  exprime 
la  propriété  caractéristique  d'une  surface  sphérique. 

llf^.  Trouver  les  conditions  pour  que  l'équation  générale  du  second 
degré  représente  une  sphère. 

L'équation  générale  du  second  degré  en  coordonnées  tétraédriques 
est  de  la  forme 

(a)      «H  A«  +  awB»  +  agjC»  +  a44D*  +  2a,  ,AB  +  aa^AC  +  2ai4AD 

+  2aMBC  +  2at4BD  +  2ai4CD  =-=  o. 


( 
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Pour  qn'elle  représente  une  sphère,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  puisse 
se  ramener  à  la  forme 

/A       B       C      D\ 


Comparons  cette  équation  avec  la  précédente,  et  égalons  les  coefficients 
des  rectangles.  II  viendra  les  égalités 

Si  ces  relations  ont  lieu,  les  équations  (a)  et  (a')  sont  identiques 
puisque  les  coefficients  des  carrés  des  variables  sont  égaux.  On  obtiendra 
les  conditions  demandées,  en  égalant  les  valeurs  de  A:  tirées  de  ses 
égalités  :  on  trouve  ainsi 

aghl  -f-  auh\  —  2aiJiiht agh]  +  atJi\  —  2a«&<A> flnAf  "j"  ^<J^l  —  ^(»i*hihé 

d*  d*  //» 

••H  **15  '*4i 

dithl  +  ass^l  —  aatsAf  As astAJ  -f-  044AÎ  —  2ai4AtA4 ajsAJ  +  044AÎ  —  2aiAhzh4 

"fS  "f4  "54 

Il  faut  remarquer  que  l'équation  («')  exprime  que  la  section  de  la 
surface  par  le  plan  à  Tinfini  est  un  cercle  imaginaire;  de  sorte  que  toute 
surface  du  second  ordre  qui  passe  par  le  cercle  imaginaire  de  l'infini 
est  une  sphère. 

190.  Trouver  F  équation  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  de 
référence. 

Si  on  exprime  que  la  sphère  définie  par  IVquafion  (3)  passe  par  le 
sommet  i  ( — h\^  o,  o,  o)  du  tétraèdre,  il  vient  Ihi  bso,  et^  par  suite, 
/  «=  o.  De  même,  si  elle  passe  par  les  autres  sommets^  il  faudra  que 
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les  coefficients  m,  n,  p  soient  nuls.  Il  en  résulte  que  rëquation  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétrnèdre  sera  de  la  forme 

Soient  A',  B',  C^  D',  R  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  de  cette 
sphère.  Les  formules  qui  donnent  les  distances  d'un  point  de  l'espace 
aux  sommets  du  tétraèdre  (N^  64)  conduisent  aux  égalités 

,(A'B')--(^'B'4-^C'+^D')  =  R.. 


(*) 


9  (A'B')  -  (^  A'  +^  C  +  ^  D')  =  R«, 
ç  (AV)  —  fÇi  A' +  $i  B' +  $i  D'^  =  R», 

\  At  *«  *4  / 

9  (A'B')  —  (^A'  +  ^V  +^*  C'^  =  R». 
Mais,  diaprés  la  relation  (V)  (N*  64),  on  a 

Bn  substituant,  la  première  des  équations  (A)  devient 

d*  d*  <P 

At  Ai  A4 

ou  bien, 

Si  on  transforme  semblablement  les  autres  égalités  (A),  on  pourra 
les  écrire  sous  la  forme 

2R.^+  (2R.  _  dî.)i'+(2R»-  dî.)|+  (2R'  -  d*,)j.^  O. 

(2R»-  dU)  ^+  aR*  2-| + (2R»-  dî.)  ^  (aR»-  d\,)  Jl=  o, 
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(aR«  -  dî.)i'+ (2R«  -  dî,)^+ «R»^  + (2R» 


dU)T 


D' 
h* 


o. 


(2R«-rfî.)^V(2R«-rfî,)^+(aR'-«/î.)^V*R*^=o. 

Ces  ^ualiong  permettent  de  déterminer  les  eoordonn^es  du  centre  et 
le  rayon  R.  L'élimination  de  A',  B',  C,  D'  donne,  pour  calculer  B, 
Péquation 


2R» 
2R» 

2R* 
2R* 


— rf»^     2R*— 


2R» 
2R» 
2R» 
2R* 


— «/»,      2R*— 


-d». 


<* 


2R* 
2R» 
2R» 
2R» 


«H« 


2R» 
2R» 
2R» 
2R» 


<* 
<* 
<, 


=  o, 


ou  bien,  en  retranchant  la  première  colonne  de  celles  qui  suivent. 


-«n. 


d\. 


2R» 
2R* 

2R»-rfî,    dU-dU 
2R»— dî.    di.—d*^ 


d\-dl. 


-dl 

dU-dl, 

dU-d\, 

d^i* 


D'où  on  déduit 

I  -d»^      _d«^      _d.^ 
idî.  d\,-d[,d*,-dU 

1  dî.-dj.dî,  dî,-dÎ4 


+ 


-d\ 


o        -dU      -dl, 

-dUdU  dU-dUdU-dl, 

-dUd\,~dld\,-dUd], 


Or,  on  sait  que  le  volume  du  tétraèdre  est  déterminé  par  la  relation 


288V*  «= 


o  d*^d\,d]^i 
dltO  d*^d\tï 
dlidlt°  d*^i 
dldl.dl.o     I 

I       I       1       I       O 


o    dî,  dj,  dl 

dl-d\,      dU-dldl^dl 
dldU^d\,-dl      dl-il, 

"4l"i«         "4l"4»  —  "il  "il 

10  O  o 


I 
I 
I 
I 
o 


dU 


d*u 


dU 

d.U-dl  -dl,        dU-dl, 
dU-d'u  d\,-dl  -d\, 


1 
I 
I 
I 


O. 
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Ce  dernier  déterminant  est  égal  au  coefficient  2R*  dans  l'équation  (/)• 
D'un  autre  cAté,  on  a  aussi 


-rfî,  dU 


«*u  '•is  "m 

si  on  ajoute  la  première  colonne  aux  suiyantes. 

En  substituant,  il  vient  finalement  pour  l'expression  du  rayon  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre. 


= 

0  dj.dî.rfj. 

rfî.o    rfî.dî. 

d^^d\^o    dî* 

rfî.  rfî,  d\,  0 

d\,o    d\,d\, 

d\Atd\,    o 

191.   TVotiver  l'équation  du  plan  tangent  d  la  sphère  eùreanscrUe  au 
tétraèdre. 
Reprenons  l'équation  de  cette  sphère 

et  soit  (A'B'C^D')  un  point  de  la  surface.  Une  droite  quelconque  menée 
par  ce  point  est  définie  par  des  équations  de  la  forme 

A  =  A'+  À,p,        B  =  B'+A,p,        C  =  C'+  A,p,         D  =  D'+  X4p. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  sphère  :  il  viendra 

9  (A'B')  +  p  (kt<p\,  4-  Àtcp',,  -f  Xsç'c,  +  ^49'»/)  +  9*9  (^«î^*)  =  o. 

(p'àn  9'b/9  (p'cn  9'd/9  sont  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  la  fonction 
9  (AB)  pour  les  coordonnées  A'^  B%  C,  D'.  Mais  le  point  (A'BX'DO  éUnt 
sur  la  surface,  f  (A 'fi')  =>  o  ;  de  plus,  pour  que  la  droite  soit  tangente, 
il  faut  que  la  seconde  racine  de  l'inconnue  p  soit  nulle;  donc  les 
coefficients  directeurs  d'une  tangente  i  la  sphère  satisfont  à  la  relation 

En  éliminant  A|,  As,  As,  A4,  il  viendra  pour  l'équation  du  plan  tangent 
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»u  pa»t  (A'B'CDO 

(A  -  A')  q>\,  +  (B^  V)  9',,  +  (C  -  C)  (p\,  +  (D  -  DQ  9%,  -  o. 

X(p\,  +  B(p'„  +  C(p'c,  +  D9'./  =»  o, 

etr»  la  fonction  9  étant  homogène,  on  a  Tégalité 

A'©',,  +  B'cp'.,  +  C(p',,  4-  D'(p'.,  =  20  (A',  B',  C,  D')  «  o. 

En  substituant  aux  dérivées  leurs  valeurs,  l'équation  du  plan  tangent 
'  à  la  sphère  circonscrite  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^  (AB'+  BA')  +  ^(AC  +CA')  +  ^  (AD'  +  DA')+  ^  (BC'+CB') 

+  ^  (BI>'  +  DB')  +  ^  (CD'  +  DC)  =  o. 

En  particulier,  les  plans  tangents  aux  sommets  du  tétraèdre  seront 

d*  d^  d* 

ht  As      /I4 

/^      1^      /i- 
A|       As      A4 

rf'      rf*      rf- 
A|       Af      A4 

rf*      rf*      d* 

A|       At       As 

1  M.  Sphère  conjuguée  au  tétraèdre.  Cherchons  les  valeurs  qu'il 
faut  attribuer  aux  coeflBcients  /,  «n,  n,  p,  pour  que  l'équation  (3)  ne 
renferme  plus  que  les  carrés  des  coordonnées.  Si  on  égale  k  zéro  les 
coeffieieiils  des  rectangles  des  variables,  on  trouve  les  relatimis 

Ai&i"''Ai'^A.""°'    M;"'"A5^A,'^°'     A.A4'^A4"nr.**^* 

M;"r'A,"'"Â."~°'  M4"*"Â:"^Ât""°'  Â;Â:"*"A4"r'Â;~''' 

Ainsi  les  paraihètres  I,  m,  n,  p  doivent  satisfaire  à  six  équations 
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distinctes;  donc,  en  génëral,  il  n*est  pas  possible  de  faire  disparaître 
les  rectangles.  Si  on  avait,  entre  les  éléments  du  trétraèdre  de  référence, 
les  relations 

Ék^^,  f*'^Ék,  lî*=i!lL, 

A|Af       hjht       AiAs       At»4       »l"4       nthz 

les  équations  précédentes  donneraient  les  égalités 

/   ,  m *  1  P 

Ljl1—-a.L 

i   tP      m  .H 

i       4M,       M. 

En    substituant  dans   l'équation  (3)  les  rapports  -  »  —  »  -  »  dëter- 
minés  par  ces  égalités,  elle  se  réduirait  à  la  forme 

(s)       «I I  A*  +  at,B«  +  an(?  +  a^^  —  o. 

Or^  si  on  applique  la  méthode  du  numéro  précédent  pour  trouver  le 
plan  tangent  en  un  point  (A'B'G'D'),  on  obtiendra 

kr,,  +  BF'.,  +  CF'c  +  DF»,  =  o, 

F  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  précédente,  F'a„  FV» 
F'c/,  F'p,,  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  F  quand  on  y  substitue 
les  coordonnées  du  point  de  contact.  En  remplaçant  les  dérivées  par 
leurs  valeurs,  le  plan  tangent  sera  représenté  par 

aiiAA' 4- astBB' -f- agsCC  +  a44DD' =  o. 

Cette  équation  définit  aussi  le  plan  polaire  du  point  (4'B'CD'),  lorsque 
ce  dernier  est  un  point  quelconque  de  Fespace.  Supposons  que  ce  point 
soit  le  sommet  i  du  tétraèdre;  on  aura  B'b=C'k==D'bso,  et,  par 
suite,  le  plan  polaire  correspondant  sera  ahAA'  bb  o,  ou  A  b»  o. 
On  verrait  semblablement  que  le  plan  polaire  des  sommets,  2,  3,  4  sont 
respectivement  les  faces  6  =  0,  Gbso,  D  =  o.  Donc,  la  sphère 
représentée  par  Téquation  (5)  est  telle  que  les  sommets  du  tétraèdre 
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sont  les  pôles  des  faces  opposées.  On  dit  alors  que  la  sphère  est  eonjugt$ie 
an  tétraèdre. 

Comme  il  n'est  pas  toujours  possible  de  ramener  IVquation  d*ane 
sphère  à  la  forme  (5),  il  n'existe  pas  en  général  de  sphère  qui  soit 
conjuguée  à  un  tétraèdre  donné.  On  sait  que  le  pôle  d'un  plan  se  trouve 
sur  le  diamètre  perpendiculaire  k  ce  plan,  de  sorte  que,  si  un  tétraèdre 
et  une  sphère  sont  conjugués,  les  hauteurs  du  tétraèdre  doivent  se 
couper  en  un  point,  centre  de  la  sphère. 


§  4.  ÉQVknon  de  la  sphèrb  en  coordonhébs  tangentielles. 

IM.  Soit  une  sphère  de  rayon  r  rapportée  à  des  axes  rectangulaires; 
«,  17  et  w  les  coordonnées  d*un  plan  tangent  à  la  surface;  a,  6,  c  les 
coordonnées  cartésiennes  du  centre.  Inéquation  de  ce  dernier  point  étant 

au  -f-  617  -f<  cu)  —  1  =  0, 

on  sait  que  l'expression 

au'-^bv-\'cw  —  I 

|/u»  -|-  ^*  +  «^* 

mesure  la  distance  du  point  défini  par  l'équation  k  un  plan  quelconque 
(if,  Vf  i&).  Or,  un  plan  tangent  k  la  sphère  étant  toujours  k  la  ifistance  r 
du  centre,  ses  coordonnées  satisferont  à  l'équation 

a«  4-  6»  +  cw  —  I 
—  =  r. 

|/tt'  +  »•  +  »• 
En  élevant  au  carré  et  transposant,  elle  peut  s'écrire  sous  la  forme 
(x)      (au  +  bv-^-cw  —  i)*  —  r*  (u*  +  v*  + 1©')  =  o, 
ou  bien 

(i')    (o*  —  r')  u*  4"  (6«  —  r*)  »•  +  (c*  —  r*)  w*  -)-  2ahuv  +  2Qeuw 
-{-zbevu)  —  2(aU'{-bV'^ef(f)'\'ï  =0. 

Cest  l'équation  tangentielle  de  la  sphère. 

Comparons  l'équation  générale  du  second  degré  en  u,  v  et  ir 

Aw«  +  AV  +  A"tc*  4-  2Buv  +  2B'uw  +  2W'vw  4»  2Cu 

-|-2C'v  +  2C"w4-F=ro, 
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avec  1*  préeëdente  :  il  viendra,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes 
puissances, 

.      .     A      1^      «     A'        ,      ,     A"        .     B  B'      .       B" 

«•-'■•-p'   **-'-'-F-'    "-^'^T'   "*"f'   *^F'   '""T* 

C      .  C  C" 

«-- p'   * F'   «^ T* 

En  ëliminant  les  quantités  a,  6,  c,  r,  on  trouve  les  égalités 

C*  —  AF  =  C'«  -  A'F  =  C"«  —  A"F  ; 
^  ^         CC'=BF,        CC"«=BT,        C'C"=B"F. 

Telles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  IVquation 
du  second  degré  soit  identique  à  celle  de  la  sphère,  et,  par  snite,  les 

t 

conditions  pour  qu*elle  représente  une  surface  sphérique.  En  admettant 
que  les  relations  (A)  soient  satisfaites^  il  viendra  pour  les  coordooiiées  du 
centre  et  le  rayon 

C       .  C  C" 


r»  = 


C  —  AF  _  C«  -^  AT  _  C^^'  —  A^T 

pï  p5  pi 


Si  la  sphère  est  tangente  aux  plans  coordonnés,  les  quantités  a,  è,  c 
sont  égales  au  rayon^  et  l'équation  (r')  se  réduit  à  la  forsie 

2r'  (ut>  -|-  m*?  +  tou)  —  2r  (ti  -f- 1)  -+-  K?)  -|-  I  =  o. 
Enfin,  si  l'origine  est  au  centre  de  la  sphère,  on  aura  simplement 

194.  Trou^>er  téqvation  du  point  de  contaei  d'un  plan  ian^fent  à  la 

sphère  H  (û*  +  r*  +  **'')  —  i  ■=  o. 

Soient  (u'v'u)')f  (u"v' V)  deux  plans  quelconques  se  coupant  suivant 
une  droite  D.Ils  sont  définis  en  coordonnées  cartésiennes  par  leséquations 

ti'x  +  u'y  +  w^z  —  I  =  o,       m"x  +  t?"y  4"  ^^'^  —  I  =»  o. 
Un  plan  quelconque  mené  par  D  et  représenté  par  l'équation 

m'x  +  v'y  +  t<?'z  —  I  +  /  {u"x  -j-  »"y  -i-  «^"2  —  i)  «=»  o 
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aura  des  coordoonées  de  la  forme 

u'  +  Ail"  V'  4-  ic"  w'  4-  Au^' 

I +  A  i  +  A  I +A 

Exprimons  que  ces  râleurs  satisfont  h  Féquatioa  de  la  sphère.  Il  viendra, 
en  développant,  l'équation  du  second  degré  en  A 

C'A»  +  2P'A  +  C  =-  o, 
d'oi^ 

C  "  =  r*  (ii"«  +  u"*  +  tt?"*)  —  I ,     C'«  =  r«  («'•  +  »'•  +  u;'«)  —  i , 

P'  =r»  (u'w"  +v'v''  +  w'u:")—  i . 

EUe  donnera  deux  racines  pour  A,  et,  par  suite,  on  peut  par  la  droite  D 
mener  deux  plans  tangents  à  la  sphère.  Cependant,  si  on  a  la  condition 

P'»  —  C'C"  =  o, 

les  racines  sont  égales  et  les  deux  plans  tangents  se  confondent  en  un  seul  : 
ce  qui  exige  que  la  droite  D  soit  tangente  i  la  sphère  en  un  point  du  cercle 
d'intersection  du  plan  (u'v'w')  avec  la  surface.  Remplaçons  u''fV'\tt/'  par 
les  variables  UfV,fo;  la  relation  précédente  pourra  s'écrire 

(k)    [r*  (iim'  +  vv'  +  ww')  —  i]*  —  [r*  (««  +  »•  +  w^)  —  i] 

[r*  (ii'«  + 17'«  4-  w'«)  —  i]  =  o. 

Cette  équation  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque 
passant  par  une  tangente  au  cercle  d'intersection  du  pian  (ttVtc/).  Mais, 
si  ce  dernier  est  un  plan  tangent,  on  a 

r«  (tt'«  +  v'^  4-  fv'*)  —  I  =  o, 
et  l'égalité  précédente  se  réduit  à 

r»  (tttt'  4"  ^^'  +  "^"^')  —  I  =  o  : 

équation  qui  sera  vérifiée  pour  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque 
rencontrant  {u't/w')  suivant  une  tangente  a  la  sphère,  c'est-à-dire,  pour 
les  plans  passant  par  le  point  de  contact  de  ce  plan.  C*est  l'équation 
demandée. 
Si  on  applique  la  même  méthode  k  la  sphère  définie  par  l'équation 

(au  '\-bv-\-cu>  —  i)*  —  r»  (u»  4"  ^*  4"  ^*  *="  °» 
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on  trouvera,  pour  celle  du  point  de  contact  d'un  plan  tangent  u'  f/  m/), 
{au -{- bv '\- ew  —  i)  (au'+ *«>'+  en/—  i)  —  r*(iiii'+  w'+  ^f^)  =  o. 

195.  Trouver  Inéquation  du  pôle  é^un  plan  {u'  v^  10')  par  rapport  d  la 
epkère  r*  (ti"  -f- v*  +  w'*)  —  1  =«  o. 

La  relation  (ft)  est  vërifiëe  par  les  coordonnées  des  plans  passant  par 
une  tangente  quelconque  du  cercle  suivant  lequel  le  plan  (ii'v'io^)  ren- 
contre la  sphère;  parmi  ces  plans,  ceux  qui  sont  tangents  a  la  sphère  ont 
des  coordonnées  qui  annulent  le  polynôme  r*  (ti*  -^  v*  -{~  ^*)  —  '  9  ^^^^ 
satisfont  par  conséquent  &  Téquation 

r*  (uu'  +  m'  +  %oU)')  —  I  =a  o 

qui  représentera  un  point  commun  à  tous  les  plans  tangents  à  la  sphère 
suivant  le  cercle  d'intersection  du  plan  (u'  v'  u/)  ou  le  sommet  du 
cdne  circonscrit  qui  touche  la  sphère  suivant  ce  cercle;  c'est  le  pôle 
du  plan  (11  Vu/). 

196.  Équation  en  coordonnieê  tHraidriquee  tangentieUeê.  Considérons 
maintenant  une  sphère  de  rayon  R  rapportée  &  un  tétraèdre  dont  les 
sommets  sont  :  U  =  o,  V  =  o,  W  =  o,  T  »»  o.  Soient  A,  B,  C,  D 
les  coordonnées  d'un  plan  tangent,  et 

fÂ  -|-  fitB  4-  9iC  -j-  pD  =  o, 

l'équation  du  centre  de  la  sphère,  La  distance  de  ce  point  à  un  plan 
(A,  B,  C,  D)  est  exprimée  par  la  fraction  (N"*  95) 

/A  +  wB-f-iiC+pD 

/-j-m-f-w  +  P 

et,  par  suite,  en  égalant  cette  quantité  à  R,  il  viendra  pour  l'équation 
Ungentielle  de  la  sphère 

fA  +  wB  +  wC  +  pD 
l  +  tn  +  n  +  p 

Élevons  les  deux  membres  au  carré,  et  rendona  l'équation  homogène 
par  la  relation  fondamentale  entre  les  coordonnées  tétraèdriques  (N*  90); 
on  aura 

(2)  aA,  6B,  cC,  rfD  •  «^(  —7^, 1^ r-^—  )  • 
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Afin  de  simplifier,  posons 

l ÀR  tu pR 

l-^-m-^n-^p      3V'     l']-m'\-n  +  p     3V 

n  vR  p  ttR 


l  +  m'\-n  +  p      3V'     l'\-m'\-n'-\-p      3V 
L'équation  de  la  sphère  en  coordonnées  tangentielles  prendra  la  forme 
(2O    j  oA,  6B,  cC,  dD  Y  =  (XA  +  fxB  +  vC  +  7rD)«  ; 
celle  du  centre  sera 

XA-f-fAB  +  vC  4- ttD  »  o, 
tandis  qne  le  rayon  R  aura  pour  expression 

3V 


R« 


A  +  (x-|-v-{- w 


197.  Sphère  inscrite  au  tétraèdre.  Lorsque  la  sphère  touche  la  face 
da  tétraèdre  qui  renferme  les  points  V,  W,  T,  l'équation  précédente  doit 
être  satisfaite  en  posant  B  =  C=sD  =  o;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 
a'A'  =  À*AV  ou  A  =  a.  En  exprimant  que  les  coordonnées  des  autres 
faces  satisfont  i  l'équation,  on  trouvera  aussi  fx  =  6,  v  =a  c,  tt  s=a  d.  Il 
en  résulte  que  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre  aura  pour  équation 

I  aA,  6B,  cC,  dD  j*  «  (aA  +  6B  -f  cC  +  dï3)\ 

Si  on  développe  cette  égalité,  on  verra  que  les  carrés  des  coordonnées 
vont  disparaître  de  l'équation;  de  plus,  le  coefficient  du  rectangle  AB  sera 

lah) 
—  2a6  [cos  (06)  + 1]  s=  —  406  cos*  —  ; 

ceux  des  autres  produits  AC,  AD  etc.  se  trouvent  de  la  même  manière. 
L'équation  précédente  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

a6AB  cos»  ^  +  ocAC  cos»  ^^ + adAD  cos«  ^  +  6cBC  cos«  ^ 
a  2    '  2  2 

+  5iffiD  cos*  ^-^ -h  ce/CD  cos*  ^  =  o. 
*  2  2 
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Le  centre  sera  le  point  aA  +  bB -f- cG  +  dO  =— o,  et  le  rayon  aura 
pour  valeur 

R^  3V 

a  -f-o  +  c  +  « 

19S.  Sphère  conjuguée  au  tétraèdre^  Après  avoir  développé  Féqua- 
tion  (2'),  on  verra  facilement  que  lés  rectangles  disparaissent  avec  les 
conditions 

^  =  —  ab  coB  {06),     Av  =  —  oc  cos  (ac),     Air  =  —  ad  cos  {adj, 
p  =  —  6c  cos  (6c),    jUTT  =  — -  6d  cos  (6rf),    vtt  =  —  cd  cos  (eti). 

En  général»  il  ne  sera  pas  possible  de  déterminer  les  paramètres  A^^yV^ir 
de  manière  à  ce  que  l'équation  (2')  ne  renferme  plus  que  les  carrés  des 
coordonnées.  Avec  les  conditions 

h  ^  cos  {ab)  cos  (ed)  =  cos  (oe)  cos  (6d)  »-  cos  {ad)  cos  (6c), 

on  aurait  pour  les  paramètres  les  valeurs 

.  a*  cos  {ab)  cos  (ae)  cos  {ad)      .  6'  cos  (ab)  cos  (6c)  cos  (M) 

,  c*  cos  (gç)  cos  (6c)  cos  {cd)       ^_      d*  cos  {ad)  cos  (6d)  cos  (cj) 

V    --.  jg  ,     7f j 

Dans  cette  hypothèse,  l'équation  (2^)  pourrait  se  ramener  i  la  forme 

(a)        an  A»  +  at  iB"  +  tt»»C*  +  044©»  »  o, 

et  représenterait  une  sphère  conjuguée  au  tétraèdre. 

Pour  le  démontrer,  cherchons  l'équation  du  point  de  contact  d'un 
plan  tangent  (A'B'C'D').  Soient  A"fi"C"D''  les  coordonnées  d'un  plan 
quelconque;  les  équations  des  deux  plans  (A'fi'C'D'),  {A'^WCD'') 
seront  (N*  66) 

oA' A  +  6B'B  +  cC'C  +  rfD'D  =  o,     aA"A  +  6B"B  +  cC'C  +  dD"D  «  o. 

Celle  d'un  plan  quelconque  mené  par  leur  ligne  d'intersection  peut 
s'écrire 

o(A'  +  AA'0A  +  6(B'  +  XB")B  +  c(C'  +  AC")C  +  d(D'  +  AD'0D  — o, 
et,  par  suite,  nous  pouvons  prendre  pour  les  coordonnées  tangentielles 
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de  Tua  quelconque  de  ces  plans 

A  =  A'  +  U",  B=B'  +  iB",  C  =  C'  +  AC",  D  =  D'  +  ÀD". 

Substituons  ces  valeurs  dans  réquatioii  de  la  sphère.  Il  viendra 

a.iA'«+aMB'«+a,»C'*+a44D'«+2À(aiiA'A''+a«B'B''+a33C'C''+a44D'D'') 
4-  X«(ai.A"»  +  a„B"«  +  a„C"«  +  0440"*)  =  o  : 

équation  dont  les  racines  correspondent  aux  deux  plans  tangents  que  Ton 
peut  mener  à  la  sphère  par  la  droite  d,  intersection  de  deux  plans  quel- 
conques (A'B'G'DÔ,  (A''B''G''D'').  Si  le  premier  est  tangent  &  la  surface, 
on  a  Oh  A'*  +  awB'*  +  «5»^'*  +  fl**!^'*  =  o;  l'ëquation  admet  une  racine 
nulle,  et,  l'un  des  deux  plans  tangents  coïncide  avec  le  plan  (A'B'C'D'). 
Les  deux  racines  sont  égales  a  zéro  avec  la  condition 

au  A'A"  +  a.,B'B"  +  a„C'C"  +  a44D'D"  =:  o, 

et  les  deux  plans  tangents  passant  par  la  droite  à  coïncident  avec  le 
plan  (A'B'C'D');  ce  qui  exige  que  le  plan  (A"B"C"D")  passe  le  point 
de  contact  et  rencontre  (A'B'G'D')  suivant  une  droite  tangente  à  la 
surface.  En  supprimant  les  accents  aux  lettres  A",  B",  G",  D'^  il  viendra 
l'équation 

an  A  A'  +  attBB'  +  ajsGG'  +  a44DD'  «»  o 

qui  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque  passant  par 
le  point  de  contact  du  plan  (A'B'G'D');  c'est  donc  l'équation  de  ce  point. 
Lorsque  A',  B%  G',  D'  représentent  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque 
de  l'espace,  l'équation  précédente  définit  (N^  i25)  le  pôle  de  ce  plan 
par  rapport  à  la  sphère.  Or,  si  on  a  B'  =  G'  ea  D'  =  o,  elle  se 
réduit  à  aiiAA'sso,  ou  A  =  o;  de  sorte  que  le  sommet  As=so 
est  le  pdle  de  la  face  opposée  ou  du  plan  passant  par  les  points  Be?=o, 
G  sa  o,  D  =>  o.  On  verrait  de  même  que  les  autres  sommets  sont  les 
pôles  des  autres  faces  par  rapport  à  la  sphère.  Donc  l'équation,  (a) 
représente  une  sphère  conjuguée  au  tétraèdre  de  référence. 
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CHAPITRE  VII. 

SPHÈRE  (suitb). 

SoMMAiftB.  —  Syslème  de  deux  tphkreê\  plan  radical,  Sphère$  ayant  même  plan 
radical.  Centre  de  similitude,  ^-^  Syêlème  de  trois  sphères;  aœv  radical;  centres 
de  similitude.  -^  Système  de  quatre  sphères  ;  centre  radical.  Sphères  tangentes  à 
quatre  sphères  données, 

%    1.    SYSTèMB   DB   DBtn  SPHÈRES. 

IM.  Considérons  les  deux  sphères  définies  par  les  équations 

(o)        {x  —  a^y  +  (y  —  60)'  +  («  —  ^0)'  —  ''S  =  o> 
(i)        (X  —  a,)«  +  (y  —  61)"  +  («  -  Cl)*  —  rj  =  o, 

que  nous  écrirons,  pour  abréger, 

(o)        Co  =  o, 
(i)        C,  =  o. 

Si  on  reti*anche  membre  à  membre  ces  égalités,  on  trouve  Téquation 
du  premier  degré 

(2)  Co  — C,==:0, 

ou  bien 
(2)  {a,^a.)x^A,h,^h,)yMci-'t,^z^''^'^^^^ 

elle  représentera  un  plan  qui  renferme  les  points  communs  aux  deux 
sphères.  D'après  la  signification  du  premier  membre  des  équations  (o) 
et  (i),  chaque  point  de  ce  plan  a  la  même  puissance  par  rapport  à  ces 
surfaces,  c'est-à-dire  que   les  tangentes  menées  d'un  point  du  plan 
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aux  sphères  sont  égales.  Le  plan  qui  jouit  de  cette  propriété  s'appelle 
le  plan  radical  des  deux  sphères. 

La  droite  des  centres  ayant  pour  équations 

X  —  fio       y  —  60      z  —  Co 
ai  —  flo      bi  —  60      Cl  —  Co 

on  voit  que  le  plan  (2)  est  perpendiculaire  à  cette  droite.  Lorsque  les 
sphères  se  rencontrent,  le  plan  radical  est  celui  qui  passe  par  leur  cercle 
d'intersection;  si  elles  se  touchent,  c'est  le  plan  tangent  h  l'une  et  & 
l'autre  au  point  de  contact;  en6n,  si  elles  ne  se  rencontrent  pas,  le 
plan  radical  existe  toujours  et  passe  par  les  milieux  des  tangentes  com- 
munes. Dans  le  cas  particulier  de  deux  sphères  concentriques,  on  a 
ao  =  ai,  60=^61,  Co  =  Ci9  et  réquation  (2)  se  réduit  à  une  constante 
égalée  à  zéro;  le  plan  radical  est  alors  à  l'infini. 

ISO.  Sphères  de  même  plan  radical.  L'équation 

(3)        Co  — XCi=o 

peut  se  ramener  à  la  forme  de  celle  d'une  sphère  en  coordonnées 
rectangulaires  ;  elle  est  satisfaite  par  les  points  d'intersection  des 
sphères  (o)  et  (i),  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  X;  elle  définit 
donc  un  système  de  sphères  ayant  le  même  plan  radical,  le  plan  du 
petit  cercle  commun  aux  sphères  Go  =  0^  Ci  =  o.  Les  coordonnées  du 
centre  de  l'une  des  sphères  du  système  (3)  seront 

Go  —  Xoi  bo  —  Ibi  Co  —  Aci 

*=-T:rr'  y  =  Tirr'  "  =  1— T' 

L'élimination  de  X  entre  ces  égalités  conduit  aux  équations 

X  —  ao y  —  60 «  —  Co . 

fli  —  flo      bi  —  ho      Cl  —  Co 

donc  les  centres  des  sphères  (3)  sont  situés  sur  la  droite  des  centres  des 
sphères  (o)  et  (i). 

Afin  de  simplifier,  prenons  le  plan  radical  pour  celui  des  j/z,  et  la 
droite  des  centres  pour  axe  des  x.  Une  sphère  quelconque  du  système 
sera  définie  par  une  équation  de  la  forme 

(4)      (^  —  f^)'  +y*  +  *'  —  »'  =  o- 
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Développons,  et  posons  m*  =  p*  —  r*  ;  on  aura 

(5)        x'  4"  y*  -|"  X*  —  2fAX  -\-m*  =  0, 

où  fA  désigne  la  distance  du  centre  à  l'origine.  Le  premier  membre  de 
cette  équation  se  réduit  k  m*  pour  les  coordonnées  de  l'origine  :  la 
quantité  m*  sera  une  constante  qui  représente  la  puissance  de  l'origine 
par  rapport  à  une  sphère  quelconque  de  la  série*  Lorsque  les  sphères 
se  coupent,  la  différence  fA*  —  r^  est  négative,  et  il  faut  attribuer 
le  signe  négatif  à  m*  dans  le  premier  membre  de  l'équation;  dans  le 
cas  contraire,  la  quantité  m'  doit  être  affectée  du  signe  positif.  Dans  la 
première  hypothèse,  la  grandeur  m  =  |//a*  —  r*  est  imaginaire,  tandis 
que  dans  la  seconde  elle  est  réelle. 

Dans  le  cas  particulier  où  fAs=dbtn,  le  rayon  r  est  nul;  les 
sphères  correspondantes  se  réduisent  à  deux  points  de  l'axe  des  x  situés 
k  égale  distance  du  plan  des  yz  ou  du  plan  radical.  Ce  sont  les  sphères 
limites  du  système  ;  elles  sont  réelles,  si  les  sphères  ne  se  rencontrent 
pas,  et  imaginaires,  si  elles  se  coupent  suivant  un  cercle. 

fSI.  Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  d  un  système 
de  sphères  de  même  plan  radical  passent  par  une  même  droite. 

En  effet,  le  plan  polaire  d'un  point  {x'y'z')  par  rapport  à  une  sphère 
quelconque  de  la  série  est  représenté  par  Téquation 

(x  —  p)  ix'  —  fx)  +  t/y'  +  zz'  -^  r«  ==  o, 
ou  bien 

xx'  -|-yt/'  +  ««'  —  fi  (a:  +  x')  +  m*  =  o. 

Quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  /x,  ce  plan  renferme  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans 

^•^'  +yy'  +  zz'  +  m*  =  o,     X  +  x'  =  o; 

donc  les  plans  polaires  passent  par  une  droite  fixe.  Si  le  point  {jf  y'  z') 
appartient  au  plan  radical,  la  coordonnée  x'  est  nulle,  et  les  plans 
polaires  se  rencontrent  suivant  une  droite  dans  ce  plan.  Pour  le  point 
limite  (m,  o,  o),  les  équations  précédentes  se  réduisent  à  une  seule 
x  -f-  m  =  o  ;  de  même  pour  le  point  ( —  m,  o,  o),  on  aura  x  —  m  =3  o. 
Ainsi,  le  plan  polaire  d'un  point  limite  est  invariable  et  passe  par  l^autre 
point  limite. 
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1S9.  Si  d'un  point  du  plan  radical  on  mène  des  tangentes  aux  sphères 
de  même  plan  radical  définies  par  l'équation 

Co  —  AC|  =3  o, 

le  carré  de  Tune  d'elles  aura  pour  valeur 

Co  —  AC| 

~i^=:Â — ^*' 

car  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  radical  satisfont  à  l'égalité 
Go  >=s  Cl  •  Il  en  résulte  que  toutes  les  tangentes  ont  même  longueur  et 
leurs  points  de  contact  appartiennent  k  une  sphère  dont  le  centre  est  le 
point  considéré,  et  le  rayon,  la  longueur  commune  des  tangentes;  cette 
sphère  passera  par  les  point  limites,  car  les  droites  qui  joignent  ces 
derniers  au  centre  doivent  être  regardées  comme  tangentes  à  ces  sphères 
évanouissantes.  On  doit  donc  considérer  le  plan  radical,  comme  le  lieu 
des  centres  d'un  nouveau  système  de  sphères  jouissant  de  la  même 
propriété  et  passant  par  deux  points  fixes  de  l'espace. 

ISS.  Centres  de  similitude.  Soient  deux   sphères  Cos=o,  Ci  =  o 
dont  les  centres  sont  les  points  représentés  par  les  équations 

Ao  =  aou  -|-  6ot?  -|-  cqW  —  I  «=  o,     Af  ==  aiti  +  biV  -\-  dw  —  i  =  o; 

les  cônes  circonscrits  communs,  Tun  extérieur  et  l'autre  intérieur,  ont 
leurs  sommets  S  et  s  sur  la  ligne  des  centres.  Plaçons  Torigine  des  axes 
coordonnés  au  point  S,  et  prenons  la  droite  des  centres  pour  axes  des  x. 
Le  plan  des  xz  rencontrera  les  sphères  suivant  deux  cercles  ayant  pour 
centre  extérieur  de  similitude  le  point  S;  on  aura  entre  deux  points 
homologues  A  et  a,  la  relation 

Sa      r^ 
d'où 

(a)  SÂ  =  *.Sa, 

k  étant  le  rapport  de  similitude  des  cercles.  Mais,  le  plan  des  xz  est 
quelconque  et  doit  seulement  passer  par  la  droite  des  centres;  la  relation 
précédente  aura  donc  lieu  pour  deux  points  quelconques  A  et  a  des  deux 
sphères  situés  sur  une  droite  issue  du  point  S,  et,  par  conséquent,  elle 
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permet  de  passer  de  l'une  à  Tautre  quand  on  connaît  la  valeur  de  la 
constante  k.  Le  point  S  se  nomme  le  centre  extérieur  de  simUitade  des 
deux  sphères;  le  point  9,  qui  jouit  des  mêmes  propriétés,  est  le  centre 
intérieur  de  similitude. 

Il  résulte  de  la  similitude  de  deux  cercles  dans  un  plan,  que  les 
points  S  et  s  divisent  harmoniquement  la  distance  des  centres;  de  plus, 
les  rayons  qui  aboutissent  aux  points  homologues  sont  parallèles.  Le 
centre  extérieur  de  similitude  s'obtiendra  en  menant  deux  rayons  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens,  et  en  joignant  leurs  extrémités  par 
une  droite  qui  rencontrera  la  ligne  des  centres  suivant  le  point  S  ;  le 
centre  intérieur  de  similitude  se  construit  de  la  même  manière  avec  deux 
rayons  parallèles  et  dirigés  en  sens  opposé.  Il  s'ensuit  que  les  points 
S  et  s  existent  toujours,  même  si  les  sphères  sont  intérieures  et  si  les 
càncs  circonscrits  communs  sont  imaginaires. 

184.  Trouffer  les  coordonnées  des  centres  de  similitude  des  sphères 
Co  =  0,  C|  s^  o. 

Nous  savons  que  ces  points  divisent  harmoniquement  la  distance  des 
centres  définis  par  les  équations 

Ao  =  o,    Ai  =  o; 

par  suite,  ils  seront  représentés  par  des  équations  de  la  forme 

(S)        Ao  —  fcAi  =  o,        («)        Ao  +  A:Ai=o, 

Le  paramètre  k  est  égal  au  rapport  des  distances  du  point  S  aux  centres 

des  sphères;  comme  ce  dernier  équivaut  à—  >  on  aura  pour  les  équations 

ri 

des  centres  de  similitude 

,-.  Ao      Al  Ao  ,  Al 

(^)         7 -  =  o,  {s)         --  +  _==o. 

To  Ti  To  /i 

On  en  déduit  pour  les  coordonnées  rectangulaires  de  ces  points 

00  at  6o  b^  Cq  Ci 

r©  ri  ro  ri  r©  ri 

I  I  '  -^        I  I  '  I  I  ' 

ro  ri  ro  ri  ro  ri 
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ro"*"ri               ro  '  ri  ro"*"ri 

X  = ,     y  = ,     2  = 

^-L^                 1,1  ^J.^ 

ro   *  n               ro'*"ri  ro  *  fi 


bu  bien 


(«)    x  = ,    y= ,     z= • 

tS5.  TVotiver  /e«  ^uaftons  des  cônes  cireoHserits  communs  aux 
sphères  Co  «=  o,  Ci  =  o. 

Si  on  désigne  par  x\y'yZ'  les  coordonnées  du  sommet  d'un  cAne 
circonscrit  à  la  sphère  Co  »=  o,  son  équation  est  de  la  forme 

[{x  —  ao)  {x'  —  oo)  +  (y  —  6o)  (y'  —  6o)  +  («  —  Co)  {z'  —  Co)  —  rj]* 
-  Co  [(x'  -  ao)«  +  (y'  -  6o)»  +  {z'  ^  Co)«  -  rj]  =  o. 

Remplaçons  rr',  y',  z'  par  les  coordonnées  du  point  S;  il  viendra 

[{x—ao)  (ao— ai)  +  (y — 6o)  (60—64)  +  (z— Co)  (co— Ci)— r©  (ri— ro)]" 

—  Co  [o7*  —  (ri  —  ro)"]  =  o, 

01  désigne  la  distance  des  centres  des  sphères.  On  peut  transformer  cette 
équation,  eu  égard  à  la  relation 

-(Cl  —  Co)  =  (ao  —  ai)  X  +  (60  —  6i)y  +  (co  —  Ci) z 

.  «î+6î  +  c?-^a;-6;-c;-r?+r;, 

car,  en  développant  la  quantité  élevée  au  carré  dans  l'équation,  on 
trouve  qu'elle  est  égale  à 

(ao  —  ai)  a?  +  (60—  6i)  y  +  (co  —  Ci)  z  —  aj  +  aoai  —  6J  +  6061  —  cj 
+  CoCi  —  ron  +  rj  =  -  [Cl  —  Co  —  ôi*  +  (r,  —  ro)']; 

par  suite,  l'équation  du  cône  circonscrit  qui  a  son  sommet  au  centre 
extérieur  de  similitude  sera  de  la  forme 

[C,  —  Co  —  ÔT  +  (r,  —  ro)"]*  —  4C0  ï^*  —  (ri  —  ro)"]  =  o. 
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On  trouverait  semblablement  pour  le  cAne  qui  a  son  sommet  au  centre 
intérieur  de  similitude 

[C,  —  Co  —  oî*  +  (ro  +  rO^«  —  4C0  [ôï*  —  (r,  +  ro)»]  =  o. 

f  S0.  Trouver  le$  équations  des  plans  polaires  des  centres  de  simili' 
iude  par  rapport  aux  deux  sphères  Co  «=  o,  Ci  =  o. 

Le  plan  polaire  d'un  point  {x^y'z')  relativement  à  la  sphère  Go  =  o  est 
représenté  par 

(x  —  Oo)  (x'  —  ao)  +  (y  —  fro)  (y'  —  60)  +  («  —  Co)  (z'  —  co)  —  rj  =  o. 

Remplaçons  x^yy\  z\  par  les  coordonnées  du  point  S.  D'après  la 
transformation  précédente,  Téquatîon  du  plan  polaire  du  point  S  par 
rapport  à  Co  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Cl  --  Co  —  fox'  —  (ri  —  ro)*]  =  o. 

Celle  du  plan  polaire  du  même  point  par  rapport  à  la  sphère  Ci  =3  o 
sera 

(x-a0(x'-.ii,)  +  (y~60fy'-64)  +  (z-c,)(t'~c0-rî=o, 

ou  bien 

C,  —  Co  +  [ôï*—  (r,  —  ro)*]  =  o. 

On  trouvera  également,  pour  les  plans  polaires  du  centre  intérieur  de 
similitude  par  rapport  aux  deux  sphères,  les  équations 

Cl  -  Co  -  î^'  -  (ro  +  r,)']  =  o, 
Cl  -  Co  +  ï^'  -  (ro  +  ri)*]  =  o. 

§   2.   SYSTÈME   DE    TROIS  SPHÈRES. 

flS7.  Considérons  les  sphères  représentées  par  les  équations 

(o)Co  =  o,         (i)C,  =  o,         (2)C,  =  0, 
et  dont  les  centres  sont  les  points 

Ao  =  OoU  -f-  60»  4"  CoW  —  I  ==  o, 

Al  .=  aiu  +  64»  -|-  CiVo  —  T  =  o, 
At  =  a%u  -f-  btv  +  Cjtt7  —  1=0, 
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Les  plans  radicaux  de  ces  sphères   prises  deux  à  deux   ont  pour 
équations 

Co  —  C«  =  o,        Cl  —  Cï  =  o,         C%  —  Co  =  o  : 

la  dernière  étant  une  conséquence  des  deux  autres,  les  plans  radicaux 
passent  par  une  même  droite.  Cette  droite  se  nomme  Vaxe  radical  des 
trois  sphères  (o),  (i),  (2).  Les  coordonnées  d*un  point  quelconque  de 
Taxe  radical  vérifient  les  égalités 

Co  =  Ci  =  Cî, 

et,  par  suite,  les  tangentes  menées  de  ce  point  ont  la  même  longueur. 
Donc,  l'axe  radical  est  le  lieu  des  points  de  l'espace  qui  ont  la  même 
puissance  par  rapport  aux  trois  sphères.  Comme  les  plans  radicaux  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  les  centres,  l'aide 
radical  sera  perpendiculaire  au  plan  des  centres.  Supposons  que  la 
sphère  Cs=3  0  soit  variable  de  grandeur  et  de  position  dans  l'espace; 
elle  rencontrera  les  deux  autres  suivant  des  cercles  dont  les  plans  se 
couperont  toujours  dans  le  pian  radical  des  sphères  (o)  et  (i).  Dans  le 
cas  particulier  où  elle  serait  tangente  aux  sphères  (o)  et  (i),  les  plans 
tangents  communs  jouiront  de  la  même  propriétés 

IM.  L'équation 

(4)        Co  +  XC,+fzCt  =  o 

définit  un  système  de  sphères  qui  ont  le  même  axe  radical  que  les 
Sphères  Co,  Ci,  Ct;  car,  si  d'un  point  quelconque  de  la  droite  ayaùfc 
pour  équations 

Co  =  Cl  =  Cî, 

on  mène  une  tangente  à  l'une  des  sphères  (4),  Tcxpression 

Co  +  ACi  +  fiCi 
i  +  ^  +  F 
qui  représente  le  carré  de  cette  tangente  se  réduit  à 


I  -j-  A  -j-  a 


=  Co» 


Il  en  résulte  que  la  longueur  de  cette  droite  est  indépendante  des 
valeurs  attribuées  aux  coefficients  arbitraires  A  et  fx,  et  tous  les  points 
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de  Taxe  radical  €o  =s  Ct  =  Ct  auront  même  puissance   par  rapport 
à  toutes  les  sphères  du  système. 

Les    coordonnées  du  centre  de  Tune   des    sphères  (4)   ont   pour 
expressions 

Qo  -|-  iai  -|-  juiot  60  +  ^f>i  "h  l^t  Co  -H  ÀCi  4-  fjici 

X= — :^ — ; t       y  =  ■  ,       ■     ■    >       Z= r— r — : • 

On  en  déduit  en  chassant  les  dénominateurs 

(x  —  flo)  +  A  (x  —  a,)  +  |ut  (x  —  at)  =  o, 
(y-.6o)  +  i(y  —  60+p(y  — 5,)=o, 

(«  —  Te)  +  ^  («  —  Cl)  + 1^  («  —  <?t)  =  o. 

L'élimination  des  paramètres  A  et  jul  donnera,  pour  le  lieu  des  centres» 
réquation 


ou  bien 


X  —  Oo  X  —  ai  X  —  ai 
y^bo  y  —  61  y  —  6j 

I    Z  —  Co    Z  —  Cl     Z  —  Ct 


X  y  z  i 

ao  ai  ot  I 

fro  6f  h%  I 

Cq  Ci  Ct  I 


o» 


«'est  le  plan  des  centres  des  sphères  (o),  (i),  (2).  Il  rencontre  celles-ci 
suivant  trois  grands  cercles  dont  les  axes  radicaux  vont  concourir  aq 
pied  de  Taxe  radical  des  sphères. 

tS9.  Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  sphères  de 
même  axe  radical  passant  par  un  autre  point  fixe. 

Soient  x%  y%  z'  les  coordonnées  d*un  point  donné;  les  plans  polaires 
par  rapport  aux  sphères  (o),  (i),  (2)  sont  représentés  par  les  équations 

Po=  (X  —  ao)  (x'—  ao)  +  (y  —  60)  (y'  —  60)  +  («  —  co)  («'—  ro)  — rj  =  o, 
p,  =  (x  —  ai)  (x'—  ai)  +  (y  —  6|)  (y'—  6,)  +  (z  —  Ci)  («'—  Ci)  — rJ  —  o, 
Pt=  (x  —  at)  (x'—  a,)  +  (y  —  6t)  (y'—  60  +  («  —  c.)  («'—  ct)  —r\  =  o. 
Or,  si  on  forme  l'équation  du  plan  polaire  do  même  point  relativement 
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à  une  sphère  (4),  on  trouvera 

Po -f /Pi  +  pPî  =  o 

qui  est  vërifiée  par  les  coordonnées  du  point  d'intersection  des  plans 
Po,  P4,  Pt  quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres  X  et  fx;  donc 
tous  les  plans  qu'elle  représente  passent  par  ce  point.  Ce  dernier  est 
réciproque  du  point  donné,  e'est-à-dire  que  ses  plans  polaires  relative- 
ment aux  sphères  du  système  passeront  par  la  point  {x'y'z'). 

Un  point  de  l'axe  radical  a  pour  réciproque  un  point  de  cet  axe. 
En  effety  les  équations  des  plans  polaires  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme  (NM 17) 

Co  +  Co'  — (x-x')*  — (y-2/')«  — (z  -z')^  =  o, 

Mais^  si  le  point  (x'  y^  z')  est  sur  Taxe  radical,  on  doit  avoir 

Co' =  Cl' e=Cj'; 

par  suite,  son  réciproque,  ou  le  point  d'intersection  des  plans  qui  pré- 
cèdent, satisfera  aux  égalités 

Co  ^=  C|  e=ï  Cf 

et  appartiendra  aussi  à  Taxe  radical. 

140.  Centres  de  eimUUude.  Les  trois  sphères  Cos=o,  Ci«=o, 
Cf=:o,  prises  deux  à  deux  donnent  six  centres  de  similitude  situés 
respectivement  sur  les  côtés  du  triangle  012;  les  équations  de  ces  points 
seront  de  la  forme 

(So)      T~':r=^*         (SO      T"  — T-  =  0'         (s«)      T^V       ^' 

NA|   I    Afl  .    .       As    ,   Aq  Ao   I   Al 

...77+7,  =  °'      ^*'^    û^7r°'      ("^    rT+rT=°- 

Les  trois  premières  conduisent  à  Tidentité 

\r,       r,/  *   V's       ^0/       \^o      n/ 
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et,  par  suite^  les  centres  extérieurs  de  similitade  sont  en  ligne  droite. 
De  plus,  on  en  déduit  encore 

(^^•)-(^")+(^K)- 

Donc,  deux  centres  intérieurs  de  similitude  sont  en  ligne  droite  avec 
Tun  des  trois  centres  extérieurs.  Ainsi  les  six  centres  de  similitude  d'un 
système  de  trois  sphères  sont  situés  trois  à  trois  sur  quatre  droites  appe- 
lées axes  de  similitude.  Ces  droites  appartiennent  évidemment  au  plan 
des  centres  des  sphères. 

Les  équations  précédentes  permettent  d'écrire  immédiatement  les 
coordonnées  rectangulaires  des  centres  de  similitude.  En  particulier, 
celles  des  points  So  et  Si  seront 

r«  —  ri  rt  —  n 

5tro  —  6ort  cjro  —  Cort 

X|  t= ,      y,  = ,      Zi= • 

ro  —  r«  ro  —  r«  ro  —  r« 

On  sait  que  les  cosinus  directeurs  d'une  droite  qui  passe  par  deux 
points  sont  proportionnels  aux  différences  xt  — xo,  yi  — yo»  Zi^Zo; 
il  résulte  des  expressions  précédentes,  que  les  cosinus  directeurs  de 
Taxe  extérieur  de  similitude  seront  respectivement  proportionnels  aux 
quantités 

ro  (ai  —  Of)  +  fi  (as  —  a©)  +  rt  (a©  —  ai), 

ro  (6i  —  6i)  -|-  r^  (6t  —  60)  +  ri  (60  —  64), 

ro  (c«  —  Cl)  +  ri  (c«  —  Co)  +  rt  (c©  —  Ci). 

Enfin,  nous  ferons  encore  observer,  que  les  coeGScients  des  variables 
Xf  yeXz  dans  Téqualion  du  premier  degré 

ro  {C^  —  Ct)  +  n  (Ct  —  Co)  +  r,  (Co  —  Ci)  =  o 

sont  précisément  les  mêmes  quantités,  et,  par  suite,  elle  représentera  un 


airt  — 

a«ri 

rt  — 

ri 

atro  — 

aorj 
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plan  passant  par  l'axe  radical  et  perpendiculaire  &  Taxe  extérieur  de 
similitude. 

141.  Trouver  tes  éqttations  des  droites  conjuguées  de  l'axe  extérieur 
de  similitude  par  rapport  aux  sphères  Go  =  o,  Ci  =  o,  Ci  »=  o. 
Nous  avons  trouvé  (N""  156)  pour  le  plan  polaire  du  point 

(S,) —  =  o 

r©       fi 

par  rapport  à  la  sphère  Co  =  o,  l'équation 

(a,)     Co  — C,  +  [^'— (r„  — r,)*]  =  o. 
Le  plan  polaire  du  point 

(Si) =  0, 

rt       ro 
par  rapport  à  la  même  sphère,  sera 

(a,)     Co  —  Ct  +  Î5"2'  —  (ro  —  r,)*]  =  o. 

Les  équations  (as)  et  (ai)  prises  ensemble  représentent  la  droite  con- 
juguée de  Taxe  extérieur  de  similitude  par  rapport  k  la  sphère  Co  =  o; 
car  les  plans  polaires  de  deux  points  d^une  droite  se  coupent  suivant  la 
conjuguée  de  cette  droite.  On  aurait  des  équations  analogues  pour  les 
droites  conjuguées  relativement  aux  autres  sphères. 

On  sait  que  la  droite  conjuguée  est  la  corde  des  contacts  des  plans 
tangents  à  la  sphère  menés  par  la  droite  donnée;  donc,  si  enjoint  aux 
équations  (ai)^  (ai)  celle  de  la  sphère  Co  =  o,  on  aura  un  système 
de  trois  équations  qui  permettent  de  calculer  les  points  où  les  plans 
tangents  menés  par  l'axe  extérieur  de  similitude  touchent  la  sphère  Cob=o. 

§   3.    SYSTÈME   DES    QUATRE    SPHÈRES. 

14S.  Soient  les  équations  de  quatre  sphères  quelconques 

Co  =  o,       Cl  =  o,       Cl  =  o,       Cs  =  o. 

Les  axes  radicaux  de  ces  sphères  prises  trois  à  trois  sont  représentes 
par  les  équations 

(o,  ij  2)      Co  "—  C|  =»  o,      Ci  —  Cl  s=a  o,       Cl  —  Co  =  o  ; 
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(i,  2,  3)  Cl  — C4==o,  Cî  — C3  =  o,  Cs  — Ci=o; 
(2,  3i  o)  Ct  —  C5  =  o,  Cj  —  Co  =•  o,  Co  —  Ct  =  o; 
(3,  o,  i)       C3  —  Co  =  o,       Co  —  Cl  =  o,      Ci  —  Ca  =  o. 

Il  est  visible  qoe  ces  droites  concourent  en  un  même  point,  celui  qui 
répond  aux  égalités 

Co  =  Ci  =  Ct  =  Cj. 

Ce  point  s'apellc  le  centre  radical  des  sphères  données;  il  jouira 
de  la  propriété  d'avoir  la  même  puissance  par  rapport  k  chacune  d'elles, 
c'est-i-dire  que  les  tangentes  aux  sphères  issues  de  ce  point  seront 
égales;  ce  sera  le  centre  d'une  sphère  qui  passera  par  les  points  de 
contact  de  ces  tangentes  et  ayant  pour  rayon  leur  commune  longueur. 
Le  centre  de  cette  sphère  est  déterminé  par  les  égalités  précédentes 
tandis  que  le  rayon  est  la  valeur  de  l'une  des  fonctions  Co,  Ci,  Cs,  Ci, 
lorsqu'on  y  substitue  les  coordonnées  du  centre. 

Supposons  que  la  quatrième  sphère  Cs  soit  variable,  et  soit  D  l'axe 
radical  des  sphères  restantes.  Quelle  que  soit  la  position  du  centre,  la 
sphère  Cs  rencontrera  les  autres  suivant  trois  cercles  dont  les  plans. iront 
se  rencontrer  sur  la  droite  D;  dans  le  cas  particulier  d'une  sphère 
tangente  aux  trois  autres,  les  plans  tangents  communs  formeront  un 
angle  trièdre  dont  le  sommet  sera  sur  la  même  droite. 

1 4S.  Centres  de  êimUitude.  Si  on  combine  les  sphères  deux  &  deux, 
on  obtiendra  deux  centres  de  similitude  situés  sur  chaque  arête  du 
tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  centres  des  sphères;  ces  douze  points 
seront  représentés  par  les  équations 

,  .         Ao       Ai  Ao       At  Aq       As 

(a) =0, =  0, =  0, 

Tq         Ti  ro         Ti  To         Ts 

,  ,.       A|       At  Ai       As  At       As 

(a') =0, =  0, =  0, 

ri       rt  ri        rs  rt       r» 

Ao  ,  A|  Ao  ,  A«  Ao  ,  A3 

(j3) =  0, =  0,       -  +  —=0, 

ro   *  r«  ro    '   r«  ro    '   rs 

^         Ai   ,  A»  Ai  ,    As  At  ,  As 

ri    ^   rt  ri    *    rj  ra    *  -  rs 
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les  centres  des  sphères  proposées  étant  définis  par 

Ao  =  o,       Al  =  o,      Aï  =  o,      As  =  o. 

Les  trois  équations  (a')  sont  une  conséquence  des  équations  (a);  il 
s'ensuit  que  les  six  premiers  centres  de  similitude  se  trouvent  dans  un 
même  plan.  De  même,  il  est  facile  de  vérifier  qu'en  retranchant  membre 
à  membre  trois  équations  faisant  partie  des  systèmes  (|3)  et  ((3'),  on 
retrouve  trois  équations  appartenant  aux  systèmes  (a)  et  (a').  Donc, 
trois  centres  de  similitude  de  la  seconde  espèce  sont  dans  un  même  plan 
avec  trois  centres  de  similitude  de  la  première  espèce.  Pour  chaque 
système  de  trois  sphères  on  a  quatre  axes  de  similitude,  de  sorte  que  les 
douze  centres  de  similitude  seront  situés  trois  par  trois  sur  seize  droites 
ou  axes  de  similitude.  De  plus,  ils  seront  six  par  six  dans  un  même  plan 
appelé  plofi  de  similitude;  il  y  aura  huit  plans  semblables  s*entrecoupant 
suivant  les  axes  de  similitude. 

144.  Trouver  le  pôle  éPun  plan  de  sitniliiude  par  rapport  à  ta 
sphère  Cq  &=  o. 

Cherchons,  par  exemple,  le  pôle  du  plan  de  similitude  qui  renferme 
les  points  (a)  et  (a').  Nous  désignerons  ce  plan  par  tt,  et  nous  Tappelerons 
plan  extérieur  de  similitude  pour  le  distinguer  des  autres.  Nous  avons  vu 
précédemment  que  le  plan  polaire  du  point  (N"*  136) 

(S.)       ^_^=o, 
To       ri 

par  rapport  à  Co  «=  o,  est  représenté  par  Téquation 

Co  —  Cl  +  oi*—  {^0  ~  ^0'  ==  o- 
De  même,  les  plans  polaires  des  points 

Aq       Af  Aq       As 

Tq       r%  Tq       Ts 

par  rapport  à  la  même  sphère  seront  définis  par  les  équations 

Co  —  Cî  +  Ô2*  —  (ro  —  r,)*  =  o, 

Co  —  Cs  +Ô3*  —  (»*o  —  »"»)*  =  o- 
Le  pôle  du  plan  tt  est  Tintersection  de  ces  trois  plans,  et  par  suite, 
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ses  coordonnées  s'obtiendront  en  résolvant  ces  équations  par  rapport 
à  X,  y,  z. 

On  trouverait  facilement  les  équations  analogues  qui  déterminent  le 
pâle  du  même  plan  par  rapport  aux  autres  sphères,  ainsi  que  celles 
du  pAle  d*un  autre  plan  de  similitude  relativement  à  Tune  des  sphères 
données. 

145.  Sphère  tangenk  à  qucUre  sphères.  Soient 

(l)  Co=SïO,       C|e=0,       Ci  =  0,       Cs  =  0 

les  équations  de  quatre  sphères  données^  les  coordonnées  rectangulaires 
du  centre  et  le  rayon  de  chacune  d'elles  étant  respectivement 

Oof       60,       Co,       ToJ 

oj,  6j,  Cif  ri; 
a«,  6t,  Ct,  rt; 
«s,     63,     Cs,     rs. 

Désignons  par  s  le  centre  d'une  sphère  qui  touche  les  autres  intérieure- 
ment, et  par  r  le  rayon.  Le  contact  de  deux  sphères  ayant  lieu  snr  la 
droite  qui  réunit  leurs  centres,  on  doit  avoir  les  égalités 

(2)    IS'  =  (r  +  r,y,Ti'  =  (r  +  n)%Ii'  =  (r  +  r.)%li*  =  {r  +  r,)' ; 

o,  I»  2,  3  sont  les  centres  des  sphères  données.  Mais  on  sait  que  la 
distance  so  a  pour  expression 

où  X,  y,  z  représentent  les  cordonnées  du  point  s.  Les  égalités  précé- 
dentes peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme 

(2')    Co  +  rj  =  (r  +  ro)S     Ci+rî=(r  +  rOS     C,  +  rj  =  (r  +  rt)S 

C,  +  r|  =  (r  +  rs)^ 

Ces  quatre  équations  renferment  la  solution  analytique  du  problènae; 
elles  permettent  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon 
d'une  sphère  tangente  aux  sphères  données.  Nous  avons  supposé  que 
la  sphère  touchait  intérieurement  les  autres  pour  écrire  le  égalités  (2); 
dans  .le  cas  d'une  sphère  tangente  extérieurement,  il  faudrait  attribuer 
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le  signe  négatif  aux  rayons  n,  ri ,  rt,  rs.  Enfin,  quelle  que  soit  la  sphère 
tangente  aux  sphères  données,  on  pourra  toujours  écrire  quatre  équa- 
tions de  la  forme  {2)  ou  (2')  en  ayant  soin  de  donner  le  signe  —  aux 
rayons  des  sphères  touchées  extérieurement.  En  énumérant  toutes  les 
combinaisons  différentes  que  l'on  peut  former,  on  trouve  que  le 
problème  proposé  admet  en  général  seize  solutions;  le  nombre  de 
solutions  réelles  dépend  de  la  position  des  sphères  données. 

Nous  nous  occuperons  spécialement  de  la  sphère  touchant  toutes  les 
autres  intérieurement  ou  extérieurement,  et  nous  allons  déduire  des 
équations  précédentes  le  moyen  de  construire  Tune  de  ces  sphères. 

t4M.  Si  on  retranche  membre  à  membre  les  équations  {2%  on  trouve 
les  égalités 

(3)  Co— Ci=2r(ro— ri),    Co— Ct=2r(ro— ri),    Co— C»=2r(ro— rs) 

(4)  Cl— C«=2r{n— ri),    Cl— C5=2r(ri— rs).    Ci— C8=2r(rf— r»); 

elles  ne  forment  que  trois  équations  distinctes,  car  les  trois  dernières 
se  déduisent  des  précédentes  par  soustraction.  Eliminons  r  entre  les 
égalités  (3);  il  viendra 

(ro  —  r,)  (Co  —  C)  —  (ro  —  r«)  (Co  —  C)  =  o, 
(ro  —  r,)  (Co  —  Cl)  —  (ro  -  r,)  (Co  —  C,)  =  o, 
ou  bien 

(5)  ro  (C,  —  C)  +  r,  (Co  —  C5)  +  r,  (C,  —  Co)  =  o, 

(6)  ro  (C,  —  C)  +  ri  (Co  -  Cj)  +  r,  (Ci  —  Co)  =•  o. 

Ces  équations  restent  invariables,  si  on  change  le  signe  des  quantités 
ro,  n,  ri,  rzi  comme  elles  découlent  des  égalités  (2'),  elles  seront  satis- 
faites par  les  coordonnées  du  centre  d'une  sphère  qui  touche  intérieure- 
ment les  sphères  données  ou  extérieurement.  Les  différences  Cs — C|,  etc. 
étant  du  premier  degré  en  x,  y,  is,  les  équations  (5)  et  (6)  définissent 
deux  plana  passant  par  le  centre  radical  et  se  coupant  suivant  une  droite 
qui-  renferme  les  centres  des  deux  sphères  tangentes.  Or,  la  première 
représente  (N*  140)  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  extérieur  de  simili- 
tude des  sphères  o,  i,  3;  la  seconde,  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe 

extérieur  de  similitude  des  sphères  o,  2,  3;  donc  le  plan  Trqui  renferme 

13 


(       \ 
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les  six  points 

As      A|  Ai      Ao  Ao      As 

As      A|  A|      Ao  Ai      At 

=sO, =0, =  o, 

rs      rt  r»      ro  r,       n 

est  à  la  fois  perpendiculaire  aux  plans  (5)  et  (6)  ainsi  qu*i  leur  inter- 
section. 

Donc,  U$  centres  des  deux  sphères  tangentes  intérieurement  et  exlé- 
rieurement  aux  sphères  données  sont  situés  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  radical  sur  le  plan  extérieur  de  similitude. 

Par  une  transformation  semblable  des  équations  {2')  lorsque  les  rayons 
roy  riy  rt,  rt  ne  sont  pas  tous  de  même  signe,  on  arriverait  à  cette 
proposition  générale  : 

Les  centres  des  seize  sphères  tangentes  d  quatre  sphères  données  sont 
situés  deux  par  deux  sur  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  radical 
sur  les  huit  plans  de  similitude. 

147.  Désignons  par  S  la  sphère  qui  touche  les  autres  intérieurement, 
et  cherchons  les  coordonnées  x',  y\  z'  du  point  où  elle  est  tangente 
à  la  sphère  Co  =  o.  Ce  point  divise  la  distance  so  en  deux  segments 

dont  le  rapport  est  égal  à  —  ;  on  aura  donc 

.      rox  +  roo  ,      roV  +  rto  ,      roZ  +  rco 

r  +  ro  ^         r-j-ro  r  +  ro 

d'où  Ton  déduit 

(r  4-  ro)  «'  —  roo  (r  4-  ro)  v'  —  r6o  (r  +  r©)  z'  —  rco 

X  =  — - — f    y  =  ^ — = — -^ f    z  =  ^ — = — • 

r©  ro  ro 

Comme  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  centre  s,  ces  valeurs  doivent 
satisfaire  aux  équations  (3).  Avant  d'y  faire  la  substitution^  U  Ceiut 
remarquer,  qu*en  remplaçant  dans  un  polynôme  du  premier  degré 
de  la  forme  (ix  +  6y-|-cjs-}-d  les  variables  par  les  expressions 
précédentes,  on  trouve 

r  I    f*A  ••« 

— !-—  (ox' + 'y' + ^^' + ^  — (<»«« + 660 + <^o + «o> 
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c*e8t4i-4lire  que  le  résultat  est  égal  au  polynAme  proposé,  où  x,  y,  z,  sont 

remplacés  par  x%  xf^  z',  maltiplié  par  —^ — ,  moins  le  produit  de  —  par 

la  Taleur  du  polynàme  pour  les  coordonnées  ao>  60»  Co.  En  vertu  de 
cette  règle,  la  première  des  équations  (3)  deviendra,  après  la  substitution, 

^^^^"(C;-C;)--[2(ai-ao)ao+2(6,-6o)6o  +  2(c4-c«)co+a; 
r*  Tu 

+  fc;  +  c;-»-J-aî-6î-cî  +  rî]  =  2r(r,-r,), 
OU  bien 

(^)  ^^«  ~  c;)  +  I(5i'  +  r;  -  T\i^2r{u-u). 
Bn  simplifiant,  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

r-j-To 

On  trouvera  aussi  pour  les  deux  autres  équations  (3),  après  la  même 
substitution, 

<=i  -  Ci  +7X7  i°^'  -  (''•  -  '•»)*1  =  «' 
r-f-r© 

Ci  -  <^i + np;;:  iô? -(»••-»•»)•]= o. 


Il  en  résulte,  en  supprimant  les  acccntS|  que  les  coordonnées  du  point 
de  contact  de  la  sphère  S  sur  Co  satisferont  aux  équations 

Co  —  Cl 

(ro  — ri)«  '  r-f 
Co  — C»  ,       r 

(r.  — r,)»"^r  + 
Co  —  C,  r 

o«    —  /r*  —  r.V 


Co  — Ci  ,       r 

01  —  (ro  — ri)«      r-fro 

.  .  Co  —  Cj  .       r 

(7)         ^=i ; -,+  -p-  =  o> 

02  —  (ro  — ri)»      r  +  ro 


03  —  (ro  — rj)»      r  +  ro 
On  en  déduit  par  soustraction 

Co  -~-  Cl  Co  ■""  Cl 


-  =0. 


(8) 


01   —  (ro— ri)*      03  —  (r»— r»)« 
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.  .  Co  «^^  Ci  Co  -•  Ci         ^_ 

^^'      «•  -  (r.  -  rtY  ~  ôi*  -  (ro  -  r.)«  ~  °' 

Ces  équations  représentent  deux  plans  qui  renferment  le  centre  radical 
et  le  point  du  contact  de  S  sur  la  sphère  Co  =>  o;  prises  simultanément, 
elles  déterminent  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  De  plus,  elles  ne 
changent  pas,  si  on  remplace  r©,  n,  r«,  rs,  par  —  ro,  —  n,  —  rt,  --  fs; 
donc,  la  droite  qu'elles  représentent  passe  aussi  par  le  point  de  contact 
sur  Co  sa  0  de  la  sphère  tangente  extérieurement.  Or,  si  on  retranche 
membre  à  membre  les  équations  (N°  i44)  qui  déterminent  le  pôle  du 
plan  extérieur  de  similitude,  on  retrouve  les  égalités  (8)  et  (9).  Donc,  la 
droite  qui  joint  le  centre  radical  au  pAle  du  plan  it  par  rapport  à  Co, 
renferme  les  points  de  contact  de  deux  sphères  tangentes  intérieurement 
et  extérieurement  aux  sphères  données.  On  arrivera  évidemment  à  une 
conclusion  semblable  pour  les  autres  sphères  Ci,  Ci,  Ci.  Ainsi,  les  droites 
qui  joignent  le  centre  radical  aux  pôles  du  plan  extérieur  de  similitude 
déterminent^  par  leurs  intersections  avec  les  sphères  données^  les  points 
de  contact'  des  deux  sphères,  tune  tangente  intérieurement^  Poutre 
tangente  extérieurement  aux  proposées. 
En  généralisant  ce  résultat,  on  aura  la  proposition  suivante  : 
Étant  choisi  d  volonté  un  plan  de  similitude  d'un  système  de  quatre 
sphères^  les  droites  menées  du  centre  radical  aux  pôles  de  ce  plan  par 
rapport  à  chaeténe  d'elles  les  rencontrent  en  huii  points  qui  seront  les 
points  de  contact  de  deux  sphères  tangentes  d  la  fois  aux  proposées. 


CHAPITRE  VIII. 


SURFACEiS     DU     SECOND     ORDRE 


(Ck>ordoiiliéei  olrtiMenÉiefl). 


SoMMÂiu.  —  Équation  générale  dêi  iurfaeéê  du  ëênond  ârdf*ê,  Centre.  «^  Pitih  dUAkéthU 
ei  diamètre.  Simplification  de  l'équation  générale^  —  Plan$  prindpaïUK»  Équations 
aum  axes.  Surface  de  révolution,  —  Plan  tangent  et  plan  polaire* 

14§.  L'ëquatioD  générale  du  second  degré  par  rapport  aux  coor- 
données cartésiennes  est  de  la  forme 

(i)      A««  +  Ay  +  A"jB«  +  2Byz  +  2Wzx  +  2W'xy 
+  2CaF  +  2C'y  +  2C"«  -{-  F  =  o. 

Après  avoir  divisé  le  premier  membre  par  Tune  des  constantes 
A,  A'  etc.,  elle  renfermera  neuf  paramètres  arbitraires.  Ainsi,  en 
général,  une  surface  du  second  ordre  est  complètement  déterminée  par 
neuf  conditions  géométriques,  chacune  d'elles  donnant  lieu  à  une  rela- 
tion unique  entre  les  paramètres;  par  exemple,  si  la  surface  était  assu- 
jettie à  passer  par  neuf  points  donnés,  Pun  d'eux  étant  {x'y'z%  on 
aurait  neuf  équations  de  la  forme 

Ax'«  4-  A'y'»  +  A"z'«  +  2%'z'  +  2B'jj'x'  +  2B"x'y' 

+  2(V  +  2Cy  +  2C"Z'  +  P  =  o, 

qui  donneraient  un  seul  système  de  valeurs  pour  les  coefiBdents  inconnus. 
Neuf  points  quelconques  de  l'espace  déterminent  donc  une  surface  du 
seoond  ordre  et  une  seule. 
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La  nature  de  la  surface  représentée  par  Téquation  (i)  dépend  des 
valeurs  attribuées  aux  paramètres.  Au  lieu  de  suivre  la  méthode  de 
discussion  employée  en  géométrie  plane,  pour  mettre  en  évidence  la 
forme  et  le  nombre  de  surfaces  distinctes  qu'elle  définit  analytiquement, 
il  est  avantageux  d'exposer  d'abord  les  propriétés  du  centre  et  du  plan 
diamétral  afin  de  ramener  Péquation  à  des  termes  plus  simples. 

Il  importe  de  remarquer  qu'on  rend  Téquation  (i)  homogène,  en 

X    y     z 
remplaçant  les  variables   par  les   rapports  -  >  - 1  -  et  en  chassant 

V  V  • 

ensuite  le  dénominateur  ;  elle  devient  ainsi 

(2)      A««  +  A'y«  +  A"a*  +  2By«  +  2B'zx  +  2W'xy 
+  Cx«  +  2C'y<  +  2C"zî  +  W  c=  o. 

Il  sufiBt  de  poser  t^=i  pour  retrouver  la  première. 
On  peut  encore  employer  une  notation  plus  symétrique  et  écrire  pour 
l'équation  homogène  du  second  degré 

(3)      au«*  +  a%%y^  -|-  a%iz'^  +  «*4<*+  aait^py  +  2aisxx  +  20i4«l 

-)"  2a%iyz  4-  2a%^t  -f-  2au'X^  es  o. 

%   1.   CENTRE. 

149.  Le  centre  d^une  surface  est  un  point  fixe  divisant  en  deux 
parties  égales  toute  droite  qui  h  traverse  et  qui  est  terminée  à  la 
surface. 

Soit  G  le  centre  d'une  surface  représentée  par  l'équation  (i);  menons 
par  ce  point  une  droite  qui  rencontre  la  surface  en  deux  points  Mi(a?fyiZi), 
Mt(xtyt£f);  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  MiMi  ou  du  point  G 
seront 

Xi  +  xi      yi  +  yj      zi  +  zt 
222 

Si  on  suppose  l'origine  au  centre,  ces  valeurs  doivent  être  nulles,  et, 
par  suite,  Xi  =  —  Xi,  yi  =  —  yi,  2«  =  —  «i.  Ainsi,  toute  droite 
menée  par  l'origine  rencontrera  la  surface  en  deux  points  dont  les 
coordonnées  sont  égales  et  de  signes  contraires.  L'équation  (i)  devra 
être  satisfaite  à  la  fois  par  les  valeurs  {Xi^  yi,  zi)  et  (—  xi,  —  y^^  —  Zi); 
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par  conséquent,  Jes  termes  du  premier  degré  ne  peuvent  pas  se  trouver 
dans  l'équation  et  les  coefficients  G,  C%  C  seront  nuls.  Donc,  lorsque 
l'origine  des  coordonnées  est  au  centre  d^une  surface  du  second  ordre^ 
Piqu(Uion  qui  la  représente  ne  renferme  pas  les  termes  du  premier 
degré. 

Cette  propriété  va  nous  conduire  aux  équations  qui  déterminent  le 
centre. 

f  S0«  Désignons  par  xij  yi,  zi  les  coordonnées  inconnues  du  centre 
de  la  surface  définie  par  Téquation  (i),  et  transportons  Torigine  en  ce 
point  en  conservant  la  même  direction  pour  les  axes.  L'équation  de  la 
surface  rapportée  aux  axes  nouveaux  s'obtiendra  en  substituant  &  or,  y,  z, 
les  valeurs  xi  +  x\  yi+y'i  Zi-^-z'.  En  développant,  l'équation 
nouvelle  peut  se  ramener  &  la  forme 

Ax'»  +  Ay  «  +  A'V«  +  2By'z'  +  2Wz'x'  +  2B"x'y'  +  a  (Axi  +  W'y, 
+  Vz,  +  C)  a/+  2  (B"a:i+  A'y,+  Bzi+  COy'+  2  (B'a;i+By,+A"z, 
+  C")  z'  +  AxJ  +  A'yî  +  hrz\  +  TSyiZi  +  2B'z,x,  +  2B"j:iyi  +  2Cxi 

+  aC'yi  +  2C"zi  +  F  =  o. 

Représentons  par  /"(x,  y,  z)  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  et 
par  ^,  ^,  /]|  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction  prises  par  rapport 
à  X,  y,  z  :  l'équation  précédente  pourra  s'écrire,  en  supprimant  les 
accents, 

(4)      A««  +  A'y*  +  A"««  +  2By«  -|-  2B'iMr  +  aB"ay 

+ ^f.K  +  yr,i + «Al  +  /(^«,  yt,  z,) = o. 

Or,  l'origine  étant  au  centre,  les  coefficients  du  premier  degré  doivent 
être  nuls;  ce  qui  exige  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  les 
équations 

En  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs,  les  équations  qui  déter- 
minent le  centre  d'une  surface  du  second  ordre  seront  : 

Ax  +  B"y  +  B'jr  +  C  =  o, 

(s)        B"2  +  A'y  +  Bz  +  C'=o, 

Vx  +  By  +  k"z  +  C"  c=  0. 
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Le  dénominateur  commun  des  inconnues  aura  pour  expression 


A  = 


A  B"  B' 
B"  A'  B 
B'     B      A" 


ou  bien 


A  =  —  AB«  —  A'B'*  —  A"B">  +  AA'A"  +  aBB'B". 

Si  A^o,  la  surface  aura  un  centre  unique;  si  A  =30,  le  centre  sera 

à  l'infini  ou  indéterminé.  Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  équations 
précédentes  ne  forment  que  deux  équations  distinctes,  il  y  aura  une 
infinité  de  centres  situés  sur  la  droite  qu'elles  déterminent;  si  les  trois 
équations  se  confondent,  la  surface  admettra  une  infinité  de  centres 
situés  dans  un  plan* 

151.  Lorsqu'une  surface  du  second  ordre  admet  un  centre  (xiyiZi), 
l'équation  (i)  se  ramène  &  la  forme 

Ax*  +  A'y«  +  A"«*  +  2Byz  +  2Wzx  +  2B"acy  +  K  =  o 

en  y  plaçant  l'origine;  le  coefficient  K  est  le  résultat  de  la  substitution 
des  coordonnées  du  centre  dans  le  polynôme  f{x^  y^  z).  On  peut  en 
déduire  une  expression  plus  simple  des  équations 

Axi  +  B"yi  +  B'zi  +  C«o, 

(a)  B"*,  +  A'yi  +  Bzi  +  C  =  o, 

B'x,  +  Byi  +  A"«,  4-  C"  =  o. 

Si  on  les  multiplie  respectivement  par  Xi,  yi,  zt  et  si  on  les  ajoute 
ensuite  membre  à  membre,  il  viendra 

Ax*  +  A'yî  +  A"z]  4-  2ByiZ,  +  aB'ziX*  +  2B"x,y, 
+  Cxi  +  C'yi  +  C'Zi  =  o, 
ou  bien 

f{Xi,  y,,  «,)  —  F  =»  Cx,  +  C'yi  +  €"««. 

On  aura  donc,  pour  déterminer  R,  l'équation 

(^)  Cx,  +  C'y,  +  C'Zi  +  F  —  K  =  o. 
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o. 


Enfin,  81  on  joint  cette  ëgalitë  au  système  (a),  on  arrivera,  par  l'élitni- 
nation  dèxi,  yi,  Zt,  à  la  relation 

A  B"  B'  C 

B"  A'  B  C 

B'  B  A"  C" 

C  C  C"  F  — K 


D*ou  on  tire 


K== 


A 
B" 
B' 
G 


B"    B' 
A'     B 
B      A" 


C 

C 

F 


A      B"    B' 

B"    A'     B 

!  B'     B      A" 

C'est  une  autre  valeur  du  coeflBcient  K  en  fonction  des  constantes  de 
Pëquation  de  la  surface. 

159.  Lorsqu'on  transportant  l'origine  au  centre,  la  quantité  K  est 
nulle,  l'équation  transformée  devient  homogène  par  rapport  k  x^y^  z 
et  de  la  forme 

Aaî»  +  Ay  +  A"z*  +  2Byz  +  2B'«x  +  2B"a?y  =  o. 

Nous  allons  montrer  qu'elle  définit  alors  une  surface  conique.  En 
effet,  soient 

X  =  Az,    y  =  yLz^ 

les  équations  d'une  droite  passant  par  l'origine;  combinons  ces  égalités 
avec  la  précédente  pour  éliminer  x  et  y.  On  trouvera  ainsi  la  relation 

Aa«  +  A>«  +  A"  +  2Bfx  +  2B'i  +  2B"Àfx  =  o 

qui  doit  être  satisfaite  pour  que  la  droite  soit  située  sur  la  surface.  Or, 
comme  elle  renferme  deux  paramètres,  on  peut  y  satisfaire  par  une 
infinité  de  valeurs  de  A  et  de  |i;  la  surface  qui  est  le  lieu  de  toutes  les 
droites  correspondantes  sera  un  cône  ayant  pour  sommet  Torigine. 
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La  condition  R  =  o  ou  /(xi,jf4,Z4)  =s  o  exprime  que  le  centre  est 
un  point  de  la  surface.  D'après  la  valeur  de  K  trouvée  précëdemmenty 
la  condition  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  représente 
une  surface  conique  sera 


A 

B" 

B* 

C 

B" 

A 

B 

C 

B' 

B 

A" 

C" 

C 

C 

C" 

F 

De  même,  lorsque  l'équation  homogène  (3)  définit  un  cAne,  les  coor- 
données du  centre  vérifieront  les  équations  (a)  et  (|3)  du  numéro  précé- 
dent, c'est-i-dire 

/•:=o,  /;-o,  /;'=o,  f'.=o. 

Par  l'élimination  des  variables,  il  viendra  la  condition 


ai4  Oit  Ois  ^14 

ttfi  Oti  ai8  (Ha 

ttsi  ttsi  a%%  Osi 

^41  «41  ^41  044 


=  0. 


Exemples. 

Bx.  t.  Déterminer  le  centre  et  les  équations  simplifiées  des  snrfiiees  représentées 
psr  les  équations 

!•)       «•  4-  3y*  +4m*-\-  2y«  -f  4j«  +  ^  —  ^^  ^  ^V  —  3**  —  26  =  o, 
2»)       »y  4-  »z  +  y«  —  a»  —  y  —  3«  4-  ï  =  o, 

3»)        »"+2y»4-3a*  +  3(«y +y;r  +  x«)  +  «  +  y  +  *  =  i. 

R    !•)       »  =  i,    y  =  2,    «  =  3;     «•  +  3y*  +  4*'+*y*+4**  +  ^y  =  ''ï- 
2»)       »=i,    y  =  2,    *  =05    «y  +  »jr+y«=i, 

3»)       «  =  — ,     y  =  o,    af  =  o;      a;"+2y*+3»"H-3(*y4-y*  +  '«)  =  -* 

Bx.  t.  L'équation 

8iry—  z6«jr-|-8yjp  — 8«H-8y  —  z6jr^7  =  o 

représente  une  surface  conique  dont  le  sommet  est  le  point  (  -"  -  9     -  9 ]  * 
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Ex.  S.  La  surface 

»■  —  y* —  «•  +  3yi  +  a5+y  —  jf=r  5 

a  une  infinité  de  centres  sitaéi  sur  la  droite  d'intersection  dos  plans 

a»4-i  =  o,    ay  —  a«  — 1  =  0. 

Cx.  «•  Tronyer  le  centre  de  la  surftce 

(«y  + /to  —  cy)"  —  o/i  («If  —  jr«)  =  O. 

Ex.  S.  Lien  des  centres  des  sarfaces  définies  par  l'équation 

as*  +  y*  —  *"  +  2>aw  +  Zfiffz  —  2ax  ^  zhy  +  ac»  :=  0» 

où  >  et  /y  sont  deux  paramètres  arbitraires. 
11  faut  éliminer  les  coefficients  indéterminés  entre  les  équations 

«4-3^  —  a  =  0»    y  +  yta— 6=:0,     — a  +  X»  +  /*y  +  c  =  o. 
On  troQTera 

** + y* + *" — (a»  +  *y + »)  =  o. 

Kx.  ••  Que  représente  Péquation 

A«»  +  A  V  +  A"»«  +  aBy a  +  aB'^»  +  aB"»y  -  a  (Aa  +  B"6  +  B'c)  • 
—  a(B"a  +  A'ft  +  Bc)y-a(B'o  +  B6  +  A"e)a-f  P  =  o? 

Qas  surfuces  qui  ont  pour  centre  le  point  (0,69  c). 
Ex.  f .  L'équation 

(a»+6y+c*)«+(a'«+6'y+c'»)«+(o''x+6''y4-c'':r)«+a(>+aC'y+aC''*+F==o 
représente  une  surface  i  centre  unique,  si  les  plans 

ax-V-by-\-cz=.Oy    o'os  +  ft'y  +  c'jf  =  o,    a"»  +  *"y  +  ^'' =  o 

t 

se  coupent  en  un  seul  point. 
Les  plans  se  coupent  en  un  point  si  le  déterminant 

D  = 


a    a' 

•" 

6    V 

y 

e    e 

c" 

est  différent  de  zéro.  Or,  les  équations  du  centre  sont 

(o«  +  o'«  +  o"»)  «  +  (0*  +  a'6'  +  a"6")  y  +  (oc  +  a'c*  +  «"«")  «  +  C  =  o, 
(06  +  n'I'  4-  a"6")»  -f  (6«  +  6'«  -f  6"«)  y  +  ((kî  +  6V  +  6"e")  »  +  C  =  o, 
(oe  -f-  o'c'  +  o'V)  a:  +  (6c  -I-  6'c'  +  6' V)  y  +  (#.«  +  c'«  +  c">)  J  +  C"  =  0. 
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Le  dénominateur  des  valeurs  des  inconnues  x,  y,  z  est  le  carré  d«  détermtnint  Dj* 
donCf  elles  seront  finies  et  déterminées,  et  la  surface  n*aura  qu'un  centre. 

Ex.  •.  Déterminer  les  plans  du  centre  de  la  surface  refurésentée  par  Téquation 

M«  +  N«  +  aC«  +  2C'y  +  aC"«4-F=o, 
où 

M  =  a«-i-6y  +  cjr,      N  =  «'»  +  6'y  +  c'** 

Ces  plans  seront 

oM  +  a'N+C  =  0,      6M  +  6Tf  +  C'  =  cs      cM  +  eTf+C"=o; 

ils  sont  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des  plans  M  =  o,  N  =  a 

£x.  ••  Trouver  les  équations  du  centre  de  la  surfeee 

Ce  sont: 

aH-|-C=:0,      6M  +  C'  =  0.      eM  +  C'so; 
ils  sont  paraUèles  au  plan  M  :=  o. 

Ex.  !•.  Trouver  la  condition  pour  que  le  cône  représenté  par  Téquation 
Aa«  +  A  V  +  A"  j«  +  ^z  -h  aB'jroc  +  aB"»y  =  o 

ait  trois  génératrices  rectangulaires. 
Soient 

» y  _^ 

X y z 

« y  z 

les  équations  de  trois  droites  rectangulaires  issues  de  Torigine.  Exprimons  qu'elles 
appartiennent  k  la  surlace;  il  viendra 

Al*  +  A'rn»  +  A"»»  +  aBmn  +  aB'w/  +  aB"/in  =  o, 
Ar«  4-  A'm'»  +  A'V>+  aBm'n'  +  aBVr  +  aB"rm'  =  o; 
Ai"»  +  A'm"«  +  A"n"«  +  aBm"»"  +  aBVi"  +  aB'T'm"  =  o. 

En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre  et  en  tenant  compte  des  relations  qui 
existent  entre  les  cosinus  directeurs  de  trois  droites  rectangulaires,  on  trouvera  pour 
la  conditioo  cherchée 

A  +  A'  +  A"=o 
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%   2.  PLAN  DIAMÉTRAL.  DIAMÈTRE. 


%it.  On  ^f pelle  surface  diamétrale  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
d*une  surface  donnée  parallèles  à  une  même  droite.  Proposons-nous 
de  chercher  l'équation  de  la  surface  diamétrale,  lorsque  la  surface 
donnée  est  une  surface  du  second  ordre  définie  par  l'équation  générale 
du  second  degré  f(Xy  y^  z)  =  o. 

Soient 

les  équations  d'une  droite  passant  par  l'origine;  menons  dans  la  surface 
une  corde  UN  parallèle  à  cette  droite»  et  désignons  par  xi,yi,  jTi  les 
coordonnées  du  milieu  de  MN.  Si  on  transporte  les  axes  parallèlement 
à  eux-mêmes  au  point  (xi^iZi),  Téquation  de  la  surface  pour  les  axes 
nouveaux  est  de  la  forme  (N"*  150) 

Ax'«  +  \y*  +  A"«'«  +  2By'z'  +  2B'jc'x'  +  aB'Vy'  +  x'f^^ 

+ yTyi  +  «Tm +n^uyu  «i)  =  o. 

De  plus,  la  droite  MN  issue  de  la  nouvelle  origine  aura  des  équations 
dç  bt  forme 

À  fJL  V 

Bliminons  x'  et  y  entre  les  égalités  précédentes;  il  viendra  l'équation 
du  second  degré  en  z' 

(A7!+A'f;  +  A"  +  2BÇ  +  aB'i^  +  aB"^)z'« 
(«)  ^ 

+ (^r^t  +7  f». + A«)  2' + /(««.  yu  «0 = o, 

dont  les  racines  correspondent  aux  points  où  la  droite  rencontre  la 
surface.  Or,  Torigine  étant  le  milieu  de  la  corde,  les  deux  valeurs 
de  z'  doivent  être  égales  et  de  signes  contraires;  par  suite,  les  coor» 
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données  Xi,yi,  Xi,  vérifient  la  relation 

ou  bien 

(i)      iA  +  pA  +  v/>.  =  o. 

Comme  nous  ayons  considéré  une  corde  quelconque,  Téquation  pré- 
cédente sera  satisfaite  par  les  coordonnées  des  milieux  de  toutes  les 
cordes  parallèles  i  la  direction  (X,  p,  v);  elle  représente  donc  la  surface 
diamétrale*  En  substituant  aux  dérivées  leurs  yaleurs,  l'équation  (i) 
devient 

(2)      i(Ax  +  V'y  +  B'z  +  C)  +  ii{W'x  +  A'y  +  B«  +  C) 

+  v(B'x  +  %  +  A"z  +  C'O  =  o, 

ou  bien 

(3)    (AA  +  B'>  +  B'v)  X  +  (B"A  +  A>  +  Bv)  y  +  (B'À  +  B/x  +  A''v)  « 

+  CA4-CV  +  C"v  =  o; 

elle  est  du  premier  degré  et  représente  un  plan  passant  par  le  centre, 
car  les  coordonnées  de  ce  point  annulent  les  dérivées  partielles  ^,  ^^  f,. 
Ainsi,  dans  une  surface  du  second  ordre^  la  surface  diamétrale  est  un 

X        U        X 

plan  qui  passe  par  le  centre.  La  droite  y=-===-  s'appelle  la  direction 

conjuguée  du  plan  diamétral. 

Réciproquement,  un  plan  quelconque  mené  par  le  centre  de  la  surface 
sera  un  plan  diamétral.  En  effet,  en  supposant  l'origine  au  centre, 
l'équation  (3)  se  réduit  à 

(AA  +  B'>  +  B'v)  X  +  (B"i  +  A>  +  Bv)  y  +  (B'A  +  Bjui  +  A"v)  «  «=  o, 

et,  si  on  identifie  cette  équation  avec  celle  d'un  plan  donné 

(»  +  my  +  iw  =  o 

passant  par  l'origine,  on  aura  les  égalités 

AA  +  B^  y  -f  B'v  _  W'I  +  A>  +  Bv  _  B^  +  Bf*  +  ^"^ 
l  ~  m  '^  n 

qui  suffisent  pour  déterminer  les  rapports  -  »  -  de  la  direction  conjuguée 
du  plan  donné. 
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iià.  Ca$  singuliers.  Le  plan  diamétral  varie  avec  la  direction  conju- 
guée. Dans  le  cas  particulier  où  les  coeflBcîents  directeurs  A,  |ui,  v  satisfont 
&  la  relation 

l'équation  (a)  admet  une  racine  infinie,  et  les  cordes  parallèles  ne  ren- 
contrent plus  la  surface  qu'en  un  point  à  une  distance  finie.  Le  plan 
diamétral  est  alors  parallèle  aux  cordes,  car  on  a  la  relation 

A(Ai  +  W'fi  +  B'v)  +  fx(B"A  +  A>  +  Bv)  +  y(B'X  4-  Bfx  +  X"v) 
=  AX«  4-  Ay  +  A'V  +  2Bp  +  2B'vA  +  2B"A|tx  =  o. 

De  plus,  cette  même  équation  exprime  aussi  qu'une  droite  menée  par 
un  point  {xoyoZo)  du  plan  diamétral  et  ayant  pour  équations 

*  =  xo + ^p  y = yo + fjf  « = «0 + vp, 

se  trouve  dans  ce  plan;  or,  pour  une  telle  droite,  le  coeflBcient  de  x' 
est  nul  dans  l'équation  (a),  et,  par  suite,  ses  intersections  avec  la  surface 
sont  deux  points  k  l'infini;  donc,  si  les  coefficients  directeurs  d'une 
droite  satisfont  &  la  relation  (|3),  le  plan  diamétral  correspondant  est  le 
lieu  des  droites  qui,  parallèles  à  la  direction  donnée,  rencontrent  la 
surface  en  deux  points  à  Tinfini, 

Lorsque  les  coefficients  A,  /m,  v  vérifient  les  relations 

AA4-B'>  +  B'v  =  o,    B"A  +  A>+Bv  =  o,    B'A  +  BpH- A"v  =  o, 

réquation  (3)  se  réduit  à  une  constante  égalée  à  zéro,  et  le  plan  qu'elle 
représente  est  &  l'infini.  Cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  que 
pour  les  surfaces  dénuées  de  centre,  car  en  éliminant  A,  fx  et  v,  il  vient 

A      B"    B'      «=0. 
B"    A'     B 
B'     B      A" 


Si  la  droite  conjuguée 


A 

V 


y=-« 

^  V 


coïncide  avec  l'axe  des  z,  les  constantes  A  et  jx  sont  nulles;  dans  oette 
hypothèse,  le  plan  diamétral  correspondant  sera  fl^^o*  De  même 
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f[=sQ^  f^eao  représentent  des  plans  passant  par  les  milieux  des 
cordes  parallèles  à  l'axe  des  x  et  des  y.  Ainsi  les  trois  plaos  du  centre 
sont  les  plans  diamétraux  conjugués  aux  axes  des  coordonnées. 

ISft.  Lorsque  la  surface  du  second  ordre  admet  un  centre  unique, 
tous  les  plans  diamétraux  passent  par  ce  point.  Réciproquement,  .si  les 
plans  diamétraux  se  coupent  en  un  point  fixe,  la  surface  aura  ce  point 
pour  centre,  puisque  les  (rois  plans  /*j  =  o,  /'y  e=  o,  /^  =  o  doivent 
aussi  passer  par  le  même  point. 

Quand  la  surface  admet  une  infinité  de  centres  en  ligne  droite,  Tune 
des  équations  du  centre  est  une  conséquence  des  deux  autres,  et  on 
peut  poser 

le  plan  diamétral  sera  défini  par  une  équation  de  la  forme 

(i  +  ^l)r.  +  (F  +  vm)/;  =  o, 

et  quelles  que  soient  les  valeurs  de  A,  |ui,  v,  il  passera  par  la  droite  des 
centres  qui  est  l'intersection  des  plans  f^  =  o,  f^  =  o. 

Il  peut  encore  arriver  qu^une  surface  du  second  ordre  ait  une  infinité 
de  centres  situés  dans  un  plan;  dans  ce  cas,  les  polynômes  /^,  f^^  f^ 
ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  constant;  par  suite,  l'équation 
du  plan  diamétral  sera  de  la  forme  k'f^  =  Q\  il  coïncidera  avec  le 
plan  des  centres. 

Lorsque  le  centre  d^une  surface  du  second  ordre  est  i  l'infini,  les 
plans  du  centre  sont  parallèles,  ou  deux  d'entre  eux  se  coupent  suivant 
une  droite  parallèle  au  troisième.  Dans  le  premier  cas^  on  peut  poser 

et  réquation  du  plan  diamétral  deviendra 

(X-f  fx  +  v)/;  +  Ap  +  |iÇ  =  o; 

elle  définit  un  plan  parallèle  aux  plans  du  centre.  Si  les  plans  /]^  «=  o, 
/^^  =  o  se  rencontrent  suivant  une  droite  parallèle  à  /^=»o,  l'équa- 
tion lfm  +  mf'^^=^o  représentant  un  plan  quelconque  passant  par 
cette  droite,  on  pourra  toujours  écrire  Tidentité 


par  suite,  le  plan  diamétral  sera  représenté  par  l'équation 

qui  définit  un  pian  parallèle  k  la  droite  d'intersection  des  plans  /^  sa  o, 
/^  =  o.  Ainsi,  dans  les  surfaces  dénuées  de  centre  tes  plans  diamélraux 
sofU  parallèles  entre  eux  ou  parallèles  à  une  même  droite. 

156.  Diamètre»  On  nomme  diamètre  d'une  surface  du  second  ordre, 
la  droite  d'intersection  de  deux  plans  diamétraux.  Afin  de  trouver  les 
équations  d'une  telle  droite,  considérons  les  plans  diamétraux  respecti- 
vement conjugués  aux  directions  (X,  /i,  v),  (A',  /x\  v').  Les  équations  qui 
les  représentent 

étant  résolues  par  rapport  à  /'^,  /*,,  f'^,  donnent  lieu  aux  égalités 

n    ^   fi     _    n 

jxv'  —  v|x'      vX'  —  Xv'      Xfx'  —  fxX' 

Elles  seront  vérifiées  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  droite  d'intersection  des  plans  diamétraux,  et,  par  conséquent,  elles 
définissent  un  diamètre  de  la  surface.  Les  constantes  X,  /ut,  v,  X',  fji',  y' 
étant  quelconques,  on  peut  écrire  pour  les  équations  d'un  diamètre 

p       q       r' 

fi,  9,  r  étant  des  coefficients  arbitraires.  Quelles  que  soient  les  valeurs 
des  paramètres,  ces  équations  représentent  une  droite  qui  passe  par 
le  centre. 

On  peut  aussi  regarder  un  diamètre  comme  le  lieu  des  centres  des 
sections  faites  par  des  plans  parallèles  dans  la  surface.  Considérons  un 
plan  quelconque  qui  rencontre  la  surface  suivant  une  conique;  prenons 
le  plan  sécant  pour  celui  des  xy,  et  soit^  dans  cette  hypothèse, 
f{Xn  y,  ic)  =3  o  l'équation  de  la  surface.  Un  plan  parallèle  à  xy,  et 
ayant  pour  équation  z  =3  c,  coupe  la  surface  suivant  une  courbe 
dont  la  projection  sur  le  plan  des  ocy  sera  représentée  par  /"(x,  y,  c)  -s  o. 
Le  centre  de  cette  conique  est  déterminé  par  les  équations 


—  210  — 

Ofi  ce  point  est  évidemment  la  projection  sur  xy  du  centre  de  la 
courbe  de  Tespace  dont  les  coordonnées  devront  vérifier  les  égalités 

Le  lieu  des  centres  s'obtiendra  en  éliminant  le  paramètre  e  qui  varie 
avec  la  distance  du  plan  sécant  à  l'origine;  ce  sera  la  droite  d'intersection 
des  plans  diamétraux 

fl  («,  y»  «)  =  o.    fi  («>  y  I  «)  =  o. 

159.  Diamèirei  conjugués.  On  dit  que  trois  diamètres  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués^  lorsque  chacun  d^eux  est  le  conjugué 
du  plan  des  deux  autres;  les  plans  qu'ils  déterminent  forment  un 
système  de  trois  plans  diamétraux  conjugués;  chacun  d'eux  est  le  plan 
diamétral  conjugué  de  l'intersection  des  deux  autres. 

Considérons  une  surface  du  second  ordre  rapportée  à  son  centre  et 
définie  par  Téquation 

Ax«  +  A'y«  +  A"««  -f  2Byz  +  2B'zx  +  2B"xy  +  K  ==  o. 

Soient  AifxiVi,  AtjLUsVty  AifAiVs  les  coeflScients  directeurs  de  trois 
diamètres  conjugués;  les  plans  diamétraux  conjugués  de  ces  trois  direc- 
tions auront  pour  équations 

(A>,+  B>i+B'vi)«+(B''A|+AV,+|Bvi)y-|-(B%+B|:x.+  A'^,)z=o, 
(AA,+B'>,+B'v,)  X  +  (B"À,+  A'fxt+  Bv.)  y  +(B'A,+B^»+ A"v,)z  =o, 
(Ai,+B'>,+B'v,)  X  +  (B"A,4-  A>,+  By.)  y  +(B'A»+B^, + A"v,)x  =o, 

tandis  que  les  diamètres  sont  définis  par 

»_y__£ 

Ai      fAi      Vi  ' 

*  =  ^=1 

Al      /txt      vt 

Al        fA|        Vg  ' 

Si  on  exprime  que  chaque  plan  diamétral  conjugué  de  Tune  de  ces 
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droites  renferme  les  deux  autres,  on  arrive  aux  équations 

AA,A,+A>,^,+A'^iVj+B(v4fx,H-.uiv,)+BXv4AH-^iv«)+B''0*iA,+A,|^,)===o, 

AA,Ar4-AVi/:x,+A''viv,+B(vt^54-f^«V5H-B'(vfA,+X«V5)+B''(fx,X,^^ 

Ce  sont  les  relations  qui  existent  entre  les  coeflBcients  directeurs  de 
trois  diamètres  conjugués.  Etant  pris  à  volonté  l'un  de  ces  diamètres, 
par  exemple  (Xi^fVi),  il  existera  une  infinité  de  diamètres  formant  avec 
lui  un  système  de  trois  diamètres  conjugués;  car,  on  a  seulement  trois 

relations  entre  les  quatre  rapports  -i  t  c! ,  _! ,  iZ  • 

'^^  Vt        Vs        Vi       V5 

tftS.  Simplifieaiian  de  Inéquation  générale.  Soit  (X,  fx,  v)  une  direc- 
tion &  laquelle  correspond  un  plan  diamétral  situé  à  une  distance  finie; 
prenons  ce  dernier  pour  le  plan  des  xy^  et,  pour  axe  des  z,  une  droite 
parallèle  à  (A,  |ji,  v).  L'équation  de  la  surface  rapportée  à  ce  système 
d'axes  sera  nécessairement  de  la  forme 

Nx«  +  Ax«  +  A'y*  +  2B"ay  +  2Cx  +  aC'y  +  F  =  o. 

En  effet,  Je  plan  des  xy  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  à  Taxe  des  z,  et  l'équation  doit  donner,  pour  la 
variable  2,  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  lorsqu'on  attribue 
à  X  et  y  des  valeurs  quelconques;  donc,  elle  ne  renfermera  pas  de 
termes  du  premier  degré  en  z. 

Si  on  pose  zc=  o,  il  vient  Péquation 

Ax*  +  A'y«  +  2W'xy  +  2Cx  +  aC'y  +  F  =  o, 

qui  représente  la  conique  d'intersection  de  la  surface  avec  le  plan 
des  xy.  Or,  nous  savons  que,  dans  un  plan,  on  peut  toujours  trouver 
deux  axes  ox  et  oy  pour  lesquels  l'équation  précédente  se  ramène  à 
Tune  des  formes 

Lx*  -h  My«  —  H  s=  o,    My*  —  2Qx  =  o. 

Donc,  en  joignant  à  ox  et  oy  un  troisième  axe  oz  parallèle  à  (X,  fx^  v), 
on  aura  un  système  particulier  de  trois  axes,  tels  que  l'équation  générale 
du  second  degré  se  réduira  à  l'un  des  types  suivants  : 

Lx»  +  My«  +  N««-=: H,    My«  +  N««  — aQx. 
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La  première  équation  définit  des  surraces  qui  ont  pour  centre  Torigine 
des  ooord(miiëes;  car  les  équations  qui  déterminent  ce  point  sont 

2Lx=»o,    2My  =  o,     2N«  =  o; 

elles  sont  vérifiées  par  les  coordonnées  de  l'origine.  La  seconde  repré- 
sente des  surfaces  dépourvues  de  centre,  puisque  les  équations 

2My  =  o,    2N«  =  o,    Q  =  o, 
sont  impossibles  aussi  longtemps  que  le  coefficient  Q  est  différent  de  zéro. 

t50.  Clasiification  des  surfaces  du  second  ordre.  L'équation  des 
surfaces  à  centre  du  second  ordre 

ne  renfermant  que  les  carrés  des  variables  donnera  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires  pour  Tune  d'elles,  lorsqu'on  attribue  aux  deux 
autres  des  valeurs  déterminées.  Les  plans  coordonnés  forment  un 
système  de  trois  plans  diamétraux  conjugués,  et  les  trois  axes,  un  système 
de  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface.  Les  constantes  L,  M,  N,  H 
peuvent  être  positives,  négatives  ou  nulles;  en  admettant  que  la  con- 
stante H  soit  rendue  positive  dans  le  second  membre,  il  y  aura  à  distin- 
guer les  trois  cas  suivants  : 

i«  Les  coefficients  L,  M,  N  sont  de  même  signe; 

2*  Un  seul  coefficient  est  négatif  dans  le  (premier  membre; 

3^  Deux  coefficients  sont  négatifs. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  représente  une  surface  appelée 
ellipsoïde^  elle  est  réelle  ou  imaginaire  suivant  que  les  coefficients  du 
premier  membre  sont  positifs  ou  négatifs;  elle  se  réduit  à  un  point, 
si  H  B»  o. 

La  surface  qui  répond  au  second  cas  se  nomme  hyperbolotde  d  une 
nappe^  elle  se  réduit  à  un  cône,  si  le  coefficient  H  est  nul. 

Enfin,  dans  le  troisième  cas,  on  a  une  surface  appelée  kyperboloide  d 
deux  nappes  "qui  se  réduit  aussi  à  on  c6ne  lorsque  H  a^  o. 

L'équatien  «des  surfaces  dénuées  de  centre 

My*  +  N«*  =  2Qx 
nous  montre  que  le  plan  des  xz  est  conjugué  de  l'axe  des  y,  et  le  plan 
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des  xy,  de  Taxe  des  z.  Si  on  suppose  le  coefficient  Q  positif  nu  s^i^«|id 
membre,  il  n'y  aura  que  deux  cas  distincts  i  considérer  : 

1<»  Les  coefficients  M  et  N  sont  de  même  signe; 

3*  Ces  coefficients  sont  de  signe  différent. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  représente  une  surface  appelée 
paraboloîde  elliptique;  elle  se  réduit  à  une  droite,  l'axe  des  x,  si  Q  :=  o. 
Dans  le  second  cas,  on  a  une  surface  appelée  paraboloîde  hyperbolique. 

Cet  examen  nous  démontre  Texistence  de  cinq  genres  de  surfaces  du 
second  ordre  :  trois  surfaces  à  centre  et  deux  surfaces  dénuées  de 
centre.  Nous  étudierons  plus  tard  la  nature  et  la  forme  de  chacune 
d'elles,  ainsi  que  tous  les  eus  particuliers  qu'elles  peuvent  présenter.  Il 
nous  suffit  maintenant  d'avoir  montré  qu'il  est  possible  de  ramener 
l'équation  générale  du  second  degré  i  deux  formes  plus  Simples,  et 
d'avoir  indiqué  les  surfaces  différentes  du  second  ordre  qui  correspon- 
dent aux  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  les  signes  des  coefficients  des 
équations  réduites. 

Exetnpleê. 

Ex.  1.  Trouver  l'équation  du  plan  diamétral  dans  la  surface 

«y  +  y*  +  ««  =:  a". 
R.        (^-[-v)aî  +  (X4-v)y  +  (>  +  /«)»  =  0. 
Ex.  t.  Même  recherche  pour  la  surface 

(oy  —  hxY  -f  (4W  —  az)^  +  (**  ~-  «y)*  =  A 
R.      »p(6*4"<^*) — ftah — vac] +y  [;u(a*+c*) — 3ioô— -  v6c]  +jr  [v(a*+6*) — pbc — Xac]=o. 
Ex.  S.  La  surface  définie  par  Féquation 

A»*  +  A'y"  4-  A"j»«  +  2By«  +  2Wzx  +  iW'xy  +  K  =  o, 
et  le  cône 

A««  +  A'y«  +  A"«»  +  2By«  +  2Wzx  +  2B"»y  =  0 

ont  les  mêmes  plans  diamétraux. 

Ex.  4.  Trouver  les  équations  du  diamètre  conjugué  du  plan  donné 

te  4-  my  +  fij  +  d  ^  G. 
Les  coefScients  directeurs  de  la  droite  conjuguée  de  ce  plan  satisfont  aux  égalités 
A>  +  B^  V  +  B\  _  W'\  +  A  V  4-  Bv  _  Wl  +  B/u  +  M'^  ^ 
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Mais  on  a  aussi 

de  sorte  qae  les  équations  de  la  droite  conjuguée  du  plan  peuTent  s'écrire 

l  m  n  * 


ou  bien 


l  m  n 


Il  s'ensuit  que  les  équations 


l       m       n  ' 


représenteront  une  droite  parallèle  à  la  précédente  et  passant  par  le  centre;  ce  sera 
le  diamètre  conjugué  du  plan  donné. 

Ex,  ft.  Si  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  (X,  /a,  v)  est  parallèle  à  une  autre 
droite  (>%  /&',  y'),  le  plan  diamétral  conjugué  de  celle-ci  sera  parallèle  à  la  première. 

La  condition  du  parallélisme  du  plan  diamétral  avec  la  droite  (y,  /x',  v')  est  de  la 
forme 

K\V  +  A>/  +  A"w'  +  B  (/xv'  +  v/)  +  B'  (vX'  +  >•)  +  B"  (fîk'  +  ^0  =  0; 

G^tte  équation  exprime  aussi  que  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  (V,  /»%  /) 
est  parallèle  è  la  première. 
Ex.  •.  La  droite 


se  déplace  dans  un  plan  fixe  <NB  +  6y4'<''  =  o;  montrer  que  les  plans  diamétraux 
correspondants  passent  par  une  droite  fixe. 
Les  coe£5cients  >,  /t|  ^  sont  liés  par  les  relations 


Il  s'ensuit  que  la  droite 


aX  +  ft/*  +  ev  =  o, 


n        h         c 


se  trouve  dans  le  plan  diamétral,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X,  /»,  y;  c^est  le 
diamètre  conjugué  du  plan  donné. 

Ex.  V.  Si  un  plan  tourne  autour  d'une  droite  fixe,  son  diamètre  conjugué  décrit 
un  plan,  le  plan  conjugué  de  la  droite  fixe. 
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Soit  «UD  -|-  6y  4~  ^^  =  0  un  plan  variable  passant  par  la  droite  fixe 

m y z 

On  a  i<f  oondîtioDs 

aX-\'bfjL-Jr'^^Of 
ff      ff      ft 

a        b       e' 

quels  que  soient  o,  6,  c,  le  diamètre  représenté  par  les  dernières  égalités  se  troove 
dans  le  plan 

£z.  0.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  passant  par  un  point  fixe. 

Soit  P  («oyo^o)  '®  P<>ÎQt  ^^9  c(  I  (^y'^')  '^  milieu  d*une  corde  menée  par  ce 
point;  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  de  celte  corde  seront  données  par  les 
formules 

où  les  coefficients  >,  /a,  v  ont  pour  valeurs 

»o  — «'  Vo  —  y'        _^o  — ^ 

Po  Po  Po 

Po  étant  la  distance  IP.  Substituons  ces  coordonnées  dans  Téquation  de  la  surface 
A'>  y»  ^)  =  o.  On  trouvera,  en  développant, 

A»%yS  »0 + Pl^rs^+M/^^ + vr«) +P^A>"+ A>»+ A'V+2B/*y  +  aB%>+aB''V)= o. 

Pour  les  points  extrêmes  de  la  corde,  les  valeurs  de  p  sont  égales  et  de  signes  con» 
tnires  ;  donc,  les  coordonnées  x'^y',  z*  du  milieu  I  doivent  vérifier  la  relation 

•o  bien 

(«0  —  a*)  Tzf  +  (y 0  -  y')  r^f  +  (*o  —  *')  f« = o. 

En  supprimant  les  accents,  il  viendra  pour  le  lieu  cbercbé 

(»o-»Vi  +  (yo-y)r;+('o-*)rs=o: 

équation  qni  représente  une  surface  du  second  ordre» 

Bx.  ••  Trouver  le  lien  des  centres  des  sections  faites  dans  la  surface  par  un  plan 
passant  par  un  point  îoa. 
Un  plan  quelconque  passaot  par  un  point  fixe  («oVo^o)  *  P^'^'*  équation 

Le  centre  do  la  conique  dMntcrsection  se  trouve  è  la  fois  dans  le  plan  sécant^  et 
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sur  le  diimèlre  coigoguë  de  ce  pianj;  ses  coordonoiées  aatisteroiit  aux  équttipns 

«(•— •o)+*(y— yo)+c('— 'o)=o 

a       b        e  ' 

En  éliminant  les  paramètres  a,  6^c,  on  tfoii?e  que  le  lieu  des  centres  est  représenté 
par  Péqaation 

C'est  une  surAiee  du  second  degré. 

Ex.  !•.  Lieu  des  centres  des  sections  faites  par  un  plan  tournant  autour  d'une 
droite  fixe. 

Soient  {«qP^Mq),  {a^yiZ^)  deux  points  de  la  droite  fixe;  les  centres  des  sections  laites 
par  des  plans  passant  respectivement  par  ces  points  sont  deux  surfaces  du  second 
ordre  représentées  par  les  équations 

Le  lieu  cherché  sera  la  courbe  d'intersection  de  ses  surfaces.  Or,  si  on  retranche 
membre  h  membre  ees  égalités,  il  vient  Péquation 

(»o  — «i)/ï  +  (yo  — y*)/î  +  <^o--*i)/î=o 

qui  représente  un  plan  passant  par  les  points  communs  aux  deux  snr&ces.  Le  lieu 
des  centres  sera  une  conique  située  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  fixe, 
puisque  tes  différences  «o""*!»  Vo  —  Vi*  'c^'i  ^^^  proportionnelles  aux 
coefficients  directeurs  de  cette  droite. 


S   IIL  PLANS   PRINCIPAUX.    ÉQUATIONS   RÉDUITES.    CONDITIONS   POUR   Q\i^  1^ 

SURFACE   SOIT    DE   RÉVOLUTION» 

160.  On  appelle  p2an  principal  d'une  surface  du  second  ordre,  tout 
plan  diamétral  perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties 
égales,  et  le  diamètre  conjughé  d'un  tel  plan  est  un  axe  de  la  surface.  Nous 
nous  proposons,  dans  ce  paragraphe,  de  déterminer  les  plans  prineipaux 
d'une  surface  du  second  ordre  représentée  par  l'équation  générale 
fi^f  Vi  ^)  =  o»  et  de  faire  connaître  les  coefficients  qui  entrent  dans 
l'équation  de  la  surface  rapportée  aux  axes.  Dans  cette  recherche,  nous 
supposerons  les  axes  des  coordonnées  rectangulaire^t 
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Nous  avons  tu  précédemment  que  le  plan  diamétral  conjugué  de  la 
direction 


X 

1 


esi  représenté  par  l'équation 

(i)    (AÀ  +  B'V  +  Vv)x  +  (B"A  4-  A>  +  Bv)y  +  (B'À  +  B/jl  +  A"v)  z 

+  Ci  +  C'(ji  +  C"v  =  o; 

ly  fi  et  V  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  droite.  Exprimons  que 
ee  plan  est  perpendiculaire  aux  cordes  :  il  viendra  les  égalités 

AX  +  Wy  +  B'v      B"A  +  A>  +  Bv      B'A  +  Bfx  +  A"v 

(2)      ^ = = • 

Si  on  y  ajoute  la  relation 

i*  +  f^*  +  v««i, 

on  aura  le  système  d'équations  qu'il  faut  résoudre  pour  trouver  les  direc- 
tions principales.  Afin  de  faciliter  le  problème,  on  introduit  une  inconnue 
auxiliaire,  en  égalant  chacun  des  rapports  (2)  à  une  même  quantité  S. 
On  obtiçqt  ainsi  les  tpois  équations 

AA  +  W'yi  4-  B'v  ^  SA, 

(3)      B"A  +  A>  +  Bv  =  S,x, 

B'A  +  B/x  +  A"v  =  Sv, 

ou 

(A  — S)A  +  B>4-B'v  =  o, 

(4)t      B"A-t.(A'-S)fx  +  Bv^o, 

B'A4-B|ji  +  (A"  — S)v  =  o; 

et  l'équation  du  plan  diamétral  se  présente  alors  sous  la  forme 

(5)      S  (îap  +  py  -}-  yz)  +  CA  -4-  C'fx  +  C"v  =  o. 

Eliminons  A,  fx,  y  entre  les  équations  (4)  pour  arriver  &  une  équation 
qui  ne  renferme  plus  que  l'inconnue  S;  ce  sera  : 

A  — S      B"      B'     =0. 
(6)  B"       A'^S       B 

B'      B      A"— S 
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Bd  développant,  elle  peut  se  ramener  k  la  forme 

(7)  (A— S)  (A'—  S)  (A"—  S)  —  B«  (A  —  S)  —  B'«  (A'—  S)  —  B"«(A"— S) 

+  2BB'B"  =  o, 

ou  bien 

(8)  s»  —  (A  +  A'  +  A")  S«+  (AA'  +  AA"  +  A'A''  —  B«  —  B'«  —  B''«)  S 

+  AB»  +  A'B'»  +  A''B"«  —  AA'A"  —  2BB'B"  =  o. 

Cette  équation  du  troisième  degré  ne  dépend  que  des  coeflBcients  des 
termes  du  second  degré  de  l'équation  générale,  et  admet  toujours  trois 
racines  réelles,  comme  on  le  verra  plus  loin.  Soient  Si,  St,  Ss  les  racines; 
en  les  substituant  successivement  dans  les  équations  (4),  on  trouvera 

des  valeurs  réelles  pour  les  rapports  - 1  -  •  Ainsi,  t7  existe  toujours 

an  moins  trois  directions  principales. 

Il  est  facile  de  vérifier  qu'elles  sont  perpendiculaires  entre  elles;  car 
si  on  désigne  par  AifAiVi,  Xtfxtvi  les  cosinus  directeurs  qui  correspondent 
aux  racines  Si,  Si,  on  aura  les  égalités 

AA,  +  W'iXi  +  B'v,  =»  S, A„  Ait  +  B'>,  +  B'v«  =  S«>t, 

B"Ài  +  A Vi  +  Bvi  -=  S.ai,  W%  +  A Vt  +  Bv,  =  S./*,, 

B'3l|  +  Bfxi  +  A"vi  =  S«vi,  B%  +  B/x,  +  A"v,  =  S,Vf . 

Multiplions  les  premières  par  Ai,  /xt,  y»,  et  ajoutons-les  membre  k 
membre;  multiplions  les  autres  respectivement  par  Ai,  fXi,  vi,  et  ajoutons- 
les  membre  k  membre;  si  on  retrancbe  ensuite  les  sommes  ainsi  obtenues, 
on  trouve 

(Si  —  Si  )  (Ali,  -h  fxifxi  -|-  vivt)  =  o; 

donc,  en  supposant  les  racines  différentes,  les  deux  directions  principales 
sont  perpendiculaires. 

Quoiqu'il  existe  au  moins  trois  directions  principales,  on  ne  peut  pas 
aflSrmer  que  toute  surface  du  second  ordre  admet  trois  plans  principaux 
situés  à  une  distance  finie;  l'équation  (5)  nous  montre,  en  effet,  que  le 
plan  qu*elle  représente  est  à  l'infini,  si  l'une  des  racines  de  l'équation  du 
troisième  degré  est  nulle.  Cette  circonstance  se  présente  pour  les  surfaces 
dépourvues  de  centre,  puisque  la  quantité  (N*  150) 

AB«  +  A'B'«  +  A"B"«  —  AA'A"  —  2BB'B" 


i 
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est  nuUei  et  réquation  (8)  admet  une  racine  égale  à  eéro.  Si  on  avait  les 
relations 

A  +  A'  +  A"c=o, 

AA'  +  A  A"  +  A'A"  —  B«  —  B'«  —  B''«  =  o, 

AB«  +  A'B'«  +  A"B">  —  AA'A"  —  2BB'B"  =  o, 

les  trois  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  seraient  nulles.  Or, 
en  élevant  la  première  au  carré  et  en  y  ajoutant  la  seconde  multipliée 
par  —  2,  on  trouve 

A«  +  A'«  +  A"«  +  2B«  +  2B'»  +  2B"«  =  o; 

ce  qui  exige  que  Ton  ait  :  A  =  A'  =  A"  =  B  =  B'  =  B''  «=  o,  de  sorte 
que  réquation  de  la  surface  ne  serait  plus  du  second  degré.  Il  est  donc 
impossible  que  les  trois  racines  St,  Sf»  Sa,  soient  nulles  en  même  temps, 
ety  par  suite,  dans  toute  surface  du  second  ordrsj  it  existe  toujours  au 
moins  un  plan  principal  à  une  distance  finie. 

t%t .  Les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  sont  inversement 
proportionnelles  aux  carrés  des  longueurs  des  axes  de  la  surface. 

Supposons  que  la  surface  soit  rapportée  à  son  centre  et  définie  par 
réquation 

Ax«  +  A'y*  +  A"5;«  +  2By«  +  tSzx  +  2B"a:y  =  H. 

Menons  par  le  centre  la  direction  principale  (AipiVf)  qui  répond  âi  la 
racine  Si,  et  soient  ari,  yi,  Z|  les  coordonnées  du  point  où  elle  rencontre 
la  surface.  On  aura 

a  étant  la  partie  du  diamètre  principal  comprise  entre  le  point  (xiyi^i) 
et  le  centre.  Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  :  il 
viendra 

a«  (AAÎ  +  A>î  +  A"vî  +  2B^.v,  +  2B'v4Ai  +  2B"Aip,)  =  H. 

Mais,  si  on  multiplie  les  équations 

AA,+B>, +B'v,  =  S,A|, 
B"A,+A'fx,+Bvi  =  Sifjii, 
B'A|  +  Bfx.-f.A"v,  =  S,V|, 


—  MO  — 

f^pecliveoieiil  ptv  Ai,  fm^  v^,  «i  si  on  fait  kur  toniHie»  on  trouve 
Si  =  AAJ  +  AVÎ  +  A"vî  +  aBf*4v,  +  aB'v.Ài  +  2B"X,fx,. 
On  aura  donc,  par  la  substitution, 

a«S,  =  H, 

De  même,  6  et  c  étant  les  segments  interceptés  par  la  surface  sur  les 
deux  autres  diamètres  principaux,  on  aura  aussi 

6%  =  H.        c%  =  H. 
D'où  l'on  déduit 

-        H      ^       H       ^       H 

a*  6*  Ci 

les  quantités  2a,  26,  2c  représentent  les  longueurs  des  axes  de  la 
surface. 

■•t.  V équation  du  troisième  degré  en  S  a  toujours  ses  trois  racines 
réelles. 

Pour  le  démontrer  plus  facilement,  nous  niions  mettre  Téquation  en  S 
sous  une  forme  nouvelle  en  transformant  les  équations  (4).  Remarquons 
d'abord  que  la  première  peut  s'écrire 


»?  "I"  HT?  ""  n7p7>  (^  ""  ^)* 


B'  '  B"      B'B 

Si  on  ajoute  •-  aux  deux  membres,  et  si  on  fait  subir  un  ehangoment 
B 


analogue  aux  deux  autres  équations,  il  viendra 

B 


+^B'^B''~B'B"V  ^    B   / 

B  +  B'  +  B"""bFV  ^  B'/ 


BB'\ 


b"^b'"»"b"~bb'V  "^b'V 


Posons 


--4-^-4-  — 
B"""B'"""B" 
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B'B"  BB"  BB' 

«  =  A--g-,    o'  =  A'-— ,    a"  =  k"-~. 

Les  équations  précédentes  conduisent  aux  valeurs 

,  ,       ,      AB'B"  *BB"  kBW 

^^'  s— a      '^      S  — o'  S  — a" 

Divisons  ces  égalités  respectivement  par  B,  B%  B'^  et  ajoutons-les 
memère  &  membre  :  il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  commun  k^ 

B'B"  BB''  BB'        _ 


B(S  — a)  '  B'(S  — a')  '  B"(S  — a") 
ou  bien 

I 


"TB'ifS  — a')  '"B"«(S  ~o"] 


=  o. 


(lO) 


B«  (S  —  a)  »  B'«  (S  —  a')  '  B"«  (S  -  o")      BB'B' 
Il  en  résulte  que  l'équation  en  S  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(S— o)(S— <i')(S— g")      (S— o')(S— g")      (S— a)(S— o")      (S— o)(S— g') 
BB'B"  B«  B'*  B"* 

Les  quantités  g,  g',  g"  ont  entre  elles  un  certain  ordre  de  grandeur; 
nous  supposerons  g<]g'<^g".  De  plus  le  produit  BB'B"  peut  être 
positif  ou  négatif.  Admettons  d'abord  BB'B"  <[  o,  et  substituons  dans 
l'équation  les  nombres  — oo,  g,  g',  g".  Les  résultats  correspondants 
seront 

(g  —  g')  (g  ■-  g")         (g'  --  g)  (g'  —  g")         (g^^  -.  g)  (g^^  ->  g^) 

•"'  B*  '  B'«  '  B"*  ' 

les  signes  de  ces  quantités  étant  respective  ment 

+,    -^,     +.     -, 

r^iIMlion  admet  Irais  racines  réelles  comprises  entre  les  noint^'es 
—  00  et  g,    g  et  g'^    g'  et  g". 

Si  le  produit  BB'B"  est  positif,  on  substituera  dans  l'équation  les 
quantités  g,  g',  g",  -f-^>  ^^  verra  facilement  que  les  signes  des  résul- 
tats se  suivent  dans  Tordre  — , -{-, — ,  -]-;  et,  par  Suite,  les  trois 
rdéindes  itont  ettcére  récites. 


o. 
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Pour  mettre  Tëquation  du  troisième  degré  sous  la  forme  (lo),  nous 
avons  admis  implicitement  que  les  coefficients  B,  B',  B"  étaient  différents 
de  zéro.  Supposons  que  Tun  d'eux  soit  nul,  par  exemple  B'^;  il  faut  alors 
reprendre  Téquation  (7)  qui  se  réduit  & 

(A  — S)(A'~S)(A"  — S)  — B«(A  — S)  — B'*(A'  — S)  =  o. 

En  admettant  A'  ]>  A,  et  en  substituant  les  quantités  —  00,  A,  A% 
-|-  00  on  trouve  encore  des  résultats  qui  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs;  donc,  les  racines  sont  réelles  et  comprises  entre  ces  nombres. 

Enfin,  si  B'  =30,  B''  =  Oy  Téquation  précédente  devient 

(A  —  S)  [(A'  —  S)  (A"  —  S)  —  B«]  =  o. 

L'une  des  racines  est  égale  à  A,  et  les  deux  autres  sont  données  par 
une  équation  du  second  degré  qui  a  toujours  des  racines  réelles,  comme 
il  est  facile  de  le  vérifier. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  Téquation  du  troisième  degré  a  ses  trois 
racines  réelles. 

t#S.  Équations  aux  axes  des  surfaces  d  centre.  Lorsque  l'équation 
générale  représente  une  surface  k  centre  unique,  toutes  les  racines  de 
l'équation  en  S  sont  différentes  de  zéro.  De  plus,  nous  savons  qu'en 
plaçant  l'origine  au  centre,  l'équalion  de  la  surface  est  de  la  forme 

Ax*  +  Xy  +  A";s«  +  2Byz  +  2Wzx  +  zW'xy  =  H, 

le  coefficient  H  est  égal  à  la  quantité  —  K  du  M^  151.  Soient  (A^fAiVi), 
(A||uiiVfl),  (XsfXfVs)  les  directions  principales  que  nous  prendrons  pour  les 
nouveaux  axes  des  coordonnées.  Les  formules  de  transformation  seront 

y  «  \iiX'  +  fxiy'  +  fx,«'. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface;  en  dévelop- 
pant, on  trouve,  pour  le  coefficient  de  x'^  dans  la  nouvelle  équation, 
l'expression 

qui  est  égale  i  Si  (N^"  161);  les  coefficients  de  y",  z'*  seront  aussi  les 
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deux  autres  racines  S«,  Ss.  Celui  du  rectangle  %f%'  a  pour  valeur 

AAiA,+A>t^5+A"vtV5+2B(fXtV5+vip3)+2B'(XtV5+v;A5)+2B"(5itfx,+(Xt>i). 
Or,  si  on  prend  les  équations 

AA,  +  B"(ji,  +  B'y,  =  StX„ 

B"A,  +  A>,  +  Bv,  =  S,^,, 

B'At  +  Bfx,  +  A"v,  =  Sivt, 

et  si  on  les  multiplie  respectivement  par  As^fis,  vs,  il  viendra,  en  lyoutant, 

AAjÀb  +  A'fZifXB  +  A"v,V5  +  2B  (v,(X5  +  itAiv»)  +  2B'  (Aiv«  +  v,A,) 
+  aB"  (/utiX,  +  /«ps)  =  Sj  (XjA»  -|-  m^»  -|-  viv»)  =  o. 

On  verrait  de  même  que  les  coefficients  des  produits  xV,  jfy*  sont 
nuls.  11  en  résulte  que  Téquation  de  la  surface  rapportée  &  ses  axes  sera 

S«ac'«  +  Sty'*  +  S5Z'*  =  H. 

La  transformation  que  nous  venons  d'effectuer  est  toujours  possible, 
si  les  trois  racines  sont  différentes.  Supposons  que  l'équation  du  troisième 
degré  en  S  ait  deux  racines  égales.  Nous  avons  démontré  précédemment 
que  les  racines  sont  toujours  comprises  entre  les  nombres  —  oo,  a,  a^  a", 
ou  bien  entre  les  quantités  a,  a'^a'',  oo,  suivant  que  le  produit  BB'B'' 
est  négatif  ou  positif.  Mais,  si  deux  racines  deviennent  égales,  il  faut 
nécessairement  que  la  racine  double  coïncide  avec  Tune  des  limites 
a,  a'y  a".  En  admettant  que  a  soit  cette  racine,  le  premier  membre 
devra  renfermer  le  facteur  (S — a)',  ce  qui  exige  que  Ton  ait  a^=^a'  =s,  a!'. 
Réciproquement,  si  les  quantités  a,  a',  a"  sont  égales,  le  premier  membre 
renfermera  (S  —  a)*  comme  facteur,  et  a  sera  une  racine  double.  Ainsi, 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation  en  S  ait 
deux  racines  égales  seront 

B'B"  BB"  BB' 

A  ^  -—-as  A' —---s  A" —  • 

^         B  B'        ^         B" 

La  racine  double  Si  étant  l'une  de  ces  quantités,  on  aura 

.       n       B'B"       ,,      ^        BB"       ,„      ^        BB' 
A-.Si  =  -^,    A'-Si=  — ,    A"-Si  =  — ; 

en  substituant,  les  équations  (4)  se  réduisent  h  une  seule,  savoir  : 

B'B"A  +  BB'>  +  BB'v  =  0. 
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Il  y  a  donc  une  infinité  de  directions  principales  qui  correspondent 
à  la  racine  double;  elles  sont  toujours  perpendiculaires  à  la  droite  (^iftiVi) 
déterminée  par  la  troisième  racine,  et  situées  dans  le  plan 

B'B"x  -f-  BB"y  +  BB'«  =  o. 

Si  on  prend,  dans  ce  dernier,  deux  diamètres  perpendiculaires  (XifXiVi), 
(^tfAiVfl)  et  si  on  leur  joint  la  direction  (XsfAsVs)»  on  aura  un  système  de 
trois  axes  rectangulaires  qui  permettra  d'opérer  la  transformation  précé- 
dente. L'équation  de  la  surface  se  présentera  sou«  la  forme 

Enfin,  si  l'équation  (7)  admet  une  racine  triple,  on  doit  avoir 

B  c=  B'  —  B"  =  o,      A  «  A'  =  A''  ; 

les  équations  (4)  deviennent  des  identités  et  toutes  les  droites  menées 
par  le  centre  sont  des  directions  principales.  Si  on  prend  pour  axes  trois 
diamètres  rectangulaires,  Téquation  de  la  surface  pourra  se  rtmener 
h  la  lame 

f  •4.  Équation  réduite  dans  le  cas  où  Pune  des  racines  est  ntdle. 
Lorsque  Téquation  générale  représente  une  surface  dénuée  de  centre, 
l'équation  (8)  admet  une  racine  nulle.  Soit  Si=o;  en  rapportant  la 
suTftice  &  trois  axes  parallèles  aux  directions  priMipales,  l'équation 
générale  deviendra 

(*)    Sty'»  +  Ssz'»  +  2x'  (CA,  +  C>i  +  C'y,)  +  2y  '  (Q,  +  C>.  +  CTu) 

+  2z'  (CÀ,  +  C'fi,  +  C'v,)  +  F  =  o. 

Si  on  transporte  maintenant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un 

point  (xo^  2^0»  Zo)  en.posaut  x'=«o+x",  y'  =  yo  +  y">  «'  =  «0  +  *"» 
il  sera  généralement  possible  de  déterminer  les  coordonnées  de  la  nou- 
velle origine,  de  manière  à  faire  disparaître  les  coefficients  de  y'\  sf', 
ainsi  que  le  terme  intfépendatfttians  Téquation  en  âc'',  y'^,  je";«t'pafr  suite, 
celle-ci  se  réduira  à  la  forme 

Stj/"*  +  S8«"«  +  2a:"  (CA4  +  C>i  +  C^v,)  =  o. 

Cette  équ&tion  représentera  trn  ptiraboloîde  elliptique  oU  hypetbolfqtfe 
suivant  le  signe  des  racines. 
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Nous  avoDs  supposé  que  la  quantité  CXi  -f-  C'|X|  4*  G^Vi  est  différente 
de  zéro,  c'est-à-dire,  que  le  plan  diamétral 

o  .  (A,x  +  uty  -f  ViZ)  +  CA,  +  C'fZi  +  C"vi  =  o 
qui  correspond  à  la  racine  nulle  est  à  l'infini;  si  on  avait 

CA,  +  C>i  4-  C"v,  =  o, 

ce  plan  serait  indéterminé,  et  l'équation  (Ar)  ne  renfermant  plus  la 
variable  x',  on  pourrait  transporter  les  axes  des  y'  et  des  z'  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  de  manière  à  faire  disparaître  les  termes  en  y"  et  jc'\ 
Il  en  résulte  que  l'équation  réduite  sera  de  la  forme 

S,y"«  +  S3Z"«  +  H  =  o, 

et  représentera  un  cylindre  parallèle  h  la  droite  (AifCiVi). 
Lorsque  deux  racines  sont  égales  &  zéro^  on  a  les  relations 

B'B"_  BB"_,,,      BB' 

A         b"""  "B^  ""B^' 

et,  par  suite,  une  infinité  de  directions  principales  situées  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  (As/xsVs)  qui  correspond  à  la  troisième  racine. 
Avec  trois  axes  parallèles  à  trois  directions  principales  perpendiculaires 
entre  elles,  l'équation  de  la  surface  sera 

S,z'*  +  2x'  (CAi  +  C'fx,  +  C'vi)  +  2y'  (CA,  +  C>«  +  C'vi) 
+  22'  (CAs  +  C>5  +  C'v,)  +  F  =  o. 

On  peut  toujours  supposer  que  l'on  ait  choisi  la  direction  (AtfXiVi)  de 
manière  à  satisfaire  à  la  relation  CAs-|-CVt  +  ^"^t  =  o;  dans  ce  cas, 
l'équation  devient 

S,«'»  +  2«'  (CAi  +  C>i  +  C'vO  +  2J2'  (CA,  +  C'fx,  +  C'y.)  +  F  =  o, 

si  le  coefiBcient  de  oc'  n'est  pas  nul,  ou  bien 

Ssz'»  +  2z'  (CA,  +  C>5  +  C"v,)  +  F  =  o, 

si  ce  coeflScient  est  égal  à  zéro.  Enfin,  en  transportant  les  axes  parallèle- 
ment i  eux-mêmes,  ces  équations  pourront  se  réduire  à  l'une  des  formes 

Ssz"»  +  2«"  (Qi  +  C>i  +  C'y,)  =  o, 
Ssz"*  +  K  =  o. 

La  première  représentera  un  cylindre  parabolique  ;  la  seconde,  deux 
plans  parallèles. 

15 
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f  M.  Conditions  pour  que  la  surface  soit  de  révolution.  Une  surface 
du  second  ordre  est  dite  de  révolution  autour  d'une  droite,  lorsque  tout 
plan  perpendiculaire  &  la  droite  la  rencontre  suivant  un  cercle  dont  le 
centre  appartient  à  cette  droite;  celle-ci  se  nomme  axe  de  révolution  de 
la  surface.  Inéquation  générale  du  second  degré  définit  en  coordonnées 
rectangulaires  une  surface  de  révolution,  si  elle  peut  se  ramener  à  la  forme 

(R)        ax*  +  |3t/*  -}"  7^*  "l~  2'^  +  2my  +  2'î«  +  f=  o, 

où  deux  coefficients  des  carrés  des  variables  sont  égaux.  En  efiet,  sup- 
posons a  =3  /3,  et  coupons  la  surface  par  un  plan  z  =  k  perpendiculaire 
k  Taxe  des  z  :  Tintersection  va  se  projeter  sur  xy  suivant  toute  sa 
grandeur^  et  l'équation  de  cette  projection  sera 

a  (x*  +  y')  -}-  2/x  +  zmy  -{-  2nk  +  yfc*  -f-  /"=  o. 

C'est  un  cercle  dont  les  coordonnées  du  centre > sont 

a  a 

des  quantités  indépendantes  de  k.  Il  en  résulte  que  les  courbes  d'inter- 
section de  la  surface,  avec  un  plan  qui  se  déplace  parallèlement  k  xy, 
sont  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  une  droite  fixe  parallèle  à  l'axe 
des  z.  Donc,  la  surface  est  de  révolution  autour  de  cette  droite. 

Réciproquement,  si  l'équation  générale  représente  une  surface  de 
révolution,  elle  pourra  toujours  se  ramener  k  la  forme  (R)  où  deux 
coefficients  des  termes  du  second  degré  sont  égaux.  En  effet,  prenons 
pour  axe  des  z,  une  parallèle  à  Taxe  de  révolution,  et  pour  les  deux 
autres  axes,  des  droites  perpendiculaires.  Soit,  dans  cette  hypothèse, 

ox'  +  l3y*  +  y«'  -l-26yz-|-26'rx  +  26"xy+  2cx-|-2c'y-}-2c"2-j-/'=o 

l'équation  de  la  surface.  La  projection  de  la  courbe  d'interjection  d^un 
plan  z=i  k  sur  le  plan  des  xy  sera  représentée  par 

«x*  +  (3j/*  +  26"xy  -|-  26'Ax-|-  26%-}-  2cx  -f-  2c'y  -f"  ^c"*  +  yA+  /"=  o; 
pour  qu'elle  soit  un  cercle,  on  doit  avoir 

De  plus,  si  k  est  variable,  Téquation  précédente  doit  définir  des 
cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  une  droite  fixe;  mais,  les  coordonnées 
du  centre  sont 

a  a 
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et,  par  suite,  les  coefficients  6'  et  6  doivent  élre  nuls.  L'ëquation  du 
second  degré  est  privée  des  termes  en  xy,  yz^  zx^  et  les  coefficients  de 
X*  et  y*  sont  égaux;  donc,  elle  est  de  la  forme  (R)  où  a  ==  |3. 

Cela  étant,  nous  avons  démontré  que  Téquation  générale  se  ramène 
toujours  à  la  forme  (R),  où  deux  coefficients  des  termes  du  second  degré 
ont  la  même  valeur,  si  l'équation  du  troisième  degré  en  S  admet  une 
racine  double.  Donc,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
l'équation  générale  représente  une  surface  de  révolution  seront 

..         .       B'B"       .,      BB"       .,,      BB' 
(,)        A ^  =  A'-— =A"-  — . 

Si  on  suppose  Si  =  Si,  Taxe  de  révolution  de  la  surface  sera  une 
parallèle  k  la  direction  principale  (AgjULsVs)!  ou  une  droite  perpendiculaire 
au  plan  représenté  par  l'équation 

Sj  Q^ix  +  (Xjy  +  vjz)  +  C?v3  +  C'fjt,  4-  Cvs  =  o 

qu'on  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  les  cosinus  directeurs  par  les 
expressions  (9), 

S,  (B'B"x  +  BB"y  +  BB'z)  -|-  CB'B"  +  C'BB"  +  C'BB'  =  o, 
ou 

B~B'~B"~S3VB~B'~B'V 

Lorsque  la  surface  admet  un  centre,  les  coordonnées  de  ce  point 
vérifient  les  équations 

Ax  +  B"y  +  B'z  -H  C  =  o, 
B^'x  +  k'y  +  Bz  +  C  =  o, 
B'x  +  By  +  A"z  +  C"  =  o. 

Or,  on  a  les  égalités 

A--Si  =  -g->    A  —  Si  =  — >     A    —  Si=  — , 

et,  eu  substituant  à  A,  A',  A"  leurs  voleurs,  les  équations  précédentes 
deviennent 

B'B"x  +  BB''y  +  BB'z  +  B  (S.aî  +  C)  =  o. 
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B'B"x  +  BB"y  +  BB'z  +  B'  (Siy  +  C)  =  o, 
B'B"jr  +  BB"y  +  BB'«  +  B"  (S««  +  C")  =  o. 
Il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  centre  vérifieront  les  équations 

B  (Six  +  C)  =  B'  (Siy  +  C)  =  B"  (S^z  +  C") 

qui  définissent  une  droite  passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  au 
plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  (AsftsVs);  ce  sont  les  équations  de 
l'axe  de  révolution. 

Les  conditions  (r)  sont  impossibles,  lorsque  l'un  des  coefficients 
B,  B',  B"  est  égal  à  zéro.  Mais,  si  deux  de  ces  constantes  sont  nulles, 
par  exemple  B'  ==  o,  B''  «=  o,  l'équation  (7)  se  réduit  à 

(A  —  S)  [(A'  —  S)  (A"  -  S)  —  B«]  =  o. 

Elle  admet  une  racine  égale  à  A,  et  si  cette  quantité  satisfait  à  l'équa- 
tion du  second  degré 

(A'_S)(A"  — S)  — B«  =  o, 

ce  sera  une  racine  double.  Donc,  la  surface  serait  encore  de  révolution, 
si  on  avait  les  conditions 

B'  =  o,  B"  =  o,  B«  =  (A  —  A')  (A  —  A"). 

La  seconde  racine  de  Téquation  du  second  degré  sera  A'  -{-  A''  —  A; 
en  la  substituant  dans  les  équations  (4),  on  trouve  pour  les  cosinus 
directeurs  de  l'axe  de  révolution 

%  Pi*' 

^=°'    â:--a'+b=°- 

166.  Lorsqu'une  surface  est  de  révolution,  tout  plan  perpendiculaire 
k  l'axe  la  rencontre  suivant  un  cercle;  si  on  mène  dans  le  cercle  une 
corde  quelconque»  le  plan  passant  par  son  milieu  et  l'axe  lui  est  perpen- 
diculaire; on  peut  donc  regarder  tout  plan  mené  par  l'axe  comme  un 
plan  principal.  Cette  remarque  conduit  immédiatement  aux  conditions(r) 
en  exprimant  que  les  équations  (4)  sont  identiques,  puisqu'il  y  a  une 
infinité  de  directions  principales;  on  doit  donc  avoir 

A  — S_     B^^     _B'      A  — S_B"_      B' 
1r        A'  — s"~  b'    ""b^^F^A"  — s* 
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Od  eo  déduit  les  conditions  précédentes 

A-S ^,     A'-S  =  — ,    A--S  =  — ; 


et 


B'B"  BB"  BB' 

B  B'  B" 


Exercices. 

Ex.  t.  Déterminer  l*éqaation  da  troisième  degré  et  indiquer  le  genre  des  sur&ees 
définies  par  les  équations 

1©  gfl^  2y«  +  22*  +  2xy  —  2»  —  4y  —  4z  +  a  =  G, 

2®  2xy  —  ar*  +  yz  —  2«  +  ay  —  3-?  —  a  =  0, 

5»  y*  —  4«y  +  4««  —  6»  4-  3if  =  o, 

io  4y«  — ga5«4-a»y  +  36«  — 8y  —  4*—  32  =  0, 

»•  «•  +  6yjr  +  8«z --4apy +  aa5  +  4y  —  I43r  — 3  =  0, 

6»  «■  -f-  ay*  4"  2«*  +  2«y  —  aas  —  4y  — 43^  +  6  =  o. 

R.  i®  L*équation  du  troisième  degré  est 

(S-2)(S«-3S  +  x)  =  o; 

elle  a  pour  racines  les  nombres  positifs 

,    3+Ks  s-yj 

a  a 

L^ëquation  aux  axes  sera 

elle  représente  un  ellipsoïde. 
8*  L*équation  en  S 

S»-?S  +  î  =  o 
2         2 

a  pour  racines 

''   — -2 — '  — i — 

La  surface  rapportée  à  son  centre  (  —  -,  -  1     i  ]  et  à  ses  axes  a  pour  équation 

2»* -^  (kT- 1)  y«  -  (I  +  V^ïï*"  =  a; 

e*est  un  hyperboloîde  à  une  nappe. 
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S*  L^ëquation  du  troisième  degré  admet  deux  racines  nulles  et  une  autre  ëgale  à  5. 
La  surface  est  un  cylindre  parabolique. 
40  On  a,  dans  cet  exemple^ 

bi  =  o,     ^>^= ,    03= • 

2  2 

Les  deux  racines  difliérentes  de  zéro  ayant  des  signes  contraires,  la  surface  est  an 
paraboloide  hyperbolique. 
B«  Une  cône. 
6*  Un  ellips<ri[de  imaginaire. 

Ex.  t.  Que  représentent  les  équations 

!•  «y  -f-  yz  +  ;y»  =  a*, 

2«  «•  +  y«  +  *«  +  2*  («y  +  y*  +  ««)  =  o», 

50  X*  —  yz=:  k, 

i*  2ayz  —  6»  =  o, 

B«  a  («■  + ây^) +  *  (y*  +  2«*) +  «(*'-!- 3«y)  =  i, 

6»  »  =  Ay«  +  2B«y  +  Caî«-f-2Dy-f-2E*  +  F? 

R.  1®  On  trouvera  pour  l'équation  en  S 

S»  — ?S-Î=c, 
4        4 

dont  les  racines  sont  :  x, , •  La  surface  est  un  hyperboloîde  de  révolution  à 

2         2 

deux  nappes  dont  l'équation  aux  axes  est 

S^  L*éq nation  du  y  degré  admet  une  racine  double  égale  à  1  —  il;  quel  que  soit  le 
paramètre  h,  la  surface  est  de  révolution  autour  de  la  droite  x=sy^9, 

3®  Un  hyperboloîde  à  une  nappe  ou  à  deux  nappes  suivant  le  signe  de  k]  Péquation 
réduite  est 

2  2 

4fi  On  trouve  S=:Oy  S  =  ±:a;  la  surface  est  un  paraboloîde  hyperbolique. 
^^  L*équation  du  troisième  degré  est  de  la  forme 

S»-(a  +  6-f-c)S*  +  (a6  +  6c-t-crt  — o«  — i*  — c»)S  +  o»  +  6»  +  e»  — 3a&c  =  o, 

Posons 

a=ia-{-  6  +  c 
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Le  terme  indépendant  de  S  est  égal  à  a^',  et,  par  suite,  réqaation  en  S  derient 

S»  — aS«  — /S«S  +  «/S«  =  o; 
ses  raeines  étant  «, -)- /^f  ""* /^i  '*  sarlace  rapportée  aux  axes  sera  représentée  par 

Cette  équation  représente  un  hyperboloîde  &  une  nappe,  un  hjperboloide  à  deux 
nappes  ou  un  eylindre  hyperbolique,  suivant  que  a  est  positif,  négatif  ou  nul.  Si 
a'=:  jS*,  l'équation  en  S  a  deux  racines  égales,  et 

06  +  6c  -f-  ca  =  o 

sera  la  condition  pour  que  la  surface  soit  de  révolution. 
6»  On  a 

S  =  o,    S  =  -  [A  +  C  ±:I/(A  +  C)»  +  4(B«- AC)]. 

2 

La  surface  est  un  paraboloïde  elliplique,  si  fi'  —  AC<o;  un  paraboloïde  hyper- 
bolique, si  B'  —  AC  >  o;  un  cylindre  parabolique,  si  B' -^  AG  =  o. 

Ex.  S.  L*équation  du  troisième  degré  en  S  ne  peut  pas  avoir  deux  raeines  imagi- 
naires coi^uguées  de  la  forme 

Si  =  at  +  ^1  l/IIT,  S,  =  flft  — /81 1/Hl. 

En  effet,  les  équations  (4)  donneraient,  pour  les  cosinus  directeurs,  des  Yâleurs 
de  la  forme 

Or,  Itt  condition  X^X^  -{-  f^if^  4"  ^i^*  =  o  ne  serait  satisfaite  qu*en  posant 

ai  =  &i  =  ci  =  di=:«i  =  /'t  =  Oi 

mais,  dans  ce  cas,  la  relation  >f -{-/«f -|-v}  =  1  ne  peut  pas  être  vérifiée;  donc,  il 

est  impossible  que  l'équation  ait  pour  racines  ai  -f-  /9i  V^ — i»  «1  —  /Si  V^ —  !• 
Comme  les  Goefficieots  qu*elle  renferme  sont  réels,  il  eu  résulte  qu^elle  n'a  pas  de 
racines  imaginaires. 

£x.  4.  Si  on  désigne  par  k  et  h  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 

(A'- S)(A"  — S)-B«  =  o, 

celles  de  l'équation  en  S  seront  comprises  entre  les  nombres  — cOf  kyh^+co; 
la  quantité  k  est  supposée  plus  petite  que  h, 

Ex.  ft.  Montrer  que  les  coeflScients  de  l'équation  en  S  sont  invariables  pour  tous  Ie9 
systèmes  d'axes  rectangulaires. 
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Soient 

Aa«  +  A'y*  +  A"x«  +  aByx  -h  2Wzx  +  2B"«y  +  zCa  +  aC'y  +  2C"z  +  F  =  o, 
oa»  +  o'y  ■  4-  a"z*  +  2Ay«  +  2b'zœ  +  a6"aîy  +  aes  4-  ac'y  -f  3c"jf  +  /  =  o> 

les  équations  d'une  même  surface  du  second  ordre  rapportée  i  deux  systèmes  d'axes 
rectangulaires  différents;  celles  qui  déterminent  les  plans  principaux  seront 

S»-(A+A'+A")SH-(AA'+AA"-f-A'A"-B*-B'«-B"*)S+AB«+A'B'«+A"B"«-AA'A"-aB'BB"=^ 
S»-(a+o'+a'OS"+(aa'+aa''+«'a''— 6»-6'«-6''«)S+a6"-fo'6'«+o''6''«— aaV'+a6'Wr''==< 

Supposons  que  Ton  transporte  parallèlement  à  eux-mêmes  les  deux  systèmes  d^axes 
au  centre;  les  termes  du  second  degré  restent  les  mêmes  dans  les  équations  de  la 
surface  ;  de  plus,  le  terme  indépendant  dans  la  première  sera  égal  au  terme  analogue 
dans  la  seconde,  car  ce  terme  a  la  même  valeur  pour  tous  les  systèmes  d*axes  rectangu- 
laires issus  du  centre*  La  surface  rapportée  à  ses  axes  sera  réprésentée  par 

Sioî»  +  Sty«  4-  Sj^*  =  H, 
#!«•  +  »ty*  -|-  fa;t«  -  H, 

oîî  S],  Si,  Sb,  Si,  Si,  ss  sont  les  racines  des  deux  équations  du  troisième  degré;  ces 
équations  montrent  que  les  racines  sont  égales,  et,  par  suite,  on  aura  les  relations 

a  +  a'  +  a"  =  A+A'  +  A", 

aa'  4-  aa"  +  a'a"  —  6«  —6'»  -  6"«  =  A  A'  +  AA"  +  A' A"  —  B«  —  B'«  -  B"«, 

afc»  -h  a'6'«  +  o"6"«  —  oo'a"  -  a6A'6"  =  AB«  +  A'B'»  +  A"B""  —  AA'A"  -  aBB'B". 

Ex.  ••  TrouTer  Téquation  qui  détermine  les  longueurs  des  axes  de  la  surface 
représentée  par  Téquation 

A»«  +  A  V  +  A"s«  +  aByz  +  aB's»  +  aB"«y  =  H. 

g 

Désignons  par  zr  Pun  des  axes;  nous  avons  tu  que  S  =  -^;  donc,  Péquatîon  aux 
carrés  des  longueurs  des  axes  de  la  surface  sera 

(A-".)(A'-5)(A"_^)-B.(A-5)_B'.(A'-5)_B".(A"-l)+aBB'B'=c 


§  4.  PLAN  tangent;  cône  circonscrit;  plan  polaire. 

187.  Plan  tangent.  Soit  M  (x'y'z')  un  point  d'une  surface  du  second 
ordre  représentée  par  l'équation  générale  /'(x,  y,  z)  =  o.  Menons,  par  ce 
point,  une  droite  qui  rencontre  la  surface  en  un  second  point  M',  et 
supposons  que  la  sécante  tourne  autour  du  point  M  jusqu'à  ce  que  le 
point  M' vienne  se  confondre  avec  lui  ;  à  cette  limite,  on  dit  que  la  droite 
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est  tangente  à  la  surface.  Nous  allons  chercher  l'équation  du  lieu  de 
toutes  les  tangentes  que  l'on  peut  mener  par  le  point  M  à  la  surfacci 
les  axes  étant  rectangulaires. 
Lds  équations  de  la  sécante  peuvent  s'écrire 

Si  on  substitue  ces  valeurs  dans  f(Xf  y,  z)  =  o,  on  trouve,  en  dévelop- 
pant et  en  ordonnant  par  rapport  à  p,  l'équation 

/•(^,  y,  ^0 + p  an^ + y^Fr + ^r^) + ?•  (a^* + ^y + a"v« 

+  2Bp  +  2B'vX  +  2B"ipt)  =  o  ; 

elle  détermine  les  valeurs  de  p  pour  les  points  de  rencontre  de  la  surface 
et  de  la  droite.  Mais,  le  point  M  (x',  y\  z')  appartient  i  la  surface,  et,  par 
suitC;  f{ac^f  y'j  z')=^o;  de  plus,  k  la  limite,  quand  les  points  M  et  M'  se 
confondent,  la  seconde  valeur  de  p  est  nulle;  donc,  les  coefficients 
directeurs  d'une  tangente  à  la  surface  vérifient  la  relation 

Si  on  remplace  X,  |ix,  v  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  de  la 
droite,  il  viendra,  pour  Téquation  du  lieu  des  tangentes  en  M  {x'y'z') 
k  la  surface, 

(»  -  «')  r,. + (y  -  y')  /•;, + (*  -  z')  r.. = o. 

Comme  elle  est  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  elle  définit  un  plan  qui 
s'appelle  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  M. 

Il  est  facile  de  vérifier,  au  moyen  de  l'équation  /(x%y',z')  =  o,  l'égalité 

^n^  +  y%  +  ^r.'  =  -  2(Cx'  +  C'y  '  +  C"z'  +  F), 

de  sorte  que  l'équation  du  plan  tangent  est  de  la  forme 

X  (Ax'  +  B'y  +  BV  +  C)  +  y  (B"x'  +  A'y'  +  Bz'  +  C) 
+  z  (BV  +  By '  +  A"ie'  +  C")  +  Cx'  +  C'y'  +  C"x'  +  F  =  o  ; 

ou  bien,  si  on  ordonne  les  termes  par  rapport  à  x',  y',  z', 

x'  (Ax  +  B"y  -f  B'z  +  C)  +  y'  (B"x  +  A'y  +  Bz  +  C) 
+  ;s'(B'x4.By  +  A"z  +  C")  +  Cx  +  C'y  +  C"«  +  F  =  Q. 
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Lorsqu'on  rend  l'équation  de  la  surface  homogène  (N*  148),  les  équa- 
tions précédentes  peuvent  s'écrire 

'T. + yr,  +  ^T.  +  «'/î  =  o. 

On  pa&se  de  celles-ci  aux  précédentes,  en  posant  (  ss  f'  sa  i. 

On  appelle  normaU  k  la  surface  au  point  M,  la  perpendiculaire  élevée 
en  M  au  plan  tangent  en  ce  point.  Il  résulte  immédiatement  de  cette 
définition,  que  les  équations  de  la  normale  au  point  M  (x'yV)  seront 

X  —  x'      y  —  y'      z  —  z* 
/*'  h»  /•/ 

16§.  Trouver  la  condition  pour  que  le  plan  Ix  +  *wy  -f-  «z  4-  P  =  o 
soil  tangent  d  la  surface  f(Xy  y,  z,  t)  ^=  o. 
Si  on  identifie  l'équation  du  plan  donné  rendue  homogène 

Ix  -j-  my  -j-  HZ  -f-  p<  =  o 

avec  celle  du  plan  tangent  au  point  (x'  y'  z'  V) 

on  a  les  relations 

/I.  =  W,  /;,  =  ftm,  ^,  =  kn,  ft,  =  kp, 

k  étant  une  constante.  De  plus,  si  on  exprime  que  le  point  de  contact  se 
trouve  dans  le  plan  donné,  on  aura 

/x'  -[-  wy'  +  W2'  +  pf  =  o. 

En  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs,  les  équations  précédentes 
peuvent  s'écrire 

Ax'  -f-  B"t/'  +  B'z'  +  Cl'  —  Ik  =  o, 
B"x'  +  A'y'  4-  Bz'  4-  C't'  —  mJfc  =  o, 
B'x'  +  By'  +  A"z'  +  C"«'  —  nk  =  o, 
Cx' + C'y'  +  C"«'  +  Fr  —  pfc  =  o. 
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Il  suffit  d*élimioer  entre  ces  égalités  les  quantités  x%  y\  z',  1',  ft,  pour 
arriver  à  la  condition  demandée  :  ce  sera 


A  B" 

B"  A' 

B'  B 

C  C 


B'  C 

B  C 

A"  C" 

C"  F 


/ 


m     n 


l 

m 

n 

P 

o 


=  o. 


169.  Cône  cireonseriL  Étant  donné  un  point  M  {x'y'z')  de  l'espace, 
proposons-nous  de  trouver  le  lieu  de  toutes  les  tangentes  à  la  surface 
fi^9yf^)  =  o  menées  par  ce  point.  Considérons  une  droite  quelconque 
issue  du  point  M,  et  soient  x^'.  y*'^  z",  les  coordonnées  d'un  second  point 
de  cette  ligne  :  on  aura  pour  un  point  quelconque  de  la  droite, 

x'  +  >x"  t/'  +  ly"  z*  +  As" 

X  S= j -—    9  M  =  ; —    )         Z   = j ^T"    • 

i^A         -^  i  +  A  1 4-A 

Substituons  ces  expressions  dans  l'équation  de  la  surface;  après  avoir 
effectué  les  multiplications,  l'équation  nouvelle  peut  se  ramener  à  la 
forme 

(«)        /"(^',y',  z')  +  P"A  +  AY(x",  y",  z",)  =  o, 

dans  laquelle  P"  représente  la  valeur  du  premier  membre  de  l'équation 
du  plan  tangent  pour  les  coordonnées  x'\y"yZ''j  c'est-à-dire,  l'expression 

^"i:, + y"f'». + '^"('^ + 2(Cx' + cy + c"z' + F). 

Les  racines  de  l'équation  (a)  correspondent  aux  points  de  rencontre 
de  la  droite  avec  la  surface.  Lorsque  les  points  d'intersection  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus  pour  venir  se  confondre,  à  la  limite,  les  racines 
étant  égales,  on  doit  avoir 

Ainsi,  les  coordonnées  d'un  point  {x"^y'\z'%  choisi  à  volonté  sur 
une  tangente  quelconque  issue  du  point  M,  vérifient  la  relation  précé- 
dente. 11  s*ensuit  que  le  lieu  cherché  aura  pour  équation 

w:. + y/"; + ^r.> + 2  (cx' + cy' + cx'  +,  f)]> 

—  4  f{x,  y,  z).  f{x',  y',  z')  =  o, 
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qai  se  déduit  de  la  précédente  en  supprimant  les  accents  aux  coordon- 
nées x'\  y"f  z*\  Elle  est  du  second  degré  ;  elle  représentera  une  surlace 
conique  circonscrite  à  /(x,  y,  z)  =  o,  et  ayant  pour  sommet  le  point 
M  (x'y'jE'). 
En  coordonnées  homogènes,  Téquation  précédente  peut  s*écrire 

«. + y/*;, + <,  +  tfè^  -  4/  («^,  y,  ^»  0.  A^\  yS  «S  0 = o. 

170.  Plan  polaire.  Les  points  de  la  courbe  de  contact  du  cône  circon- 
scrit à  la  surface  f{Xj  y,  js,  <)  °=  o  satisfont  à  la  fois  aux  équations 

comme  la  première  est  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  tous  les  points  de 
contact  des  deux  surfaces  se  trouvent  dans  un  plan.  Ce  plan  s'appelle 
le  plan  polaire  du  point  (x',  y^,  z')  par  rapport  &  la  surface  du  second 
ordre  /(x,  y,  z)  =1  o. 

On  peut  aussi  regarder  le  plan  polaire  d*un  point  M  (x'y V),  comme 
étant  le  lieu  de  son  conjugué  harmonique,  par  rapport  aux  points  d'inter- 
section avec  la  surface  d'une  sécante  variable  issue  de  ce  point.  En  effet, 
siy  dans  le  calcul  du  N®  précédent,  on  fait  coïncider  le  point  (x"y'V) 
avec  le  conjugué  harmonique  du  point  M,  l'équation  en  A  doit  donner 
des  racines  égales  et  de  signes  contrairesi  ce  qui  exige  que  les  coordon- 
nées x^'f  y"t  z"  vérifient  la  relation 

^/;'.+y/';;+^/:.+'/c5=o, 

afin  que  le  terme  du  premier  degré  disparaisse  de  l'équation. 

Donc,  lorsque  la  sécaT^te  tourne  autour  du  point  M^  le  conjugué  har- 
monique décrit  un  plan  qui  est  le  plan  polaire  de  ce  point. 

171.  On  démontrera,  comme  pour  la  sphère  (N®  HB),  les  propriétés 
suivantes  : 

i^  Le  pôle  d'un  plan  passant  par  un  point  se  trouve  dans  le  plan 
polaire  de  ce  point. 

â^  Un  plan  passant  par  deux  points  aura  son  pôle  situé  sur  Vintersee- 
tion  des  plans  polaires  de  ces  points. 

3°  Lorsqu'un  plan  tourne  autour  d'une  droite  D,  son  pôle  décrit  une 
droite  d.  Les  droites  D  eid  sont  telles  que  tout  plan  mené  par  l'une  d'elles 
a  son  pôle  sur  l'autre  :  on  les  appelle  droites  conjuguées  par  rapport  à  la 
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surface.  L'équation  du  plaa  polaire  représente  le  plan  tangent,  si  le 
point  {x'y  y\  z')  est  sur  la  surface;  de  sorte  que  le  plan  polaire  d'un 
point  de  la  surface  est  le  plan  tangent  en  ce  point.  Donc,  si  on  mène  par 
la  droite  D  des  plans  tangents  à  la  surface,  leurs  points  de  contact  appar- 
tiendront h  la  droite  conjuguée  d  qui  sera  la  corde  des  contacts  de  ces 
plans  tangents.  Ainsi,  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  tangents  et  la 
droite  des  contacts  sont  toujours  conjuguées  par  rapport  h  la  surface. 

Si  on  mène  une  droite  qui  rencontre  la  surface  en  m  et  m',  et  les 
droites  conjuguées  en  a  et  a',  les  points  a,  a',  m,  m'  formeront  un 
système  harmonique;  car,  le  plan  polaire  du  point  a  passe  par  le 
point  a'  et  ce  dernier  doit  être  le  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport 
aux  points  où  la  droite  rencontre  la  surface. 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  que  le  plan  polaire  du  point  à  l'infini 
sur  la  droite 

X     y z 

coïncide  avec  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette  direction;  car,  si  les 
coordonnées  x',  y',  z'  vérifient  ces  égalités,  l'équation  du  plan  polaire 
peut  s'écrire 

et,  si  p  =3  00,  elle  se  réduit  à 

m + p/"; + v/i = o. 

qui  représente  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  (X,  /x,  v). 

17S.  Points  ei  flans  conjugués.  Deux  points  sont  dits  conjugués 
par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre,  quand  le  plan  polaire  de 
l'un  passe  par  l'autre.  Soient  (x'y'z'('),  (x"y"«"i")  deux  points  de 
l'espace;  leurs  plans  polaires  sont  représentés  par  les  équations 

Si  on  exprime  que  l'un  de  ces  plans  passe  par  le  pôle  de  l'autre,  on 
trouve  la  condition  unique 

qui  devra  être  satisfaite  pour  que  les  points  soient  conjugués. 
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Deux  plans  sont  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre, 
lorsque  le  pôle  de  l'un  se  trouve  dans  Taulre.  Soient 

/x  +  my  +  «z +/)«  =  o, 
/'x  -f-  m'y  +  n'z  -f-  p't  =  o, 

les  équations  de  deux  plans,  el  {x'y'z'f)  le  pôle  du  premier.  Si  on 
exprime  que  les  équations 

Ix  +  my  4-  nj?  -|"P*  =  Oi 
définissent  un  même  plan,  on  aura  les  égalités 


/«'        /y'        Im'        lu 

l        m       n        p 

-*. 

BS  équations 

Ax'  +  B"y'  +  Wz'  -f  et' 

-W  =  o, 

B"x'  +  A'y'  +  Bz'  +  ce  - 

— fcm  =  o, 

B'x'  +  By'  -f  A"z'  +  ce 

—  kn  =  Oj 

Cx'  +  C'y'  +  C'jk'  -1-  Fr  - 

~  Ape=o. 

De  plus,  on  a  aussi  la  relation 

f  x'  -f  my  -f  n'z'  +  p'C  =  o 

qui  exprime  que  le  pôle  du  premier  plan  se  trouve  dans  l'autre.  Par 
rélimination  de  x',  y',  c',  t\  k^  il  vient 


A     B"    B'     C     l 


B"   A'    B     C 


m 


B'     B     A"    C"    n 
C     C     C"   F      p 


V 


m' 


n'    p'    o 


=  o. 


Cette  équation  est  symétrique  et  exprime  que  le  pôle  de  Tun  des  plans 
se  trouve  dans  l'autre,  et,  par  suite,  que  les  plans  donnés  sont  conjugués 
par  rapport  à  la  surface. 


CHAPITRE  IX. 


PROPRIÉTÉS     DES    SURFACES    A    CENTRE 

DU    SECOND    ORDRE. 


SoMMAiRB.  —  Ellipsoïde  :  équation»  auœ  orne»;  êectiona  planes;  sections  circulaires; 
propriétés  du  plan  tangent^  de  la  normale  et  des  diamètres,  —  Propriétés  analogues 
pour  l'hyperbolotde  à  une  nappe  et  l'hyperboloide  à  deux  nappes. 


17S.  Nous  ayons  démontré  qu'âne  surface  à  centre  du  second  ordre 
rapportée  à  ses  axes  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

Lx«  +  My«  +  Nz«  =  H, 

et  nous  avons  appris  à  calculer  les  coefficients  qu'elle  renferme.  En 
admettant  que  le  second  membre  soit  rendu  positif,  Téquation  précédente 
donne  lieu  à  trois  genres  de  surfaces  suivant  le  signe  des  coefficients 
du  premier  membre.  Elle  définit  un  ellipsoïde  (N**  i59),  si  les  coefficients 
L,  M  et  N  sont  de  même  signe;  un  hyperboloïde  à  une  nappe^  si  l'un 
d'eux  est  négatif  et  les  deux  antres  positifs;  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes^  lorsqu'un  seul  coefficient  est  positif  dans  le  premier  membre. 

Nous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre,  de  faire  connaître  la  forme 
particulière  de  ces  surfaces,  par  l'examen  des  sections  principales,  des 
sections  parallèles  aux  plans  principaux,  des  sections  faites  par  un  plan 
quelconque.  Nous  démontrerons  ensuite  plusieurs  propriétés  relatives  au 
plan  tangent,  à  la  normale  et  aux  diamètres.  Souvent,  il  arrive  qu'une 
propriété  est  commune  aux  surfaces  à  centre;  dans  ce  cas,  il  nous 
suffira  d'en  donner  une  démonstration  pour  rdlipsoïde;  on  l'appliquera 
facilement  aux  autres  surfaces. 


$  1.  blupsoTdb. 


174.  L'ëquatioR 

(i)        Li«  +  My*  4- Ni' =  H  ■ 
représente  une  surface  imaginaire  si  les  coefficients  L,  H,  Nsont  négatirs; 
eir  il  est  impossible  de  satisfaire  à  l'équatioa  par  des  valeurs  réelles 
de  X,  y,  s.  Si  B  =■  o,  on  a  l'équation 

U'  +  My*4-Nz»  =  o; 
elle  définit  un  ellipsoïde  qui  se  réduit  à  un  point,  l'origine  des  coordon- 
nées, car  on  ne  peut  y  satisfaire  qu'en  posant  x  =;/  =  z=^o. 

Enfin,  supposons  que  les  coefficients  soient  positifs  et  différents  de 
zéro.  L'équation  (i)  pourra  s'écrire  sons  la  forme 


+'-  +  ' ,, 


«-*v1'  '=^\/I'  '=^\/I' 

les  quantités  a,  6,  c  sont  réelles  et  désignent  les  distances  à  l'origine  des 
points  de  rencontre  de  la  surface  avec  les  axes  des  coordonnées,  de  sorte 
que  2a,  2&,  2c  sont  les  longueurs  des  axes  de  la  surface.  En  vertu  de  ces 
égalités,  l'équation  de  l'ellipsoïde  rapporté  h  son  centre  et  h  ses  axes  peut 
se  mettre  sous  la  forme 


(2) 


à  a,  6,  c,  on  obtiendra  les  t 


ou  bien, en  chassant  lesdénominaleurs, 

(a')     6'd'a!*-fc'a'y»-4-a'6V=o'6*c'. 

Si  on  porte,  sur  les  axes  et  de  chaque 

c6(é  de  l'origine,  des  longueurs  ^ales 

points  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C  qui  se 
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oommeat  les  sommets  de  la  surface;  en  admettant  a  ^  6  ^  e,  la 
distance  2a  =  AÂ'  est  l'axe  majeur ,  26  =»  BB'  Vaxe  moyen  ^  2e  es  CC 
I^oxe  mineur. 

Pour  trouver  les  équations  de  Tellipsoîde  rapporté  &  Tun  de  ses 
sommets  A%  B%  C%  il  faudrait  changer  successivement  x  en  x  —  a, 
y  en  y  —  b^  z  en  x  —  e  :  on  trouve  ainsi  les  équations 

179.  $ec(tbn«  plane».  Les  intersections  de  rcllipsoïde  (?)  arec  les 
plans  principaux  sont  représentées  par  les  équations 

a*       ir 

Ce  sont  des  ellipses  qui  passent  par  les  sommets  de  l'ellipsoïde  dans 
le  plan  où  elles  se  trouvent. 

Un  plan  parallèle  à  yz  rencontre  la  surface  suivant  une  ellipse  définie 
par  les  équations 

et  dont  les  demi-axes  seront 


\/'-î'    '\/ 


puisque  la  projection  sur  yz  de  la  courbe  d'intersection  est  égale  en 
grandeur  à  cette  courbe;   l'ellipse  est   réelle,   et  diminue   de    plus 

16 
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eo  plus  à  mesure  que  a  s*approche  de  a,  c*est-i-dire,  à  mesure  que 
le  plan  sécant  s*éloigne  de  l'origine  pour  aller  vers  le  sommet  A; 
si  a  »=  a,  rintersection  se  réduit  k  un  point,  ou  à  une  ellipse  dont 
les  axes  sont  nuls;  si  a  y^  a,  elle  est  imaginaire.  On  arrivera  aux 
mêmes  résultats  lorsque  a  est  négatif,  c'est-à-dire,  lorsque  le  plan  sécant 
est  à  gauche  de  l'origine.  Ainsi  la  surface  ne  s'étend  pas  au-delà  des 
points  A  et  A^  En  considérant  les  sections  faites  par  des  plans  parallèles 
aux  autres  plans  coordonnés,  on  verra  qu'elles  sont  elliptiques  et  réelles 
aussi  longtemps  que  le  plan  sécant  se  trouve  entre  le  centre  et  les 
sommets  de  la  surface. 

Enfin,   soit  z^^mx  +  ny+p  un   plan   quelconque;   éliminons  la 
variable  z  entre  cette  équation  et  celle  de  l'ellipsoïde  (2).  On  aura 


(«) 


^'  1  y*  I  '^^  +  wy  +  p)'  _ , 


En  développant^  on  trouve,  pour  la   valeur   du  bindme  B*  —  AC, 
l'expression 


qui  est  toujours  négative;  donc  l'équation  (a)  représente  une  ellipse 
dans  le  plan  des  xy,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  coefficients 
lit,  n,/>.  Mais,  cette  ellipse  est  la  projection  sur  xy  de  la  courbe  d'inter- 
section ;  par  suite,  tout  plan  rencontre  la  surface  suivant  une  ellipse. 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  sections  parallèles  sont  des 
courbes  semblables.  En  effet,  si  les  coefficients  m  et  n  sont  constants 
et  p  variable,  l'équation  z^mx-^-ny-^p  définit  des  plans  paral- 
lèles; or,  les  termes  du  second  degré  dans  l'équation  (a)  sont  indépen- 
dants du  paramètre  p;  donc  les  courbes  qu'elle  représente,  lorsqu'on 
fait  varier  p,  seront  semblables.  Cette  propriété  est  vraie  pour  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre. 

Si  on  veut  déterminer  la  nature  de  la  section  par  un  plan  quelconque 
il  suffira  de  considérer  la  section  d'un  plan  mené  par  le  centre  paral- 
lèlement au  premier.  Nous  allons  faire  usage  de  cette  remarque  pour 
déterminer  les  plans  des  sections  circulaires. 

176.  Sections  circulaires  ;  ombilics.  Considérons  un  plan  mené  par 
le  centre  de  l'ellipsoïde  et  coupant  cette  surface  suivant  un  cercle  de 


—  243  — 

rayon  r;  ce  dernier  appartiendra  à  une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine^ 
et  représentée  par  Téquation 

ou  bien, 

Si  on  retranche  membre  à  membre  les  équations  de  l'ellipsoïde  (2) 
et  de  la  sphère,  on  aura 


<»    '•(i-r.)+'-(r.-^)+"(^-^) 


o. 


Cette  équation  est  satisfaite  en  même  temps  que  celles  des  deux  sur- 
faces; comme  elle  est  homogène  et  du  second  degré,  elle  représente  un 
cône  dont  le  sommet  est  à  Torigine  et  qui  passe  par  la  courbe  d'inter- 
section de  la  sphère  et  de  rellipsoîde.  Or,  pour  que  ces  surfaces  aient  en 
commun  une  section  centrale  circulaire,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  inter- 
section se  réduise  à  deux  courbes  planes  dont  les  plans  passent  par  le 
centre.  On  obtiendra  donc  les  plans  des  sections  circulaires  appelés 
plans  eycliqueSf  en  déterminant  r  de  manière  que  le  cône  se  réduise  à 
Tensemble  de  deux  plans;  ce  qui  exige  que  l'un  des  termes  disparaisse  de 
l'équation  (P).  Si  nous  posons  successivement  r=^ay  r^=b,  r  =  e,  il 
viendra  pour  les  équations  des  pians  cycliques 


"(5-^)+»'(è-r.)=°- 

En  admettant  a  ]>  6  ^  c,  la  première  et  la  troisième  représentent  des 
plans  imaginaires;  la  seconde  peut  se  ramener  à  la  forme 


X z       /b*  —  c* 


et  définit  deux  plans  réels  passant  par  Taxe  moyen  de  la  surface* 
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Si  oa  dësigae  par  6  l'angle  d'inclinaisoa  de  ces  plans  sur  xy^  on  aura 


cos 


et,  par  suite, 


.      _^c      /o*  —  6* 


Donc  re/ltp^oide  admet  deux  a^r/e^  de  êections  circulaires  parallèles 
à  l'axe  moyen  de  la  surface. 

Les  sections  parallèles  dans  une  surface  du  second  ordre  étant  sem- 
blables, on  doit  considérer  le  plan  tangent  parallèle  aux  plans  cycliques 
comme  coupant  Pellipsoide  suivant  un  cercle  infiniment  petit;  le  point 
de  contact  de  ce  plan  tangent  particulier  se  nomme  ombilic.  Menons 
par  le  centre,  et  dans  Tellipse  principale  du  plan  des  xz,  un  diamètre 
égal  &  26;  le  plan  passant  par  ce  diamètre  et  Taxe  moyen  sera  un  plan 
cyclique.  Désignons  par  x',  z'  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  con- 
jugué du  diamètre  2b  dans  l'ellipse 


X*  .  «• 


o*   '  c' 

Nous  verrons  plus  loin  que  le  plan  tangent  au  point  (x^,  o,  zf)  est 
parallèle  au  plan  cyclique,  c'est-i-dire,  au  plan  diamétral  conjugué 
du  diamètre  qui  passe  par  ce  point.  Or,  on  sait  que 

6«  =  a*  —  c V»  =  a«  -^  ^  "7^  a?" ;       d'où 

a* 

x'  =  :iza\/— -;       par  suite,      z'  =  ztc\/— ;• 

V    û  —  c  V    £*•  —  c' 

En  y  ajoutant  y'sao,  on  aura  les  coordonnées  des  ombilics   de 
l'ellipsoïde. 

177.  Il  résulte  de  la  discussion  précédente,  que  le  genre  ellipsoïde 
comprend  les  surfaces  du  second  ordre  fermées  dans  tous  les  sens  et 
k  trois  axes  inégaux;  elles  ne  peuvent  être  rencontrées  par  un  plan 
que  suivant  une  ellipse;  elles  admettent  deux  séries  de  sections  eircù- 
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laires  parallèles  h  l'axe  moyen  de  la  surface.  Nous  allons  maintenant 
faire  connaître  quelques  cas  particuliers. 

Si»  dans  l'équation  (i),  deux  coeflScieuts  sont  égaux  dans  le  premier 
membre,  par  exemple  si  L  =>  M,  il  vient 

ou  bien, 

x«  +  »!  ,  z«_ 

tout  plan  parallèle  &  xy  coupe  la  surface  suivant  un  cercle  dont  le 
centre  est  sur  Taxe  des  x^  et  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de 
cet  axe.  Si  L  &»  M  «=  N,  l'ellipsoïde  devient  une  sphère. 

Lorsque  l'un  des  coefficients  L,  M,  N  est  égal  à  zéro,  l'équation  (i) 
se  présente  sous  la  forme 

ou 

et  Tellipsoïde  se  réduit  &  un  cylindre  elliptique. 
Enfin,  si  L  e=  o,  H  B3  0,  il  yient  Téquation 

qui  définit  deux  plans  parallèles. 

Ainsi  le  genre  ellipsoïde  comprend  comme  variétés,  l'ellipsoïde  de 
révolution,  la  sphère,  le  cylindre  elliptique,  deux  plans  parallèles,  et 
le  point. 

17S«  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipsoïde 

sont  toujours  comprises  entre  les  quantités  db  a,  ±6,  d:  c,  et  on 
peut  poser 

a;  sa  a  cos  A,    y  =  6  cos  fx,    «  «=  c  cos  v, 

^,  p,  V  étant  trois  coefficients  variables  avec  la  position  du  point  sur  la 
surface.  Substituons  ces  expressions  dans  l'équation  précédente;  on  aura 

cos*A  -|-  COS'jUl  -j-  cos*v  =  î , 
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Il  en  résulte  que  les  paramètres  ).,  fit,  v  désignent  les  angles  d*une 
certaine  droite  issue  de  l'origine  avec  les  axes  de  Tellipsoîde.  A  chaque 
point  de-  la  surface  correspond  une  droite  (X,  p,  v),  et  réciproquement. 
Pour  le  sommet  A  où  x  =  a^  y  s=s  o^  z  b=  o,  on  aura  cos  A  «s  i, 
cosfAE=o,  cosveso  :  la  droite  (A,  |ui»v)  est  dirigée  suivant  l'axe  2a; 
mais,  cette  circonstance  est  exceptionnelle,  et,  en  général,  la  droite 
(A,  /ji,  v)  ne  passe  pas  par  le  point  correspondant  de  la  surface. 

Si  on  mène  par  le  centre  deux  droites  perpendiculaires  (A'p'v'), 
(V'fx' V),  on  a  la  relation 

cos  A'  cos  A"  +  cos  fji'  cos  ft"  +  cos  v'  cos  y"  =  o; 

les  points  correspondants  (xy^'),  {x"y*'z*')  satisferont  i  l'équation 

Réciproquement,  lorsque  deux  points  vérifient  la  dernière  égalité, 
les  droites  correspondantes,  donnant  lieu  à  la  première,  seront  perpen- 
diculaires entre  elles. 

La  longueur  d'un  diamètre  qui  passe  par  le  point  {x'y'z')  aura 
pour  expression 

d«  =  a;'«  +  y'»  +  z'*  =  a«  cos'A'  -j-  6«  cos^fx'  +  c«  cos*v'. 

On  donne  quelquefois  le  nom  de  coordonnées  angulaires  aux  quantités 
A,  |[ji,  V.  Nous  ferons  souvent  usage  de  ces  coordonnées  pour  faciliter 
la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes. 

170.  Plan  tangent.  Soit  {x'y'z')  un  point  de  rdlipsoîde  rapporté 
i  son  centre  et  i  ses  axes.  L'équation  du  plan  tangent  en  ce  point 
sera  de  la  forme  (N^*  d75) 

(a;_a:')^+fy-y')|i  +  {«-^')^  =  o. 
OU  bien, 

x"       v"       «'* 
eu    égard    &    l'égalité    -r  +  ^rH — r  =  i«    Avec    les    coordonnées 

a'    *    6*    *    c* 
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angulaires,  cette  équation  serait 

- cos  >/  +r cos  a'  +  -  cos  v'  «=  I. 
a  '6       ^    *  c 

Désignons  par  P  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 
tangent,  et  par  a,  ^,  y  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes.  L'équation  du 
plan  tangent  peut  encore  s'écrire 

a;  cos  a  +  y  cos  p  +  jK  cos  y  =  P. 
Identifions  cette  dernière  avec  les  précédentes;  il  Tiendra  les  égalités 


a 
cos' 


x'       cos  a      y'      cosP      z'      cos  y 


V      cos  a      cos  pi'      cos  ^      cos  v'      cos  y 

On  en  déduit  différentes  expressions  pour  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire, savoir  : 

I       *'*_i_y"  I  *"        ^  cos'V      cos*/jl'      cos'v' 

P«^^"*"6*'"'"c*  '    P*         a}     '""6»"*      ^' 

P»  srs  o*  COS*  a  +  6'  cos*  (3  +  c'  cos*  y. 

150.  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
sur  trois  plans  tangents  rectangulaires  est  constante. 

Soient  ai|3iyi,  (Xt/3iys,  az^zyn  les  angles  directeurs  des  droites  menées 
du  centre  perpendiculairement  h  trois  plans  tangents  rectangulaires. 
On  aura 

PJ  =  o'  cos*  «1  +  6*  cos*  (3j  +  c*  cos  yi, 

pj  =  o*  cos*  a%  -j-  6*  cos*  Pt  -|"  c'  cos*  yt, 

P*  =  o*  cos*  as  -j-  6*  cos*  jSj  +  c*  cos*  y«. 

De  plus,  les  cosinus  yérifient  les  relations  cos*ai  -|-  cos*aî+  cos*a8=  i, 
etc.;  de  sorte  qu*en  additionnant  les  équations  précédentes,  il  viendra 

PÎ  +  PÎ  +  PÎ  =  «*  +  t'  +  c'- 

151.  Le  lieu  du  sommet  d'un  trièdre  trirecf angle  circonscrit  à  une 
surface  du  second  ordre  est  une  sphère  (Mongb). 
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Les  équations  de  (rois  plans  tangents  k  l'ellipsoïde  peuTcnt  8*ëerire 
sous  la  forme 

X  cos  «4  +  y  cos  |3|  +  «  cos  yi  =  ^/a*  cos*  «i  +  6*  cos*  ^i  +  c*  cos*  yi, 

X  cos  «1  -{-  y  cos  (3t  -f-  2  cos  yi  =  ^a*  cos*  at  +  6*  cos*  j3j  4"  c*  cos'  yt, 

a:  cos  «i  +  y  cos  (3s  +  ^  ^^^  7»  =  |/«*  cos*  as  -|-  6*  cos*  ^s  +  c*  cos*  (85 . 

Si  ces  plans  sont  rectangulaires^  on  a  les  relations 

cos*  ai  +C08*  ai  +  cos*a8s=«  i, , 

cos  aj  cos  Pi  4-  cos  a%  cos  |3t  +  cos  as  cos  /3i  &=  o, -, 

et|  en  ajoutant  les  équations  des  plans  tangents  après  les  avoir  élevées 
au  carré,  on  trouve 

*•  +  y'  +  «'  =  «•  +  6*  +  c*. 

Donc  le  point  d'intersection  des  plans  décrit  une  sphère  ayant  pour 
rayon  |/o'  -f-6*  +  c*. 

Ift9.  Normale.  La  normale  au  point  (x'y'z')  de  l'ellipsoïde  est  repré- 
sentée par  les  équations  (N®  167) 


ou  bien, 


X  — 

z' 
a» 

X' 

y    y' 
y' 

X 

—  z' 

*'  ' 

6» 

c» 

a». 

■«. 

6». 

cV 

-(x-«')=^(y-y')=p(«-«')- 


Proposons-nous  de  déterminer  le  nombre  de  normales  que  Ton  peut 
mener  &  la  surface  par  un  point  de  l'espace  (a,  |3,  y).  Les  coordonnées 
x%  y',  z'  du  pied  de  Tune  de  ces  normales  satisfont  aux  équations 

a«  6«  c» 

Soit  ik  la  valeur  commune  des  rapports  précédents;  en  égalant  chacun 
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d'eux  à  kj  et  résolvant  les  égalités  ainsi  obtenues  par  rapport  aux 
coordonnées,  on  trouve 


o«a  6«|3  c*y 


t 


Substituons  ces  valeurs  dans  Téquation  de  Tellipsoîde;  il  viendra 


a^g}  6«|3«  c«y«     _ 


ou  bien 

(jfc  +  a«)«  (it  +  6«)«  (A  +  c»)«  —  a«a«  (*  +  6«)«  (*+  c«)« 
—  6«(3«  (ft  +  a»)«  (A  +  c«)»  —  cy  {k  +  fl«)'  (*  +  6*)*  =  o. 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  en  k\  elle  admet  toujours  deux 
racines  réelles,  car  si  on  remplace  k  par  les  quantités  —  oo,  —  a', 
-|«  00  dans  le  premier  membre,  on  trouve^  pour  les  signes  des  résul- 
tats, +,  —,  +. 

Transportons  Torigine  au  point  (a,  (3,  y)  et  appelons  Ç,  >],  (  les  nou- 
velles coordonnées;  les  égalités  (e)  deviennent 

S     _     •/?     ^     C 


On  en  tire 


tt'  6*  c* 


et,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(6«  -  c»)  >]Ç  =  c«pç  —  ô^yyi, 

(a«  —  6«)  $•/)  ==  6«a7î  —  a»p$. 

Multiplions-les  respectivement  par  «,  (3,  y  et  faisons  leur  somme. 
On  aura 

a  (6»  —  c«)  yjÇ  +  (3  (c»  —  a»)  ÇÇ  -{-  y  (a>  —  6«)  Çn  =  o  : 

équation  homogène  du  second  degré  qui  représente  un  cône  passant 
par  les  normales  issues  du  point  (a,  (3,  y).  Ainsi,  for  un  point  iê 
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Feipatey  on  peut  mener  en  général  six  normales  à  une  surface  du 
second  ordre  dont  deux  sont  toujours  réelles,  et  ces  normales  sont  sur 
un  même  cône  du  second  ordre  (Ghasles). 

Si  on  remplace  Ç,  >}  et  (  par  x  —  a,  y  — 13,  z  —  y  on  vërifie  facile- 
ment que  ce  cône  passe  par  Torigine.  D'un  autre  côte  les  trois  rapports 
égaux  (e)  conduisent  aux  relations 

yz  (6*  —  c*)  =  6*Pz  —  c'yy, 

xz  (c*  —  a*)=a  c'yx  — a*a«, 

xy  (a* —  6*)  =»  o'oy — 6*/3x. 

En  multipliant  respectivement  par  a'a,  6'|3,  c*y,  et  ajoutant,  on  trouve 

a«a  (6«  —  c«)  yz  +  6»,3  (c«  —  o«)  zx  +  c'y  (o«  —  6«)  xy  =  o  : 

c'est  un  second  cdne  qui  a  son  sommet  à  l'origine  et  qui  passe  par  les 
pieds  des  normales.  Il  passe  aussi  par  le  point  (a,  |3,  y).  Les  deux  cAnes 
ont  donc  une  arête  commune;  leur  intersection  se  composera  de  celte 
droite  et  d'une  courbe  du  troisième  ordre  puisque  l'intersection  de  deux 
surfaces  du  second  degré  est  une  courbe  du  quatrième  ordre.  Les  pieds 
des  six  normales  appartiennent  a  cette  cubique  gauche. 

ISS.  Plan  diamétral  et  diamètre.  Le  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  (7.,  |ui,  v)  aura  pour  équation  (N"*  i  55) 


)x  ,  ut/  I  yz 


Si  on  désigne  par  x\  y\  z'  les  coordonnées  du  point  oà  la  direction 
(>y  |uc,  v)  rencontre  la  surfacci  on  a  les  relations 

——yl—^ 

A       fA        V 
et  l'équation  précédente  devient 

Donc,  le  plan  diamétral  conjugué  d*un  diamètre  qui  passe  par  un 
point  {x'y'z')  est  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point  d  la  surface. 
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Lorsque  le  point  {x' y'  z')  est  dans  le  plan  des  rry,  on  a  ^'s^o,  et 
rëquation  précédente  devient 

xx'  ,  vv' 

elle  représente  un  plan  passant  par  Taxe  des  z.  En  général,  le  plan 
diamétral  conjugué  d'un  diamètre  situé  dans  un  plan  principal  ren* 
ferme  Vaxe  de  la  surface  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Si  on  représente  par  d'  le  demi-diamètre  qui  passe  par  le  point 
(a;',  y',  z'),  on  aura 

x'  =  d'cosa',      y'=»rf'cosP',       JE'  =  d'co8/, 

^%  (3%  y'  étant  les  angles  du  diamètre  avec  les  axes.  Par  la  substitution 
de  ces  valeurs  dans  Tcquation  de  rellipsoïde,  on  arrive  h  l'expression 


I        cos*a'  j^  cos'jS'  j^  cos^y' 
¥*^'^      '      b^      *      6^' 

Supposons  que  l'on  mène  par  le  centre  trois  demi-diamètres  d\  d"y  d'" 
perpendiculaires;  en  ajoutant  Téquation  précédente  aux  deux  suivantes  : 

I   ^cos*  a"  i^cos'jS"  j^cos*  y" 

I         cos*a'"  j^cos*  jS"' j^cos*/" 


«' 


on  obtient 


Ainsi,  la  somme  des  carrés  des  inverses  de  trois  diamètres  rectangu- 
loir  es  est  constante. 

1S4.  Diamètres  conjugués.  Soient  2a',  26',  2c'  les  longueurs  de  trois 
diamètres  conjugués  de  rellipsoïde  et  (x'y'z').  (x'Yz'%  (x"y"z'")  les 
points  où  ils  rencontrent  la  surface.  Si  on  exprime  que  le  plan  diamétral 
conjugué  du  premier 

xx'  .  vv'  •  zz' 
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renferme  les  deux  antres,  on  arrive  aux  relations 


•'«»"      •*'»."      <•/•'/ 


arx"   ,  yy"  ,  z'z 


r+-iS"+^T-=o» 


De  même,  le  plan  diamétral  conjugué  du  second  diamètre  et  repré- 
senté par  Téquation 

passe  par  le  troisième,  et  on  aura  aussi 

x'V"       y"y'"      «"ij"' 

Avec  les  coordonnées  angulaires,  les  trois  équations  précédentes,  qui 
expriment  que  les  diamètres  sont  conjugués,  deviendraient 

COS  a'  C08  /"  +  COS  jUt'  C08  p"  -|"  C08  v'  CCS  v"  =  O, 
COS  À'  COS  À'"  +  COS  fx'  COS  fJl'"  +  COS  V'  COS  v'"  =  o, 

COS  A"  COS  A'"  -j-  COS  |ul"  COS  fx'"  -|-  COS  v"  COS  v'"  =  o; 

de  sorte  que  les  directions  (A,  |ui,  v)  qui  correspondent  aux  extrémités  de 
trois  diamètres  conjugués  sont  perpendiculaires  entre  elles,  et  Ton 
aura  aussi  les  égalités 

COS"  A'  +  COS*  fJt'  -|-  COS*  v'  =3  I, 

ces*  A"  +  COS*  II"  -j-  COS*  v"  =  i, 

COS*  A'"  +  COS*  fz'"  +  COS*  v'"  =.  I, 

ainsi  que  les  relations  inverses  cos*  A'-|-cos*  A^  +  cos*  A"'«  i,  etc. 
qui  sont  toujours  vérifiées  par  les  cosinus  directeurs  de  trois  droites 
perpendiculaires  issues  de  Torigine. 

f§5.  Équation  de  l'ellipsoide  rapporté  d  trois  diamètres  conjuguée. 
Nous  avons  vu  (N*  159)  que  la  surface  rapportée  à  trois  diamètres 
conjugués  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

Lx*  +  My*  +  Nz*=H, 
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ou  biea, 

5.    ï    î 

L      M      N 
Hais,  si  a',  6',  e'  sont  les  longueurs  des  demi-diamètres,  on  a 

»-*v/?'  ''-*v/I'  ''-*\/^- 

et  réquation  précédente  peut  s'écrire 

—  O-^-l-  — —    T 

Comme  il  y  a  une  infinité  de  diamètres  conjuguési  il  y  aura  une 
infinité  d*axes  obliques  pour  lesquels  Téquation  de  relilpsoïde  peut 
se  ramènera  la  forme  précédente.  Le  plan  x^=^a!  est  parallèle  &  yz, 
et  sera  le  plan  tangent  &  la  surface  i  l'extrémité  du  diamètre  aa'; 
il  rencontre  l'ellipsoïde  suivant  deux  droites  imaginaires  ayant  pour 
équations 


o. 


Puisque  le  diamètre  2a'  peut  passer  par  un  point  quelconque  de  la 
surfacCi  on  voit  que  le  plan  tangent  d  Pellipscïde  rencontre  toujours  la 
surface  suivant  deux  droites  imaginaires. 

tM.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  est  constante 
et  égale  d  la  somme  des  carrés  des  axes. 
En  e£Fet|  si  on  ajoute  membre  à  membre  les  égalités 

o'*  ==  o*  cos*  /'  -j-  6*  cos*  fx'  -|-  c*  cos*  v', 
6'»  =.  a«  co8«  A"  +  6«  cos«  fx"  +  c«  cos«  v", 

C'*  =  0«  COS«  A'"  +  6*  C08«  fx'"  +  c«  cos«  v"S 

il  viendra 

a'«  -j-  6'»  +  c'«  =  a*  +  6*  +  c% 
car,  les  directions  (A,  fx,  v)  sont  rectangulaires. 
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l§T.  Le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  diamètres 
conjugués  est  constant  et  égal  au  parallélipipède  construis  sur  les  axes. 

En  effet,  le  parallélipipède  construit  sur  a'fi\ff  est  égal  i  six  fois  le 
volume  de  la  pyramide  triangulaire  formée  avec  ces  demi-diamètres.  On 
aura  donc  (N"*  39)  pour  le  volume  du  parallélipipède 

V  = 


x'     y'    z' 

=  a6c 

cos  X'  cos  fx' 

cosv' 

x"    y"  z" 

cos  A"  cos  ^" 

cos  v" 

x'"   y'"  z'" 

cos  X'"  cos  fx'" 

cos  v'" 

Mais  on  sait  que  ce  dernier  déterminant,  en  tenant  compte  des 
relations  qui  existent  entre  les  quantités  A,  /x,  v,  a  pour  valeur  l'unité 
(NM4);donc  V=aa6c. 

1S§.  Diamètres  conjugués  égaux.  Pour  qu'un  système  de  trois 
diamètres  de  Tellipsoîde  soient  conjugués  et  égaux,  on  doit  avoir  les 
relations 

cos  X'  cos  A"  +  cos  /m'  cos  f*"  -|"  ^^^  ^'  ^^^  v"  =  o,  cos*  A'  -j-  cos'  /i'  +  cos*  v' 
cos  A' cos  A'"+cos  |*'cos  f*'"-|"  ^^^  ^'^^^  v'"=3  o,  cos*  A"+  cos*  fx"+  cos*  v" 
cos  A"  cos  A'" -j- cos  fx"  cos  |jt'"-+-  cosv"cosv'"=o;     cos*A'"+  cos*fx'"-|-  cos*y'" 

a*  cos*  A'  -j-  6*  cos  a'  +  c'  cos*  v'  =  a*  eos'  A"  -|-  6*  cos*  ^jl"  -^6*  cos*  v" 

=  a*  cos*  A'"  +  6*  cos*  fx"'  +  c*  cos*  v'". 

On  a  ainsi  huit  équations  entre  neuf  inconnues;  par  suite,  il  existe 
une  infinité  de  diamètres  conjugués  égaux.  Soit  a'  la  longueur  de  Tun 
d'eux;  on  aura  3a'*  =s  a*  -^  &'  +  c*,  et,  par  conséquent,  les  extrémités 
des  diamètres  conjugués  égaux  se  trouvent  sur  Tintersection  de  l'ellip- 
soïde avec  la  sphère  représentée  par  l'équation 

a*  4-  6*  +  c* 


=  1; 


189.  Trouver  les  aaces  d^une  section  centrcUe.  Considérons  un  plan 
mené  par  le  centre  et  qui  rencontre  la  surface  suivant  une  ellipse  dont 
nous  désignerons  les  axes  par  ap  et  29.  Soit  2c'  le  diamètre  perpendi- 
culaire au  plan  sécant;  les  demi-diamètres  p,  9,  c'  étant  rectangulaires, 
on  aura 


î)*~o*~c'*      o*~6*~c*  * 
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Mais  a,  (3,  y  étant  les  angles  du  diamètre  2c'  avec  les  axes,  on  a  aussi 

I  cos*  a  j^  cos*  P  1^  cos'  y 

Par  la  combinaison  de  ces  égalités,  il  viendra 

1,1  ^1^1^ /cos*  a  ,  cos*  |3  .  cos*  y\ 


ou  bien, 


I  j^  I        sin*  CL  I   sin*  6  |   sin*  y 


Menons  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  de  la  section;  soit  P  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  et  c''  le  demi- 
diamètre  du  point  de  contact.  Le  parallélipipède  construit  sur  les 
diamètres  conjugués  f>,  f ,  t!*  a  pour  mesure  Ppj;  par  suite, 

Pp9s=a6c; 
d'où 

I    cos*  a  j^  cos'  j3  j,  cos*  y 

Diaprés  les  relations  précédentes,  les  carrés  des  axes  de  la  section 
centrale  seront  les  racines  de  Téqualion 


I       I  /sin'g  ,  sin*|3  .  sin*  y\   ,   cos*  «  ,  cos*/3  ,  cos*; 
p*~p'\""â*      *"~6«"  "*      c*~y   »""6V'  •"'^^    '"lï'ô* 

Elle  peut  encore  se  mettre  sous  une  autre  forme;  en  chassant  d'abord 
les  dénominateurs,  il  viendra 

p*  (a*  cos"  a  -|-  6*  cos*  j3  +  c*  cos*  y)  —  p*  [6*c'  (i  —  cos*  a) 

+  o*c*  (i  —  cos*  /5)  4-  o*6*  (i  —  cos*  y)]  +  o*6*c*  =  o, 

ou  bien, 

p*  (a*cos*  a-j-6*cos*  jS+c*  cos*  y)+p*  (6'c*cos*  a+o*c*cos*P-["^*'^*  cos*y) 

+  [a«6«c*  —  p*  (6'c*  +  o*c*  +  a*6*)]{cos*  a  +  cos*  (34-  cos*  y)  ==.  o. 
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En  réunissant  les  termes  qui  multiplient  respectivement  cos*  a,  cos*  ^, 
cos*  y^  réquation  précédente  peut  s'écrire 

cos«  a  [ay  —  ay  (6*  +  c«)  +  a'^^c*]  +  cos«  (3  [6y  —  hy  (a«  +  c«) 
+  a*6*c*]  +  cos«  y  [c>*  —  cy  (o*  +  6«)  +  a*6«c«]  =  o, 
ou 

a»  cos*  a  (p«  —  6«)  (p«  —  c*)  +  6«  cos»  p  (p«  —  a«)  (p«  —  c*) 
-|-  c*  cos*  y  (p*  —  o')  (p*  —  6*)  =  o. 

Si  on  divise  par  le  produit  (p*  —  o')  (p*  —  6«)  (p«  —  c'),  on  aura 
finalement 


q}  ces*  a  j^  6'  cos"  P  1^  c'  cos*  y 
p*  -  tt*    '    o»  -  6*  "^  û«  —  c« 


Le  même  problème  peut  se  résoudre  d'une  manière  plus  directe  et  plus 
élégante  comme  nous  allons  l'indiquer.  Désignons  par  H  (a/,  /,  z*) 
l'extrémité  de  l'un  des  axes  de  la  section^  par  cosa%  cos/3',  cos/  les 
cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M  à  cette  courbe,  et  par  p  la 
longueur  OM,  0  étant  le  centre  de  la  surface.  Le  tangente  est  perpen- 
diculaire à  0M|  au  diamètre  ac'  et  à  la  normale  en  M  à  rellipsoîde  ;  par 
suite,  on  a  les  relations 

x'  cos  a'  +  y'  cos  P'  -|"  *'  ^®*  Y  =*  o> 
cos  a  cos  cf,'  -|-  cos  j3  cos  P'  +  cos  y  cos  y'  =  o, 
x'  cos  a'  j^y  cos  p'   ,  z'  cos  y' 

L'élimination  des  cosinus  de  la  tangente  donne,  en  supprimant  les 
accents, 

X         y         z 

cos  a    cos  |3     cos  y 


o; 
7« 


6« 


2 


=  o, 


OU  bien 


o«  COS  a  (6»  —  c*)  y«  4-  6*  cos  (3  (c*  —  a*)  «x  +  c*  cos  y  (a*  —  6*)  xy  =  o. 
C'est  l'équation  d'un  cdne  qui  passe  par  les  sommets  des  axes  de  la 
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section;  il  a  pour  génératrices  les  axes  de  la  surrace,  puisqu'en  égalant 
&  zéro  deux  coordonnées  l'équation  est  satisfaite;  de  plus,  on  vérifie 
facilement  que  le  diamètre  2c'  ainsi  que  le  diamètre  conjugué  du  plan 
sécant  sont  des  arêtes  du  cône.  Celui-ci  est  complètement  déterminé  par 
cinq  génératrices;  les  directions  des  axes  seront  les  droites  d'intersection 
de  ce  cAne  avec  le  plan  sécant* 
Cela  étant,  on  a  : 

x'«+y*  +  z'«  =  p«. 
En  divisant  par  p*  et  retranchant  ensuite  cette  équation  de  la  suivante  : 


on  trouve,  en  supprimant  les  accents, 


"a-?)+KH)+<^-?) 


o: 


c'est  l'équation  d'un  c6ne  qui  a  son  sommet  à  l'origine  et  qui  passe  par  le 
point  M.  Le  plan  tangent  en  ce  point  est  défini  par 

•<i-i)+»y(^-i)+«<^-i)-o. 

Ce  plan  passe  par  Torigine  et  aussi  par  la  tangente  MT,  comme  on  le 
vérifie  facilement;  il  coïncide  donc  avec  ]e  plan  sécant  représenté  par 
l'équation 

a?  cos  a  +  y  cos  (3-{-  z  cos  y  =  o. 
En  identifiant  les  deux  équations,  on  trouve 

a'  cos  a      6'  cos  P      c'  cos  7 

p«  —  o'      p"  —  6*      p'  —  c* 

et  comme  on  a  :    x'  cos  a  +y  cos  /3  -f-  z'  cos  y  =  o,    il  vient 

o*cos*«  ,  6*cos'8  ,  c'cos*y 

L î — L L  =30: 

p«  —  a«  ~  p»  —  6«  ~  p»  —  c«         ' 

c'est  l'équation  trouvée  précédemment. 

17 
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%   2.    HYPERBOLOÎDB   A   UNE    NAPPE. 

!•••  L*équatioii 

(i)        Lx«  +  My»  +  N««  =  H 

définit  une  surface  appelée  hyperboloîde  &  une  nappe,  si  Tun  des 
coefficients  du  premier  membre  est  négatif.  Supposons  que  la  constante  N 
soit  affectée  du  signe  —  ;  nous  aurons  à  considérer  Inéquation 

(2)        Lx«  +  My»  — N««  =  H. 

La  surface  rencontre  les  axes   rectangulaires  aux  points  dont  les 
coordonnées  seront  : 

yaO,      ««SO,      «=a±  W    -  ; 

2  =  0,    x  =  o,    y  =  ±%/  j^; 

x  =  o,    y  =  o,    «=±Y^-^; 
ce  qui  montre  qu'elle  ne  rencontre  pas  l'axe  des  z.  Posons 

«==^v/r'  *-=^\/r  ^==*=\/l' 

les  quantités  2a,  26  seront  les  longueurs  des  axes  réels  de  la  surface  ; 
on  regarde  aussi  2c  comme  étant  celle  de  Taxe  imaginaire.  Par  Tintro- 
duction  de  a,  6,  c  dans  l'équation  (2),  on  trouve  que  Thyperboloîde 
à  une  nappe  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes  est  représenté  par 
réquation 

(3)  ^+^-^=x. 

ou  bien, 


Il  en  résulte  que  les  sectioas  principales  seront  définies  par  des 
ëqnatioas  de  la  forme 


y„0,        --. 


Si  A  et  A',  B  et  B'  (Fig.  26)  désignent  les  points  de  rencontre  de  la 
aarfuse  avec  les  axes,  la  section  dans 
le  plan  des  xy  est  une  ellipse  qui 
renferme  ces  pointa;  elle  s'appelle 
tllipie  de  gorge;  les  deux  autres 
sections  sont  des  hyperboles,  la  pre- 
mière ayant  pour  ase  réel  aa  =  AA', 
la  seconde  26— =BB'. 


têt.  Seetiont  planet.  Cherchons 
d'abord  la  nature  des  intersections 
de  la  surface  par  un  plan  parallèle 
il  xy.  Vu   plan    zm=y    rencontre  fîi.w. 

l'hyperboloïde  suiraot  une  courbe  déterminée  par  les  équaUons 


-y  ?+!!■=■+?• 


L'intersection  sera  toujours  une  ellipse  réelle  quel  soit  y,  positif 
ou  négatif;  elle  augmente  indéfiniment  à  mesure  que  le  plan  sécant 
s'éloigne  de  l'origine. 

tin  plan  y^^,  parallèle  k  xt,  coupe  la  surface  suivant  une  courbe 
dont  la  projection  sur  xz  est  représentée  par 

a*     c*  fc' 

C'est  une  hyperbole  dont  l'axe  réel  est  parallèle  aux  x  aussi  longtemps 
que  |3<6;  elle  se  réduit  à  deux  droites,  si  P  =  6;  l'axe  réel  de  la 
eourbo  devient  parallèle  aux  s,  si  ^  ^  6. 
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On  verrait  de  même  que  la  section  faite  par  un  plan  x  &»  a,  paral- 
lèle à  yZj  est  une  hyperbole  dont  Taxe  réel  est  parallèle  aux  y,  si  le 
plan  sécant  se  trouve  entre  le  centre  et  les  sommets  A  et  A'  de  la 
surface,  et  parallèle  aux  z,  si  le  plan  sécant  est  à  une  distance  plus 
grande  que  a  de  rorigine. 

Enfin,  considérons  l'intersection  de  l'hyperboloïde  par  un  plan 
quelconque 

z  =  mx-{-ny  +p, 
La  projection  de  la  section  sur  le  plan  des  xy  aura  pour  équation 


--4--  — 


c« -''^ 


en  développpanty  le  bindme  caractéristique  B'  —  AG  se  présente  sous 
la  forme 

Phyperboloïde  peut  être  rencontré  par  un  plan  suivant  Tune  des 
trois  coniques:  une  ellipse,  si  a'm'4"  6*n' <[c*;  une  hyperbole,  si 
a*m*  +  6*n*>  c';  une  parabole^  si  a*m*-\-b*n*  ^=  c*.  On  satisfait 
à  cette  dernière  condition,  en  posant 

c  c 

fH  =»  -  cos  (p,         n=T sin  9, 

a  0 

9  étant  un  coefficient  indéterminé  ;  il  en  résulte  que  tout  plan  parallèle 
à  celui  qui  est  représenté  par  Téquation 


ex  .  cy  . 

J2  e=î  —  cos  9  -4-  -^  sin  9, 
a  b 


ou  bien. 


z      X  ,  y  . 

-  ==-  cos  9  +7-sin  9, 


rencontrera  la  surface  suivant  une  parabole. 

19%.  Sections  circulaires.  On  démontre,  comme  on  l'a  fait  pour 
rcllipsoïde,  que  les  plans  cycliques   de    rhyperboloide  s^bliennent 
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en  exprimant  que  le  cane 

(i-r.)"+(é-.^)»*-C^+r.)"-" 

se   réduit  h   deux   plans.  Posons   successivement  r*  =  a\    r^  e=s  6*, 
r*  =s  —  c*;  il  viendra  pour  les  plans  des  sections  circulaires 


'•(i+^)+Kr.+^)=°- 


Supposons  a'>6*>c*;  les  deux  dernières  équations  représentent 
des  plans  imaginaires;  la  première  peut  se  ramener  à  la  forme 

et  définit  deux  plans  réels  parallèles  i  Taxe  des  oc. 

Ainsi  rhyperbolotde  d  une  nappe  admet  deux  systèmes  de  plans 
cycliques  parallèles  au  plus  grand  des  deux  axes  réels, 

IM.  Cône  asymptote.  Lorsque  le  coefficient  H  est  nul,  Péquation  (2) 
devient  homogène  par  rapport  au\  coordonnées  et  se  réduit  à 

OU  bien, 

Elle  représente  une  surface  conique  réelle  qui  entoure  Taxe  imagi- 
naire de  l'hyperboloïde  défini  par  Téquation,  lorsque  H  est  différent  de 
zéro;  car  tout  plan  z^=y^  parallèle  à  xy^  rencontre  la  surface 
suivant  Tellipse 

qui  est  toi^ours  réelle  et  qui  augmente  indéfiniment  avec  y.  De  plus, 
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nous  allons  montrer  que  la  distance  entre  Thyperboloîde  et  le  cAne 
diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  qu'on  s'éloigne  sur  la  surface. 
Soient  M  (x,  y,  z),  N  (x,  y,  2;)  deux  points  situés  sur  une  parallèle 
aux  Zj  le  premier  appartenant  à  Thyperboloïde,  le  second  au  cAne, 
On  aura 

et,  en  retranchant  membre  à  membre. 


-z —  =s  I  ;        d  ou    Ç  —  X  = 


Lorsque  z  augmente  indéfiniment,  la  différence  Z  —  ^  diminue  de 
plus  en  plus  et  devient  nulle  k  la  limite  pour  z-boo;  ce  qui  montre 
que  les  deux  surfaces  se  rapprochent  indéfiniment  pour  se  toucher  à 
l'infini.  Cette  propriété  particulière  du  cône  représenté  par  l'équation  (4) 
lui  a  fait  donner  le  nom  du  cône  asymptote. 

Le  cAne  asymptote  doit  être  regardé  comme  un  cane  circonscrit  i 
rhyperboloïde  ayant  son  sommet  à  l'origine,  et  dont  la  courbe  de 
contact  est  dans  le  plan  à  l'infini.  C'est  ce  qui  résulte  d'ailleurs  des 
équations 

Lx»  +  My«  —  Nz»  =  H.        Lx»  +  My«  —  1V««  =  o; 

en  les  retranchant  membre  à  membre,  il  yient  l'équation  H  ss  o  4'up 
plan  à  l'infini. 

Enfin,  les  coeflBcients  des  variables  étant  les  mêmes  dans  les  équations 
du  cône  et  de  rhyperboloïde,  les  intersections  des  deux  surfaces  par 
un  plan  quelconque  seront  des  courbas  semblables  et  c^pcieolriques. 
Donc,  un  plan  qui  coupe  toutes  les  arêtes  d^une  même  nappe  du  cône, 
rencontrera  rhyperboloïde  suivant  une  ellipse;  un  plan  qui  coupe 
les  deux  nappes  du  cône,  suivant  une  hyperbole;  un  plan  parallèle  k  un 
plan  tangent  au  cône,  suivant  une  parabole. 

1#4.  La  discussion  précédente  nous  apprend  que  le  genre  hyper- 
)>oloïde  k  voe  nappe  comprend  toutes  les  surface  4u  second  ordre  k 
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deux  axes  réels,  illimitées  dans  tous  les  sens  et  resserrées  vers  leur 
milieu  dans  le  ? oisinage  de  l'ellipse  de  gorge.  Il  est  évident»  d'après  les 
observations  qui  précèdent^  que  les  équations 

ou  bien, 

définissent  la  même  surfacei  seulement  l'axe  imaginaire  de  la  première 
est  dirigé  suivant  Taxe  des  y,  et  celui  de  la  seconde  suivant  l'axe  des  x. 
Lorsque  l'un  des  coeflBcients  du  premier  membre  est  nul  dans  l'équa- 
lion  (2),  il  vient 

on  bien, 

?~?~^*        ¥~7^^'        ^+6^'"'' 

rhyperboloide  se  réduit  à  un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique. 

Si  M  s=s  N  s=  o,  on  a  Lx*  =  H,  ou  deux  plans  parallèles. 

Enfin,  lorsque  les  coefficients  L  et  M  sont  égaux,  l'équation  de  la 
surface  devient 

ou  bien, 

et  tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  z  coupera  la  surface  suivant 
un  cercle;  Thyperboloïde  est  de  révolution  autour  de  cet  axe. 

Ainsi  le  genre  byperboloïde  à  une  nappe  comprend  comme  variétés, 
rhyperboloîde  de  révolution,  le  cAne,  le  cylindre  elliptique  et  hyperbo- 
lique, deux  plans  parallèles. 

195.  Ginératrices  reetilignes.  L'hyperboloïde  k  une  nappe  peut  con- 
tenir une  droite  dans  toute  son  étendue,  car  nous  avons  constaté  qu'un 
plan  parallèle  à  xzy  mené  à  l'extrémité  de  l'axe  26,  coupe  la  surface 
suivant  deux  droites  réelles.  Nous  allons  démontrer  l'existence  de  deux 
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systèmes  de  droites  entièrement  contenues  dans  la  surface.  On  les 
appelle  génératrices  reelilignes  de  l'hyperboloïde,  parce  qu'elles  servent 
à  Tengeudrer  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite. 
Soient 

les  équations  d'une  droite.  Pour  qu'elle  soit  entièrement  eontenoe 
dans  la  surface 

?  +  6«  ■"?■"'' 

il  faut  que  l'équation 

(mz  +  p)'      {nz  +  qy      z» 
a*        "^       6*  c^~ 

soit  satisfaite  quel  que  soit  z;  par  suite,  les  paramètres  doivent  vérifier 
les  relations 

m*  ,  fi*       I  mp  ,  nq  p*  ,  a* 

La  dernière  équation  montre  que  la  trace  de  la  droite  sur  xy  doit 
se  trouver  sur  Tellipse  de  gorge;  la  seconde  nous  donne  les  égalités 

m  n  I 


déduit 

a 
a 

P 

b 
6" 

m  = 

e 

W 

On  en 

/a*     6» 
oe                  ae 

abc 

Ainsi,  p  et  9  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse  de  gorge, 
ces  valeurs  indiquent  qu'il  existe  deux  systèmes  de  génératrices,  et  seule- 
ment deux,  dont  les  équations  seront  de  la  forme 

/  X  oq  àp      . 
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Si  on  désigne  par  9  un  angle  auxillairei  on  peut  poser,  pour  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  de  gorge, 

p  =  a  cos  9y        9  =s  6  sin  9  ; 

et  les  équations  des  génératrices  rectilignes  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

(2)     -=B-sin  9 -1-^08  9,         ^= cos9-|-8in9; 


a      c 


b 


-  = sin  0  +  cos  9,         7  ==  -  cos  9  +  sin  9. 

a  c  6c'         ^ 

On  vérifie  à  posteriori  que  ces  droites  sont  sur  Thyperboloïde;  car 
en  élevant  les  équations  (2)  ou  (2')  au  carré,  et  en  les  ajoutant 
membre  à  membre,  on  retrouve  l'équation  de  la  surface.  L'équation  de 
rhyperboloïde  conduit  encore  à  une  nouvelle  forme  des  équations  des 
génératrices.  En  effet,  on  en  tire 


ou  bien, 


e+OG-7)=o+i)(-!) 


Posons  les  deux  systèmes  d'équations 

A  et  p  étant  deux  paramètres  arbitraires,  elles  définissent  deux  systèmes 
de  droites  situées  sur  l'hyperboloïde  ;  car  en  multipliant  les  égalités 
(3)  ou  (3')  membre  à  membre,  on  reproduit  l'équation  de  la  surface. 
Si  on  écrit 


—  Mô- 
les équations  précédentes  peurent  encore  se  mettre  sous  la  forme  abrégée 

a 

(4)    «  — Ap  =  o,        y_-t=o; 

s  3 

(4')    a  — f*^  =  o,        y  —  Eco; 
et  réquation  de  la  surface  est  alors  ay^^pi. 

flM.  Par  chaque  point  de  VkypnhoMde^  Upasêe  une  ginérairice  de 
chaque  m/etème  et  une  eeule. 

Soient  (xiyiici)  un  point  de  la  surface,  et  04,  |3i,  yi,  di,  les  yaleurs 
correspondantes  des  polynAmes  a,  |3,  j^,  d.  On  aura,  pour  déterminer 
A  et  f^9  les  équations 

ai  — /pi  — o,    yi— -î-  =  o,    ai— /x^i««o,    yi =0, 

3 

avec  la  condition  «lyi  sa  jSidi  ou  «^  =-^*  On  en  déduit 

'  Pi     yi 

^       ««      -j      d|  ai  j3i 

Pi  y*  oi  y* 

mais,  d'après  Téquation  de  la  surface,  les  deux  valeurs  de  A  ainsi  que 
les  deux  valeurs  de  |x  coïncident;  il  7  aura  une  droite  de  chaque  système 
et  une  seule  qui  passe  par  le  point  donné. 

197.  Deux  giniratrices  d'un  même  système  ne  se  rencontrent  pas. 
Considérons  deux  droites  du  premier  système 

a  — /ip  —  o,         y  — r-  =  o, 

a  — A«(3  =  o,         y  — —  =  0, 

qui  correspondent  à  deux  valeurs  distinctes  du  paramètre  A.  Si  on 
retranche  membre  k  membre  les  équations,  il  vient 

(A,-A,)/3  =  o.         (l.-^)s^o. 

Ces  équations  ne  peuvent  subsister  en  même  temps  à  moins  que 
|3  es  ^  =  o,  ce  qui  est  impossible. 


-  267  — 

1M.  Deux  génératrkeê  de  sytHème  différent  eeni  dans  un  mtmeplan. 
L'équation 

OÙ  k  est  un  coeflScient  indéterminé,  représente  un  plan  quelconque 
mené  par  une  droite  du  premier  système.  Exprimons  qu'il  passe  par  là 
droite  (4')  :  en  éliminant  a  et  y^  il  vient 


("-O'+C.-*)^- 


o. 


Hais,  si  la  seconde  droite  est  dans  un  même  plan  avec  la  première, 
cette  équation  doit  être  satisfaite  quels  que  soient  |3  et  d;  ce  qui  a  lieu  si 
A  SS3  AfX.  Donc  le  plan  représenté  par  Téquation 


D 


renferme  les  génératrices  de  système  différent,  l'équation  précédente 
en  Xf  y,  z,  peut  se  ramener  à  la  forme 


Lorsque  les  génératrices  différentes  ont  des  équations  de  la  forme 

* 

X      z  y  z 

^  8sa  .  sin  9  +  cos  9,       ^  = cos  ç  +  sin  ç, 

X  Z  U        Z 

-= sinœ'  +  cos©'       ?  =  -  cos  ©' +  sln  ©', 

a  c'         ^         6e^'         ^ 

on  trouve,  en  exprimant  que  le  plan 

( sîn  9  —  cos  9  )  -j-  fc  (  ^  -j-  -  cos  <p  —  sin  9  j  =  o 

passe  par  la  seconde  droite, 

.  sîn  -  (9  +  9') 

,      sm  9-}-sin  9'  2  ^     '   ^ 

cos  ©  4-  cos  9'  I  ,      ,      ,. 

^   '         ^       cos  -  (9  4-  <p') 
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L'ëquation  da  plan  des  génératrices  est  alors 

Îco8^(9  +  90+|sin^(?  +  (p0+^8ini(ç'-«ç)  =  cosi(9'— 9). 

!•••  Générairiees  parallèles.  Pour  que  deux  génératrices  de  système 
différent 

-  =  -  sin  (D  +  cos  Q),        i  =s— -  cos  9  +  sin  q>, 
a      e       ^  *        ^         a  c        ^   '        ^' 

X  z  y      z 

-« sin  9'  +  cos  9^        î  =  "  ^^^  ¥  +  ®*^  9' 

Cv  c  oc 

soient  parallèles^  on  doit  avoir  sin  9=»  —  sin  9^  cos9e=>  — COS9'; 
par  suite,  9'  =  9  +  180^;  d'où  9'  —  9  &a  180%  et  l'équation  du  plan 
de  deux  génératrices  parallèles  sera 

X  y  z 

-  sin  9  —  f  cos  9 :=  o. 

a       ^      b       ^      e 

Ainsi,  les  génératrices  parallèles  sont  dans  un  plan  passant  par  le 
centre  de  la  surface. 

906.  Génératrices  perpendiculaires»  Les  deux  droites 

X      z  y  z 

-=-sin9  +  eos  9,        7  = cos  9  + sin  <p, 

a      e       ^   ^  0  c* 

-  aas sin  9'  +  cos  9',        f =-  cos  9'  +  sin  9', 

a  c  *  0      e 

sont  perpendiculaires  avec  la  condition 

(a)        a*  sin  9  sin  9'  -[-  ^*  cos  9  cos  9^  —  c*  a=  o. 

Mais,  les  équations  des  génératrices  donnent  les  égalités 

/x  \«      ««  /x  \*      z* 

l cos  9  j  =—  sin*  9,         ( cos  9'  I  =  -^-sin  9'; 

de  sorte  que  cos  9  et  cos  9'  sont  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré 


(X  \«      ir» 

-  — COS9J  =-,(i— cos«9), 
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ou  cos  q>  dësigae  rinconnue.  Oa  trouve  facilemeaty  pour  le  produit  des 
racines,  l'expression 

a'      c* 

cos  ©  •  cos  ©'  = • 

De  même,  sin  f  et  sin  9'  seront  les  racines  de  l'équation 

r|— sinçj  =^(1  — 8in«9); 


d*où  Ton  déduit 


sin  9  •  sin  9'  = • 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  relation  (a)  ;  il  viendra 

«•(^::)+K^r:)=K'+?> 

ou  bien 

oV  ,  6'a;*      ,  ,  ,  ,,^/x*  .  y*        \        .   ,     . 
-f+^-(«'  +  t*)(„-i+|i-i)  =  c'  +  ^*. 

En  effectuant  les  réductions,  on  obtient  finalement 

x»  +  y«  -{-  z^  =  a«  +  6«  —  c« . 

Donc,  les  points  de  Thyperboloïde  où  les  génératrices  se  coupent  à 
angle  droit  appartiennent  à  la  ligne  d'intersection  des  surfaces 

901 .  Les  projections  des  génératrices  sur  le  flm  des  xy  sont  tan- 
gentes à  Fellipse  de  gorge* 

£n  effet,  si  on  élimine  la  variable  z  entre  les  équations 

X        Z  V  z 

-.  =:  -  sin  <p  +  cos  9,     f  =  —  -  cos  9  +  sin  9 
a      c  ^  b  ç 
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où  trouve 


l cos  9  )  cos  9  4"  (  L  —  sin  9  1  sîn  9  =  o, 


ou  bien, 


-C08  9+f  8in9s=i  : 
a  b 


équation  qui  représente  une  tangente  à  l'ellipse 

sot.  Le  lieu  des  droites  menées  par  le  centre  parallèlement  aux 
génératrices  est  le  cône  asymptote. 

Une  droite  menée  par  l'origine  parallèlement  à  la  génératrice 

est  définie  par  les  équations 


On  en  déduit 


aq  bp 

bc  ^      ^  ac 


aey  bcx 

P bz'    '  =  «' 


en  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation 

il  viendra  pour  le  lieu  cherché,  Téquation 

qui  représente  le  cAne  asymptote. 

CoROLUÎBE.  TVoîa  génératrices  d^un  même  système  ne  sont  jamais 
parallèles  à  un  même  plan;  car  si  ce  parallélisme  existait,  les  trois  arêtes 
du  cdne  asymptote  parallèles  aux  génératrices  seraient  dans  un  même 
plan,  ce  qui  est  impossible. 
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tM.  Le  produit  des  êinus  des  angles  d'une  gMnftriee  quelconque 
avec  les  plans  cycliques  est  constant. 
Si  a  >  6,  les  plans  cycliques  sont  détermibés  par  l'équation 


Hh~)-"(j-H)- 


Considérons  une  arête  du  cdne  asymptote  passant  par  un  point  H  de 
cette  surface;  elle  sera  parallèle  à  une  certaine  génératrice  de  Thyper- 
boloîde.  Abaissons  du  point  M  les  perpendiculaires  HP,  HP'  sur  les 
plans  cycliques.  Les  coordonnées  du  point  H  vérifient  l'équation 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

le  premier  membre  est  alors  égal  à  celui  de  Téquation  des  plans  cycliques, 
et  si  on  divise  par  l'expression 

il  devient  égal  au  produit  MP«MP';  par  suite,  l'équation  précédente 
peut  s'écrire 

OH  est  la  distance  du  point  M  au  centre  de  la  surfaee.  Cela  étant,  soient 
a  et  a'  les  angles  de  l'arrête  OM  avec  les  plans  cycliques;  on  aura 
MP  =3  OM  sin  a,  MP'  =  OM  sin  a\  En  substituant,  il  vient  finalement 

b*e* 

sin  asin  a'  = ; 

o'  (6'  -j-  c') 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

S04.  Génération  rectiligne  de  Vhyperboloïde.  Le  mouvement  d'une 
droite  dans  l'espace  est  complètement  déterminé,  si  elle  est  assujettie 
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&  s'appuyer  sur  trois  droites  fixes  dou  situées  deux  &  deux  dans  un  mâme 
plan;  car  prenons  uq  point  H  sur  la  première  et  menous  par  ce  point  - 
deux  plans,  l'un  passant  psr  la  seconde  droite,  l'autre  par  k  troisième; 
ces  plans  sont  déterminés,  et  leur  intersection  sera  la  droite  unique  qui 
jouit  de  la  propriété  de  passer  par  le  potnl  H  de  la  première  droite  et  de 
rencontrer  les  deux  autres.  Par  chaque  point  de  U  première  droite  fixe, 
on  pourra  toujours  mener  une  droite  semblable,  de  sorte  que  le  lieu  des 
différentes  positions  de  la  droite  mobile  sera  une  surrace  unique  et  bien 
déterminée. 

Il  résulte  des  propriélés  des  génératrices,  qu'une  droite  de  chaque 
système  rencontre  toutes  les  droites  de  l'autre  ;  donc,  si  on  prend  trois 
génératrices  du  premier  système,  et  si  on  fait  mouvoir  une  droite  qui 
s'appnie  constamment   sur   ces  génératrices,  on  engendrera  Thyper- 
boloide;  car  il  ne  peut  exister  deux  droites  distinctes  qui  rencontrent  les 
génératrices  aux  trois  mêmes  points  ;  la  droite  mobile  doit  reproduire  par 
son  déplacement  toutes  les  droites  du  second  système. 
On  peut  démontrer  directement  que  toute  surface  engendrée  par  U 
mouvement  d'une  droUe,  fui  s'appuie  constam- 
ment sur  trois  droites    non  parallèles  à  vn 
même  plan  ni  sUuées  deux  à  deux  dans  un 
plan,  ut  un  hyperboloîde  d  une  nappe. 

Afin  de  simplifier  la   démonstration   de  ce 

théorème,  menons  par  chaque  droite  donnée 

deux  plans  respectiTcmenl  parallèles  aux  deux 

autres  de  manière  à  former  un  parallélipipède; 

plaçons  l'origine  au  centre  0,  et  prenons,  pour 

''  les  axes  des  coordonnées,  des  droites  parallèles 

aux  arêtes.  Si  on  désigne  par  2a,  zb,  2c  les  longueurs  des  arêtes,  les 

équations  des  droites  fixes  D„  Di,  Di  seront 

(D,)       » ''  (D.)       '-"'  (D.)       '--'• 

On  peut  regarder  la  ligne  mobile  comme  étant  l'intersection  de  deux 
plans,  l'un  passant  par  la  droite  Di,  l'autre  par  la  droite  Dt;  les  équa- 
tions de  ces  plans  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 
z_c  —  X(y  +  t)  =  o, 
Z'\-c  —  fi  (x  —  a)  ^  o. 
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Il  faut  maintenant  exprimer  que  cette  ligne  rencontre  la  droite  Ds. 
Or,  si  on  retranche  les  équations  précédentes  membre  à  membre,  il  vient 

2C  —  fjL{x  —  a)  "1-  A  (y  -}-  6)  =  o  ; 

par  soite,  d*après  les  égalités  (Ds),  on  aura,  pour  la  condition  de  ren- 
eontre  avec  Ds,  Téquatidn 

z  ——  c       z  ^—  c 
Si  on  remplace  A  et  f*  par   leurs  vaileurs    — —7  >    — - —  1     on 

y  +  6      x-^^a 

trouvCi  après  les  réductions, 

ayz-\-bzX'{-cxy'\'abe'=Of    ou  bien,     ^-| h    ^4"  1=0. 

Cette  équation  étant  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  ligne  mobile  pendant  son  déplacement  représente  la  surface 
engendrée;  elle  est  du  second  degré,  et  donne  lieu  à  l'équation  en  S 

4S«  —  (o»  +  6«  +  c«)  S  —  a5c  =  o 

qui  admet  deux  racines  négatives  et  une  racine  positive.  Donc  la  surface 
rapportée  à  ses  axes  sera  de  la  forme  /x*  -|-  my'  —  nz*  =  abc  après 
avoir  changé  le  signe  des  deux  membres;  c'est  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

Pour  démontrer  le  théorème  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  les 
axes  des  coordonnées,  considérons  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  plan  et  définies  par  les  équations 

(Di)      a  =  o,         P  =  o; 
(D,)      y=.o,         3  =  0; 

âc,  ^,  y^  3  sont  des  fonctions  du  premier  degré  en  x,  y,  z.  Les  équations 
de  la  troisième  droite  D5  peuvent  s'écrire 

(n\       '«  +  '»7  +  P^  =  o» 
^■^V       m(3  +  yy  +  s*  =  o. 

Une  droite  qui  rencontre  les  deux  premières  est  représentée  par  des 
équations  de  la  forme 

a  — Àl3  =  o,         y  —  |t«')  =  o. 

18 


—  ^n  - 

Bxpriindiis  qu'elle  reacoatre  la  droite  D»  ;  oq  aura 

/X(3  -|-  n^6  -}-  pi  =  o, 
m|3  -|-  qijii  +  «  J  =  o  ; 

d'où 

Eq  éliminant  les  paramètres  A  et  /x,  on  trouvera,  pour  l'équation  de 
la  surface  décrite  par  la  ligne  mobile, 

m(3  (ny+p3)  =  la  {qy  -|-  «i). 

906.  Génération  de  Vhyperholoïde  par  deux  faisceaux  homograpkiqves. 
Si  la  surface  est  représentée  par  Féquation  a.y=>^y  une  génératrice  du 
premier  système  est  définie  par 

a  —  A(3  =  o,         i  —  Ay  =  o. 

Ces  équations  prises  isolément  représentent  deux  faisceaux  homogra- 
phiques,  l'un  ayant  pour  aréle  la  droite 

l'autre  la  droite  d  =  Oy  y=so.  De  là  cette  propriété  :  Si,  par  deux 
droites  fixes,  on  mène  des  plans  passant  par  les  génératrices  d'un  même 
système  de  rhyperboloîde,  on  obtient  deux  faisceaux  homographiques. 

Réciproquement,  dans  deux  faisceaux  homographiques  ayant  pour 
arêtes  des  droites  quelconques,  les  plans  correspondants  se  coupent 
suivant  les  génératrices  d'un  hyperboloîde.  En  effet,  soient 

deux  droites  fixes;  les  faisceaux  homographiques  qui  ont  ces  droites  pour 
arêtes  sont  définis  par  les  équations 

a  —  >|3  =a  o,         s  —  kly  =^  o, 

où  k  est  une  constante  et  A  un  paramètre  arbitraire.  En  éliminant  A,  oa 
trouve  l'équation 

qui  représente  une  surface,  lieu  des  droites  d'intersection  des  plans  cor- 
respondants des  deux  faisceaux;  c'est  un  hyberboloïdo  à  une  nappe. 
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900.  Plan  tangent;  normale.  Le  plan  tangent  en  un  point  (x'^V)  de 
rhyperboloïde 


aura  pour  équation 


Si  on  la  compare  avec  l'égalité 

X  C08  a  -|-y  cos  (3  +  z  cos  7  =3  P, 
on  trouTC  les  relations 

cos 


d*oà 


a      x'      cos  (3      y'      cos  y  z\ 

7î'       p         m'       p  iT» 


a*  cos*  a -|- 6*  cos' (3  —  c*cos*y      x'^^^y'*      z'* 

P^  ""ï'  +  ô»'""?™'' 


par  suite,  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  aura 
pour  expression 

p«  aa  a"  cos*  a  +  6*  cos*  /3  —  c*  cos*  y. 
Les  équations  de  la  normale  seront  de  la  forme 

On  démontre,  comme  on  Ta .  fait  pour  reUipsoïde,  les  théorèmes 
suivants  : 

i^  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur  trois  plans 
tangents  rectangulaires  est  constante. 

2*  Le  lieu  du  sommet  d'un  trièdre  trirectangle  circonscrit  d  l'hyper^ 
boUnde  est  la  sphère  représentée  par  f  équation 

3"*  Par  un  point  donnée  on  peut  en  général  mener  six  normales  à  la 
surface  et  ces  droites  sont  sur  un  même  cône  du  second  ordre. 

SOT.  Plan  diamétral.  L'équation  du  plan  diamétral  conjugué  dMn 
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diamètre  (k,  fJi»  v)  de  l'hyperboloïde 


est  de  la  forme 


ou  bien. 


^9  y'i  ^'  étant  les  coordonnées  de  Textrémité  du  diamètre. 

Lorsque  la  direction  (A,  |tji,  v)  est  intérieure  au  cAne  asymptote,  les 
cordes  parallèles  rencontrent  les  deux  nappes  de  cette  surface;  par  suite, 
le  plan  diamétral  coupera  le  c6ne  en  un  point  et  l'hyperboloïde  suivant 
une  ellipse,  puisque  les  intersections  sont  des  courbes  semblables.  Si  la 
droite  (À,  |x,  v)  appartient  au  cAne  asymptote,  le  plan  diamétral  devient 
tangent  au  cAne,  comme  l'indique  la  seconde  équation.  EnGn,  lorsque  le 
diamètre  (X,  |x,  v)  est  en  dehors  du  cône  asymptote,  les  cordes  rencon- 
trent une  même  nappe  en  deux  points;  le  pian  diamétral  coupera  le 
cdne  suivant  deux  droites,  et  l'hyperboloïde  suivant  une  hyperbole. 

90§.  Diamètres  conjugués.  Si  on  rapporte  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
à  trois  diamètres  conjugués,  son  équation  est  de  la  forme 

Laf«+My*  — Nz«  =H; 
ou  bien, 

h'»"h""h"'^* 


M 


Posons 


-■-^vl'  ''-^v/I-  "■=*\/1' 


l'équation  précédente  deviendra 

2tt',  2b',  2c'  sont  les  longueurs  des  diamètres. 
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Lorsque  le  plan  a'b'  rencontre  la  surface  suivant  une  ellipse,  le 
diamètre  conjugué  de  ce  plan  est  intérieur  au  cAne  asymptote,  tandis 
que  si  la  section  du  plan  a'b'  est  une  hyperbole,  le  troisième  diamètre 
sera  en  dehors  du  cAne.  Donc,  parmi  les  trois  diamètres  conjugués, 
il  y  en  a  toujours  un  qui  ne  rencontre  pas  rhyperboloîde. 

Si,  par  l'extrémité  du  diamètre  réel  a',  on  mène  un  plan  parallèle 
à  celui  des  deux  autres  diamètres,  il  sera  tangent  à  la  surface  et  ren- 
contrera celle-ci  suivant  deux  droites  réelles  représentées  par  les 
équations 

6'«      c" 

Ainsi,  le  plan  tangent  à  Fhyperboloïde  d  une  nappe  rencontre  la 
eurface  suivant  deux  droites  réelles;  ce  sont  les  génératrices  qui  passent 
par  le  point  de  contact.  Les  plans  tangents  aux  différents  points  d*unc 
même  génératrice  renferment  tous  cette  droite;  mais  ils  seront  distincts 
les  uns  des  autres,  car  ils  doivent  passer  chacun  par  une  génératrice 
différente  de  l'autre  système. 

900.  Relations  entre  les  longueurs  des  diamètres  conjugués.  Soient 
2a',  26',  2c/  trois  diamètres  conjugués.  Supposons  que  le  plan  a'V  ren- 
contre la  surface  suivant  une  ellipse;  il  coupera  aussi  le  plan  desrcy 
suivant  un  diamètre  que  nous  appellerons  a.  Si  (3  est  le  diamètre  con- 
jugué de  a  dans  Tellipse  d'intersection,  on  aura  a"-|-6'*  =  a'-]-|5*; 
par  suite  o'*  -j-  6'*  —  c"  =  a'  -{-  j3'  —  c'*.  D'un  autre  cété,  désignons 
par  y  le  diamètre  conjugué  de  a  dans  l'ellipse  de  gorge;  le  plan  diamé- 
tral conjugué  de  la  droite  a,  intersection  des  plans  ab  et  a'b'  rencontrera 
la  surface  suivant  une  hyperbole  et  renfermera  les  diamètres  y,  c\  c,  P; 
y  et  c  ainsi  que  c'  et  |3  étant  conjugués  dans  la  section,  on  aura  la  relation 
y*  —  c*  =  (3»  —  c'*  ;  par  conséquent,  «*  +  7'  —  c*  »=  «■  +  jS*  —  c'*. 
Enfin,  en  remarquant  que  a*  +  y*  =  a*  +  ^^'i  "^  viendra 

o'«  -f-  6"  —  c'«  =  a«  +  6»  —  c«; 

c'est  la  relation  correspondante  du  N®  i86. 

De  plus,  en  se  rappelant  que  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  d'une  conique  est  constante,  on  aura  suc- 
cessivement 

vol.  (a'fc'c')  =  vol.  (a/3c')  =  vol.  {ayc)  =  vol.  {abc). 
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DoDCy  le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  diamètres 
conjugués  de  Vhyperholoide  à  une  nappe  est  constant  et  égal  au  parais 
lélipipède  construit  sur  les  axes. 


S   S.    HTPBRBOLOÏDB  A   DEUX   NAPPES. 


910.  L'hyperboloîde  à  deux  nappes  est  la  surface  représentée  par 
l'équation 

lorsque  deux  coefficients  sont  négatifs  dans  le  premier  membre.  Soient 
M  et  N  ces  coefficients;  en  mettant  leur  signe  en  éyidence,  nous  aurons 
à  considérer  Féquation 

■ 
La   surface  rencontre  les  axes  aux  points  qui  correspondent  aux 

égalités 
.  ^r  suite,  elle  rencontre  Seulement  l'axe  des  or.  Posons 

-*\/!.  »-*v/I.  '-^\/ï- 

,  réquation  de  rhyperboloide  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


oc*      y*      z^ 


2a  est  la  longueur  de  l'axe  réel;  26  et  2C  celles  des  axes  imaginaires. 
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Les  sections  principales  sont  déterminées  par  les  équations 


les  deux  premières  représentent  des  hyperboles  ayant  pour  axe  réel  2a; 
la  troisième  définit  une  ellipse  imaginaire. 

SU.  SeetioM  planes.  Un  plan  parallèle  &  yz  rencontre  la  surface 
suiranl  la  courbe 

e'eatnneellipBejmagiaaire  aussi  longtemps  que  «<  a,  et  réelle  si  «>  a; 
elle  se  réduit  à  nn  point,  si  a  s=  a. 

Les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  aux  autres  plans  coordonnés 
auront  des  équations  de  la  forme 

elles  représentent  des  hyperbolesdont  l'axe  réelest  toujours  parallèle  anx  x. 

Enfin,  soit  x  =^  tny -\- nz -\- p 
un  plan  quelconque  ;  il  rencontre 
l'byperboloTde  suirant  une  co* 
nique  dont  la  projection  sur  yz 
est  déterminée  par 
(my+na+p)'  S^  _i*  , 
o"  6«     c' 

En    développant,    on    trouve  fij.  is. 

que  le  binâme  B*  —  AC  a  pour  expression 


-  280  — 

L'intersection    peut   être   Tune  des  trois  coniques;  une  ellipse,  si 

6"m*+^'''*  <^*î  ""®  hyperbole,  si  6'iw*-|"<^*'**>  ^î  ^^^  parabole, 
si  6'm' -{- c'n' ss  a'.  On  satisfait  à  cette  dernière  condition  en  posant 

«=%.9,    n^^sin,;  il  en  résulte  que  tout  phn  p.ndlèle  &  celui 

0  c 

qui  est  défini  par  Tëquation 

X      y  z 

—  s=^  cosŒ  +  -sin  9 

a      h       ^      c       ^ 

donnera  une  section  parabolique. 

%t%.  Seciionê  eireulaires.  Si  on  retranche  membre  à  membre  les 
équations 

il  Tient 

'•(f.-r.)-»-(è+r.)-"'(f.+?)-»' 

qui  représentera  deux  plans  en  posant  successiyement  r*=o*,  r*= — 6*, 
r*  =3  —  c*;  ce  qui  donne,  pour  les  équations  des  plans  cycliques, 

'■(r.+?)-»'G-r.)-°- 

Supposons  6>e;  la  seconde  équation  peut  se  ramener  à  la  forme 

o  c 

et  représente  deux  plans  réels  passant  par  l'axe  des  y;  les  autres  plans 
cycliques  sont  imaginaires.  Donc,  Vhyperbolotde  d  deux  nappes  admet 
deux  systèmes  de  plans  cycliques  parallèles  au  plus  grand  des  axes 
imaginaires. 
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On  trouyera  aussi»  comme  dans  Tellipsoïde,  que  les  ombilics  sont 
réels  et  déterminés  par  les  coordonnées 

91  S.  Cône  asymptote*  Lorsque  le  coefficient  H  est  nul  dans  l'équation 
de  rhyperboloïde  à  deux  nappes,  on  a  Téquation  homogène 

Lx*  —  My«  —  Nz'  =  o, 
ou  bien 

X*      y*      z* 

elle  représente  un  cône  dont  le  sommet  esta  Torigine;  tout  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  x  le  rencontre  suivant  une  ellipse  réelle 

ce  cAne  est  donc  elliptique  et  entoure  l'axe  réel  de  la  surface.  De  plus,  il 
edt  asymptote  à  l'hyperboloîde  ;  car  si  on  considère  deux  points  M  (x,  y,  ti) 
N  (^9  y>  0  des  deux  surfaces  situés  sur  une  parallèle  à  Taxe  des  z\ 
on  aura 

et,  par  soustraction^ 

- —  =  I  ;    d  ou    Ç  —  2  = 


Il  s'ensuit  que  2^  est  plus  grand  que  z,  et  que  la  différence  2^  —  z 
tend  vers  o  pour  des  valeurs  croissantes  de  z  :  les  deux  surfaces  se 
touchent  i  Tinfini,  le  cAne  est  asymptote  à  l'hyperboloîde. 

914.  Si  on  applique  la  discussion  précédente  aux  équations 

—  Lx«  +  My«  —  N«*  =  H,     -  Lx*  -  Mj/«  +  Nz«  =H, 
ou  bien 


1 
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on  verra  qu'elles  représentent  deux  hyperbololdes  à  deux  nappes  dont 
Tun  a  pour  axe  réel  26,  l'autre  ac. 

Lorsque  Fun  des  coefficients  est  nul  dans  Lx^  —  My*  —  Nz*  =  H, 
fl  yient  des  équations  de  la  forme 

Lx«  —  Nz«  =  H,        —  My*  —  Nz«  =  H, 
ou  bien 


X* z* y*j^*' 


et  rhyperboloïde  se  réduit  à  un  cylindre  hyperbolique  réel  ou  &  un 
cylindre  elliptique  imaginaire. 

Si  M  =  Ns=o^  il  vient  Téquation  Lx*  =  H  qui  représente  deux 
plans  parallèles. 

Enfin,  si  M  SB  N,  on  a  l'équation 

X*      fi*  4-  «• 
Li«  _  M  (y* -1- z«)  =  H    ou     __?LJll=  r, 

• 

qui  définit  un  hyperboloïde  de  révolution  autour  de  Taxe  des  x^ 
car  tout  plan  perpendiculaire  &  cet  axe  coupe  la  surface  suivant  nn 
cercle. 

En  résumé,  le  genre  hyperboloïde  &  deux  nappes  comprend  tontes 
les  surfaces  à  centre  à  une  aie  réel,  composées  de  deux  parties  illimitées 
laissant  entre  elles  un  espace  vide;  elles  peuvent  être  coupées  par  un 
plan  suivant  Tune  des  trois  coniques  et  admettent  des  sections  circu- 
laires parallèles  au  plus  grand  des  axes  imaginaires;  elle  sont  toujours 
enveloppées  par  un  cône  elliptique  qui  leur  est  asymptote. 

Ce  genre  renferme,  comme  variétés,  Thyperboloide  de  révolution, 
le  cône,  le  cylindre  hyperbolique  et  deux  plans  parallèles. 

t15.  Plan  tangent;  normale.  Le  plan  tangent  en  un  point  M  {x'y'z') 
de  rhyperboloïde  &  deux  nappes  est  représenté  par  l'équation 

xx'      y  y'      zz' 

En  identifiant  cette  équation  avec  la  suivante 

a:  cos  a  -j-y  ^08  i^  +  «  cos  7  =  P, 


Ik  1  V  ^AM 
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hiiies 

cos  a      x' 

p  -^' 

cos  j3          y' 
P            6«' 

cos  y          «'  _ 
P    "*      c»' 

d*où  on  tire 

P«  s=3  a*  cos*  a  —  6*  cos*  P  —  c*  cos*  y. 

Les  équations  de  la  normale  seront  de  la  Corme 

On  démontrera,  comme  dans  réllipsoîde,  les  théorèmes  suîyaDts  : 
i®  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  sur  trois  plans 

tangents  rectangulaires  est  constante  et  égal  d  a*  —  6*  —  e*. 
2*  Le  sommet  iun  trièdre  trirectangle  circonscrit  d  l'hyperboloïde 

d  deux  nappes  décrit  la  sphère  x*  +y*  4-  «•  =  a*  —  ft'  —  c'. 

nié.  Plan  diamétral.  Ce  plan  a  pour  équation 

hc     [ly      vz 

ou  bien 

xjf      yy'      zz^ 

si  la  direction  (A,  p,  v)  rencontre  la  surface  au  point  {x'y^z')\  il  ne 
coupe  jamais  l'hyperboloîde  suivant  une  ellipse  réelle.  En  effet,  si 
la  droite  (A,  fji,  v)  menée  par  le  centre  est  dans  Tintérieur  du  cône 
asymptote,  les  cordes  parallèles  rencontrent  les  deux  nappes  de  cette 
surface,  et  le  plan  diamétral  qui  passe  par  leurs  milieux  ne  rencontre 
pas  rhyperboloïde  ;  si  la  direction  (A,  fx,  v)  est  en  dehors  du  cône,  les 
cordes  parallèles  traversent  une  même  nappe  de  cette  surface;  le  plan 
diamétral  rencontrera  le  cône  suivant  deux  droites  et  Thyperboloîde 
suivant  une  hyperbole;  enfln,  si  la  droite  (A, /!x,  v)  appartient  au  cône, 
le  plan  diamétral  devient  tangent  à  cette  surface. 

91  T.  Diamètres.  L'hyperboloîde  à  deux  nappes  rapporté  à  trois 
diamètres  conjugués  2a',  26',  2c^  est  représenté  par  une  équation  de 
la  forme 

X*      y'       2* 


=  0, 
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Parmi  les  trois  diamètres,  un  seul  rencontre  la  surface;  c^est  ce  qui 
résulte  d'ailleurs  de  cette  observation,  que  le  plan  diamélral  ne  ren- 
contre pas  rhyperboloîde,  si  le  diamètre  conjugué  le  rencontre,  et  il 
donne  pour  section  une  hyperbole,  lorsque  le  diamètre  ne  rencoptre 
pas  la  surface. 

On  voit  aussi  que  le  plan  tangent  «  =»  a'  rencontre  Thyperboloide 
a  deux  nappes  suivant  deux  droites  imaginaires. 

Si  on  applique  la  démonstration  du  N"  209  à  Thyperboloïde  à  deux 
nappes,  on  arrive  aux  théorèmes  suivants  : 

i^  Les  Oamètreê  eofguguiê  a\  6',  e'  vérifieni  la  relation 

a"  —  6'«  —  c'«  =  a»  —  *•  —  c\ 

2^  Le  volume  du  parallélipipède  constmit  sur  trois  (Uamèttes  conju- 
guis  est  constant  et  égal  au  parallélipipède  construit  sur  les  axes. 


CHAPITRE  X. 

PROPRIÉTÉS  DES  SURFACES  DÉNUÉES 

DE  CENTRE. 


Somuiai.  ^  Parabolotde  elliptique:  eeelione  planée  ;  teeliom  cireulairee  ;  propriéiée  du 
plan  ttmgent  et  de  la  normale.  —  ParaboMûie  hyperbolique  :  forme  de  ta  eurfaoe  ; 
plam  tangent  et  normale;  génératrieee  reetilignee. 

t 

91  S.  Lorsque  l'équation  générale  du  second  degré  représente  une 
surface  dépourvue  de  centre,  elle  peut  se  ramener  à  la  forme 

(i)         My«  +  N««=2Qx; 

celle-ci  définit  deux  genres  de  surfaces  :  le  parafioloîde  elliptique,  si  les 
coefficients  M  et  N  sont  de  même  signe  ;  le  paraboloide  hyperbolique, 
s'ils  sont  de  signe  différent.  Nous  allons  étudier  la  forme  particulière  de 
chacune  de  ces  surfaces,  et  démontrer  plusieurs  propriétés  relatives  au 
plan  tangent  et  à  la  normale;  nous  suivrons  la. même  marche  que  dans 
l'étude  des  surfaces  à  centre. 


§    1.    PARABOLOÏDE    ELLIPTIQUE. 

SIO.  Considérons  d'abord  l'équation 

Mt/*  +  Nz*  =  2Qx 

où  tous  les  coefficients  sont  positifs,  et  supposons  que  les  axes  des  coor- 
données soient  rectangulaires;  alors  les  plans  des  xy  et  des  xz  sont  deux 
plans  principaux  de  la  surface,  et  ils  se  coupent  suivant  l'axe  des  x 
qui  sera  le  seul  axe  du  paraboloïde.  Il  est  visible  que  le  parabolo!de 
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passe  par  l'origiae,  et  que  les  sections  faîtes  par  les  plans  coordoonés 
auront  pour  équations 

x  =  o,        liy*-\-tiz*  =o, 
y  =  o,        Nï'  =  2Qx, 
z  ^  o,        Mt/'  =  2Qx  ; 
la  première  se  réduit  k  un  point,  l'origine  des  axes,  de  sorte  que  la  surface 
toudie  en  ce  point  le  plan  dcsyz; 
la  seconde  et  la  troisième  son!  des 
paraboles  dont  l'axe  est  dirigé  sui- 
vant les  X  positiTs,  Reprësenlons  par 
2<f  et  2p  les  paramètres  de  ces  cour- 
bes ;  on  aura 


d'où 

p         1 

eu  substituant,  l'équition  du  paraboloide  elliptique  devient 


SM.  Sectiotu  planes.  Les  sections  parallèles  au  plan  des  yz  sont 
elliptiques;  car,  pour  un  plan  x  =  »,  la  projection  de  l'intcrsectioD 
sur  yjE  est  déterminée  par  l'équation 


Z+T 


qui  représsnte  une  ellipse  réelle  dont  les  axes  augmentent  indéfiniment, 
si  a  est  positif;  elle  est  imaginaire,  si  la  quantité  «  est  négative,  et,  par 
conséquent,  la  surface  n'a  aucun  point  situé  k  gaucbe  du  plan  des  yx. 

Un  plan  parallèle  k  xy  rencontre  la  surface  suivant  une  parabole  dont 
les  équations  seront 
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on  voit  que  le  paramètre  de  cette  courbe  est  le  même  que  celui  de 
la  parabole  du  plan  des  xy.  Il  est  facile  de  constater  qu'un  plan  paral- 
lèle à  xz  donne  aussi  pour  section  une  parabole  égale  à  la  section 
principale  de  ce  plan. 

Enfin,  soit  z:=mx-f-ny-{-^  un  plan  quelconque;  Tintersection 
de  la  surface  par  ce  plan  va  se  projeter  sur  le  plan  des  xy  suivant 
la  courbe 

e_  J-^ ! — ^-J — i 2X  =»  o. 

P  9 

Cette  équation  donne,  pour  B'  ~  AC,  Texpression 


"9^     T\3   j)~~'pv* 


quantité  négative,  et,  par  suite,  ^intersection  sera  toujours  elliptique. 
Cependant,  si  tfi  =  o,  la  section  est  une  parabole;  ce  qui  aura  lieu  pour 
un  plan  quelconque  parallèle  à  l'axe  de  la  surface,  car  un  tel  plan  est 
représenté  par  une  équation  de  la  forme  z  =  ny  -{-r. 

Ml.  Sections  circulairM.  Menons  un  plan  par  l'origine  des  coor- 
données, et  supposons  qu*il  rencontre  le  paraboloïde  suivant  un  cercle. 
Imaginons  une  sphère  passant  par  ce  cercle,  et  touchant  à  Torigne 
le  plan  des  yz;  elle  aura  pour  centre  un  point  de  l'axe  des  x,  et  son 
équation  sera  de  la  forme 

*'  4"  y'  4"  *'  —  2rx  =5  o, 
00  bien, 

x«      y'  ,  «' 
r    *    r    *   r 

En  combinant,  par  soustraction,  cette  équation  avec  celle  de  la  surface, 
il  viendra 


7+Kh^)+-(;-0 


O. 


Cette  équation  représente  une  surface  conique  qui  devra  se  réduire 
à  l'ensemble  dt  deux  plans,  si  le  paraboloïde  et  la  sphère  ont  des 
sections  circulaires  communes.  Posons  r=ap,  rang;  on  aura,  pour 
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lès  plans  cycliques, 


9  \9     PJ 


Eq  admettant  l'inëgalité  p  >  9  9  la  première  équation  représente 
deux  plans  réels  passant  par  Taxe  des  y,  la  seconde  des  plans  imagi- 
naires. Donc,  le  paraboloïde  elliptique  admet  deux  systèmes  de  plans 
eycliqtAes  parallèles  d  la  tangente  au  sommet  de  la  section  principale 
qui  a  U  plus  grand  paramètre, 

%%%,  Si  on  applique  la  discussion  précédente  à  Téquation 

on  trouve  qu^elle  représente  la  même  surface,  seulement  Taxe  du  para- 
boloïde est  dirigé  suivant  les  x  négatifs. 

Lorsque  Tun  des  coeflBcients  du  premier  membre  est  nul  dans  l'équa- 
tion (i),  elle  se  réduit  à  l'une  des  formes 

My«  =a  2Qx,         Nz*  =  2Qx, 

et  le  paraboloïde  se  change  en  un  cylindre  parabolique. 
Si  Q  =s  o,  il  vient 

qui  est  satisfaite  par  un  point  quelconque  de  Taxe  des  x;  le  paraboloïde 
se  réduit  h  cette  droite. 

Enfin,  si  M  =  N,  on  a  M  (y*  4-  z*)  =  2Qx,  et  la  surface  est  de 
révolution  autour  de  Taxe  des  x. 

En  résumé,  le  paraboloïde  elliptique  est  une  surface  indéfinie  dans 
un  sens  et  à  un  seul  axe;  elle  est  toujours  rencontrée  par  un  plan 
suivant  une  ellipse,  excepté  si  le  plan  sécant  est  parallèle  à  Taxe,  la 
section  est  alors  parabolique.  Ce  genre  comprend,  comme  variétés,  le 
paraboloïde  de  révolution,  le  cylindre  parabolique  et  la  ligne  droite. 

On  peut  aussi  considérer  le  paraboloïde  elliptique  comme  la  limite 
d'un  ellipsoïde 
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t 

lorsque  les  axes  augmentent  indëfiniment  de  manière  que  lim. —=»», 

a 

c* 
Hm.  —  :=:9.  En  effet,  l'ellipsoïde  rapporté  à  l'extrémité  de  l'axe  majeur 

a  pour  équation 


ou  bien 


«jî  |»ï  tyi 

-+^+-  — ax  =  o, 
a    '  6'  '   c* 


a       a 
el,  à  la  limite,  lorsque  a  devient  infini,  on  a  l'équation 

p     q 

qui  représente  le  paraboloïde  elliptique. 

9M.  Plan  tangent.  Soit  M  {x'y'z')  un  point  du  paraboloïde 

~  + 2x=:o; 

p     î 

le  plan  tangent  en  ce  point  aura  pour  équation  (N°  167) 


OU 


yy 
p 


-j x  +  x'  — (  — H —  1  =  0. 

9  \P        ?/ 


La  qualité  ^^^ — k —  étant  égale  à  ax',  l'équation   précédente  peut 
P        9 
s'écrire 

?^+^'_(.  +  .0  =  o. 
P        9 

Soit  P  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  ce  plan,  et  ce,  |3,  y 
les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes;  en  identifiant  l'équation 

X  cos  a  -J-  y  cos  (3  +  z  cos  y  =  P 

19 
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avec  la  précédente,  on  aura  les  égalités 

I    y'     _    *^     a;' , 

cos  a      p  cos  ^      g  cos  y      P  ' 

d'où 

P  pcosP       .  y  cos  y 

X  = »    V  *™ '    z  = • 

cos  a  cos  a  cos  a 

Substituons  ces  valeurs  dans  Téquation  de  la  surface;  on  trouvera,  pour 
l'expression  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  le  plan  tangent, 


p  cos'  P  +  9  cos*  y  ^ 


2  cos  a 


et  rëquation  d'un  plan  tangent  quelconque  au  paraboloïde  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

I  /a  1  ,  p  cos«  p  +  7  cos»  y 

X  cos  a  +  V  cos  p  +  «  cos  y  +  ^ i-  =  o. 

'  ^       '^  '  '    '  2  cos  a 

994.  Xa  somme  des  projeclionSf  sur  Paxe  du  paraboloide,  des  perpen- 
dkutaires  abaissies  du  sommet  sur  trois  plans  tangents  rectangulaires 
est  constante. 

En  efièt,  si  on  ajoute  membre  à  membre  les  équations 

P|  cos  «I  =  —  -  cos*  Pi  —  -cos*  Vi, 

2  2 

Pt  cos  «1  =  —  ^  COS*  i3i  —  -  cos*  yi, 

2  2' 

Ps  COS  «8  =  —  -  cos*  ps  —  -  cos*  yj, 

2  2  ' 

on  trouve  l'égalité 

Pi  cos  «1  +  Ps  cos  (Xt  +  Ps  cos  «5  =  —  ^   '    ■ 

2 

qui  justifie  la  proposition  énoncée. 

%%5.  Le  lieu  du  sommet  d'un  trièdre  trirectangle   circonscrit   au 
paraboloïde  est  un  plan  perpendiculaire  d  l'axe. 
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Car,  les  équations  des  faces  du  trlèdre  sont  de  la  forme 

X  cos*  Oi  -{-y  cos  ai  cos  ^i  +  s  cos  ai  cos  vi  +^ cos*  /3i  4--  cos*  yi  =  o, 

2  2 

X  cos*  at  4" y  COS  oi  cos  ^1  +  z  cos  a%  cos  vt  +Scos*  fit  +  -cos*  vi  =  o, 

2  2     ' 

«  COS*  as  +  y  cos  as  cos  Ps  +  «  cos  as  cos  Vs  +  -  cos'  (3s  +  -  cos*  y»  =  o  ; 

2  2 

en  les  ajoutant  membre  à  membre,  il  viendra 

2 

eu  ëgard  aux  relations  qui  existent  entre  les  cosinus  des  angles  de  trois 
droites  perpendiculaires;  cette  équation  représente  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  x. 

996.  Normale.  Les  équations  de  la  normale  au  point  {x'y'z')  sont 

X  —  x'      y  —  y'      z  —  «' 

Afin  de  déterminer  le  nombre  de  normales  que  l'on  peut  mener  à  la 
surface  par  un  point  (a,  |3,  y)  de  l'espace,  exprimons  que  les  égalités 
précédentes  sont  satisfaites  par  les  coordonnées  de  ce  point;  on  aura 

a  —  x' P  —  y' y  —  z' 

ir\        y-       17-' 

V  9 

de  sorte  que  les  pieds  des  normales  issues  du  point  (a,  f3,  y)  seront 
déterminés  par  les  équations 

a  —  X      fi  —  V      y  —  z     V*i^* 


Si  on  désigne  par  A;  la  valeur  commune  des  rapports,  on  trouvera 


facilement 


x  =  *  +  «,  y=p-^.   *=^- 
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Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface;  il  viendra 

équation  du  cinquiëne  degré  en  k;  par  8ui(e,  il  existe,  en  général,  cinq 
normales  passant  par  le  point  donné. 
Des  égalités  précédentes»  on  tire 


__(«  — x)^  =  l3  — y,     —  (a-~x)^=y-z, 


ou  bien, 


P       P 

xz      az 
q         q 

Multiplions  la  première  par  y  et  la  seconde  par  z;  on  obtient,  en 
faisant  leur  somme, 

et,  d'après  Téquation  de  la  surface,  elle  se  réduit  à 

2X*  -|-y'  +  «*  —  2ax  —  Py  —  yz  =  o. 

Comme  les  coefiScients  de  y'  et  de  z*  sont  égaux,  cette  équation  repré- 
sente une  surface  de  révolution  autour  d'une  droite  parallèle  aux  x.  Ainsi, 
far  un  point  de  l'espace^  on  peut  mener  cinq  normales  au  paraboloïde^  el 
les  pieds  de  ces  normales  appartiennent  à  une  surface  de  révolution 
passant  par  f  origine  et  dont  taxe  est  parallèle  à  celui  du  paraboloide. 

%%7.  Plan  diamétral^  diamètres.  Le  plan  diamétral  conjugué  de  la 
direction  (X,  p,  v)  dans  la  paraboloïde 

—  +  —  =»  2a; 
P       ? 


est  représenté  par  l'équation 


P       9 
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donc  ce  plan  est  parallèle  h  l'axe  de  la  surface,  quelle  que  soit  la 
droite  (A,  fx,  v). 

Un  diamètre  quelconque  étant  Tintersection  de  deux  plans  diamétraux 
sera  parallèle  à  Taxe  du  paraboloïde.  Il  existera  une  infinité  d^axes  de 
coordonnées  pour  lesquels  l'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

car^  M  étant  l'extrémité  d'un  diamètre,  si  on  y  place  Torigine,  en  prenant 
ce  diamètre  pour  axe  des  x,  la  tangente  en  M  d'une  section  parabolique 
passant  le  diamètre  pour  axe  des  y,  et,  pour  axe  des  z,  la  direction 
conjuguée  du  plan  des  xy,  l'équation  de  la  surface  devra  représenter  une 
parabole  rapportée  h  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  l'extrémité,  si  on 
pose  2/  =  o,  z  =  o;  par  conséquent,  elle  sera  de  la  forme  indiquée. 


§   2.    PARABOLOÏDE   HYPERBOLIQUE. 

99ft.  Le  paraboloïde  hyperbolique  est  représenté  par  une  équation 
de  la  forme 

My«  —  Nz*  =  2Q«. 

Les  axes  des  coordonnées  étant  rectangnlaires,  les  plans  des  xy  et 
des  xz  sont  des  plans  principaux  ;  la  surface  n'aura  qu'un  seul  axe  dirigé 
suivant  l'axe  des  x. 

Les  équations  des  sections  faites  par  les  plans  coordonnés  sont 

y  =  o,        Nz'  =  — 2Qx; 
z  =  o,        My*  =  2Qx. 

La  première  représente  deux  lignes  droites;  les  deux  autres,  des  para- 
boles :  celle  du  plan  des  xz  a  son  axe  dirigé  suivant  les  x  négatifs^  et 
celle  du  plan  des  xy  suivant  les  x  positifs.  Désignons  par  2p  et  29  les 
paramètres  de  ces  courbes;  on  aura 

Q  Q 


—  294  - 
d'où 

P  9 

et  l'équation  du  paraboloïde  dcTient,  par  la  substitution. 


93*.  Sections  planes.  Un  plan  parallèle  à  xif  donne  pour  section  une 
courbe  ayant  des  ëquationg  de  la  forme 

z  =  y,       ^  =  2x  +  ^; 
'         P  9 

c'est  une  parabole  égale  Ii  celle  du  plan  prindpal  des  xy. 

De   plus,   un   plan  parallèle  k   xz   détermine  dans  la  surface  une 
parabole 

de  même  paramètre  que  celle  du  plan  des  xx. 

Un  plim  parallèle  é  yz  rencontre  la  surface  suivant  une  hyperbole 

«■      «• 

X  =  a,         2 =  2«, 

P      9 
dont  l'axe  réel  est  parallèle  aux  y  ou 
aux  z  suivant  le  signe  de  a. 

Enfin,  si  on  élimine  la  variable  z  entre 
l'équation  d'un  plan  quelconque 

«  ■=  m»  +  «y  +  r 
et  celle  de  la  surface,  on  trouve 


Pl|.  10. 


y*      (mx  +  wy  +  r)' 


où  B*  —  AC  =  4 ;  la  section  sera  toujours  une  hyperbole,  excepte 

si   ffl  =  o,  c'est-ii-dire,  si  le  plan  sécant  est  parallèle  b  l'aie;  dans 
ce  cas,  la  section  csl  parabolique.  Le  paraboloïde  n'admet  pas  de  seclloDs 
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circulaires  réelles,  puisqu'il  ne  peut-être  coupé  suivant  une  courbe 
fermée,  et  il  ne  sera  jamais  de  révolution. 

Nous  venons  de  constater  que  les  sections  parallèles  à  xy  sont  des 
paraboles  égales;  il  en  résulte  que  le  paraboloïde  hyperbolique  peut 
être  considéré  comme  une  surface  engendrée  par  une  parabole  qui  se 
déplace  parallèlement  à  elle-même,  tandis  que  son  sommet  décrit  une 
autre  parabole;  ce  mode  de  génération  indique  très  bien  la  forme  de  la 
surface  illimitée  dans  les  deux  sens  de  Taxe  des  x  et  des  z, 

930.  Génératrices  reetilignes.  Le  paraboloïde  hyperbolique  jouit  aussi 
de  la  propriété  de  renfermer  deux  systèmes  de  droites  appelées  généra- 
trices rectilignes  de  la  surface.  En  effet,  soient 

X  =  fnz-\-r,      y  =  nz-\-8 
les  équations  d'une  droite;  si  elle  est  tout  entière  sur  la  surface,  Téquation 

i î — 1 2  (mz  +  r)  =  o 

P  ? 

doit  être  satisfaite,  quel  que  soit  z;  par  suite,  les  paramètres  vérifient 
les  relations 

n"      I  m  «• 

p      q  p  '     p 

La  dernière  équation  revient  h  s*  =  2pr,  et  exprime  que  la  trace 
de  la  droite  sur  xy  appartient  à  la  parabole  principale  y*  ==  2px\  les 
deux  autres  donnent 


L'un  des  paramètres  reste  arbitraire,  et  comme  on  a  seulement  deux 
valeurs  pour  m  et  n,  il  y  aura  deux  systèmes  de  génératrices  et  seulement 
deux  dont  les  équations  peuvent  s'écrire 

(i)       x  =  --Lz.«  +  r,      y  =  ^z  +  5; 
i/pq  i/q 

(2)      x  = T=z  +  r,      y=— ll-£z  +  «; 

\/pq  i/q 

r  ci  8  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  parabole  du 
plan  xy;  elles  sont  liées  par  la  relation  a*  —  2pr  =  o. 


—  296  ~ 

Les  équations  des  gënëratrices  rectilignes  peuvent  aussi  se  déduire  de 
celles  de  la  surface 

Posons  les  deux  systèmes  d'équations 

vp    yq  i/p    i/q     ^ 

(2')      JL^ —  =  iJ^,     -^ L=?f?. 

Xet  (i  étant  des  paramètres  arbitraires,  elles  définissent  deux  systèmes 
de  droites  distinctes  situées  sur  le  paraboloîde,  car  en  multipliant  les 
équations  (i')  ou  (2')  membre  à  membre  on  reproduit  celle  de  la  surface. 
Enfin,  si  on  écrit  pour  abréger 

les  équations  précédentes  deviennent 

(i")      a  — Aa=o,       Aj3— .y  =  o; 
(2")       P— fx=ro,       pa  — y=o. 

9Sf .  Par  chaque  point  du  parabolMe,  U  passe  une  génératrice  de 
chaque  système. 

Soient  Xi,yi,  Zi  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de  la  surface 
et,  «1,  (3i,  yi  les  valeurs  correspondantes  de  a,  |3,  y;  si  on  exprime  que 
les  génératrices  passent  par  ce  point,  on  aura  les  équations 

«1  —  >  =  o,       i^i  —  yi  =  o,       |3i  —  /ui  =  o,       yLa^  —  yi  =  o. 
On  en  déduit 

mais,  d'après  l'équation  de  la  surface,  on  a  la  relation  a,/3i  =  yi,  et  les 
deux  valeurs  de  l  ainsi  que  les  deux  valeurs  de  fi  coïncident;  par  suite, 
il  n'y  a  qu'une  droite  de  chaque  système  qui  passe  par  le  point  («iyi2i). 
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%%%.  Deux  droites  d'un  même  système  ne  se  reneotitrent  pas,  et  deux 
droites  de  système  différent  sont  dans  un  même  plan. 
Soient  deux  droites  du  premier  système 

a  — it  =  o,         A,j3  —  7  =  0; 

en  retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouve  A|  —  As  =  o, 
relation  impossible  puisque  les  droites  sont  supposées  distinctes. 

D'un  autre  côté,  un  plan  mené  par  une  droite  du  premier  système  est 
représenté  par  l'équation 

et,  si  on  exprime  qu'il  renferme  la  droite  de  l'autre  système,  on  obtient 
deux  conditions  qui  s'accordent  et  donnent  pour  A;  la  valeur  unique  -  ; 
donc,  le  plan 

|uia -|-Aj3  —  y  —  A/x=0 

renferme  deux  génératrices  de  système  différent.  Avec  les  coordonnées 
X,  y,  z,  l'équation  de  ce  plan  serait 

vp  vn 

%ZZ*  Génératrices  perpendiculaires.  Si  on  résoud  les  équations  (i') 
et  (2')  par  rapport  à  x  ety,  il  vient 

(3)     ^=^+7     y^î^^  +  Vp; 

(4)         x  =  -^+î^.         y  =  _i^,  +  ,^^. 

Sous  cette  forme,  il  est  visible  que  les  deux  génératrices  ne  peuvent 
pas  être  parallèles.  La  condition  de  perpendicularité  est 

—  ——-  +  1=0,     ou    V  +  P  — 9  =  o- 
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Ed  remplaçant  Xtlfn  par  leare  valeurs,  on  trouve  l'équation 

OU  bien  y 

2*  +  P  —  9  =  0. 

Donc^  le  lieu  des  points  où  les  génératrices  sont  perpendiculaires 
est  une  hyperbole^  la  courbe  d'intersection  du  plan  précédent  avec  la 
surface. 

Ht 4.  Les  projections  des  génératrices  sur  le  plan  des  xy  sont  tangentes 
d  la  parabole  principale  de  ce  plan. 
En  effet,  éliminons  la  variable  z  entre  les  équations 

il  viendra 

VP 

Mais,  pour  un  point  (x',  y%o)  de  Tbyperbolc  2/*  =  2px,  on  a  les 
relations 

VP 
en  substituant  dans  l'égalité  précédente,  on  trouve,  pour  Téquation  de 
la  projection  de  la  génératrice  sur  xy, 

c'est  celle  de  la  tangente  au  point  {x'  y')  de  la  parabole  principale. 

HSft.  Les  génératrices  d'un  même  système  sont  parallèles  d  un 
plan  fixe. 

Car,  réquation  a  —  A  ==  o  représente  les  plans  projetants  des  droites 
du  premier  système  sur  le  plan  des  yz;  or,  tous  ces  plans  sont  paral- 
lèles à  a  =  o,  et,  par  suite,  les  génératrices  qu'ils  renferment  seront 
parallèles  au  plan 

a=ao    ou     -^ =^o. 

i/p    \/q 
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De  même,  les  droites  du  second  système  sont  parallèles  au  plan 

P  =  o       ou       ^  +  ^=0. 
Ces  deus  plans  se  nomment  les  plans  directeur!  de  la  surrace. 

ISA.  Les  propriëtës  précédentes  conduisent  h  deux  modes  de  géné- 
ration rectiligne  du  paraboloide:  Cette  surface  peut  être  engendrée  par 
le  déplacement  d'une  droite  du  second  système  qui  s'appuie  constamment 
sur  trois  droites  fixes  du  premier^  ou  encore  :  Le  paraboli^e  est  la 
surface  engendrée  par  le  mouvement  d^une  droite  du  second  système 
qui  glisse  sur  deux  droites  fixes  du  premier  en  restant  parallèle  att 
ptan^  =  o. 

Réciproquement,  la  surface  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  glisse 
sur  trois  droites  fixes  parallèles  d  un 
plan  et  non  situées  deux  d  deux  dans 
un  plan  est  un  paraboltnde  hyperbo- 
lique. 

En  effet,  soient  trois  droites  fixes 
AB,  CD,  OE  parallèles  h  un  plnn.  Pre- 
nons la  droite  OE  pour  axe  desz,  te 
plan  des  xz  parallèle  aux  droites  don- 
nées, et  pour  axe  des  y,  une  droite 
qui    rencontre   AB   et   CD.   Avec  ce  pi|. s. 

système  particulier  d'axes  des  coordonnées,  les  équations  des  droites 
fixes  seront 

(AB)        1-^  (CD)        1-^,  (OE)        "•"•• 

'•      '         z  =  yx;  ^      '         z  =  y'x  ^     '        S  =  o. 

La  droite  mobile  étant  considérée  comme  l'intersection  de  deux  plans, 
l'un  passant  par  AB  et  l'autre  par  CD,  sera  représentée  par  des  équa< 
lions  de  la  forme 

z—yx=}.{y  —  p),        a— /a:  =  ^^(y  — T:.') 
où  A  et  f^  sont   des  constantes  arbitraires.  Retranchons  ces  égalités 
membre  à  membre;  il  Tiendra 

(y'  —  y)x  =  (f.  —  fi)g  +  p^'-~  /|J; 


et  comme  la  droite  mobile  rencontre  toujours  l'axe  des  s,  od  doit  aroir 

Par  réliminatioti  des  paramètres  i.  et  fj.,  on  trouve,  pour  la  surfaee 
engendrée,  l 'équation 

(P-^)ï»-(i3?-py)«»-*'()— /)«=« 

qui  représente  une  surface  du  second  ordre  dénuée  de  centre  ayant 
des  génératrices  rectilignes  ou  un  paroboloïdc  hyperbolique. 
De  même,  foule  aurfaet  décrue  par  une  droite  mobile  qui  glisse  sur 
deux  droites  fixes  en  restant  pm-allèU  d  un 
plan  est  un  paraboloUie  hyperbolique. 

Pour  le  démontrer,  soient  AB  et  OC  deui 
droites  données,  et  P  un  plan  fixe;  prenons 
OC  pour  axe  des  z,  le  plan  fixe  pour  celui 
des  xy;  de  plus,  choisissons  le  plan  des  xz 
parallèle  à  AB,  et,  pour  axe  des  y,  une 
PI,,  n,  droite  qui  rencontre  AB.  Les  droites  fixes 

seront  représentées  par 

(AB)  »-P  (OC)  '-"■ 

la  droite  mobile  étant  parallèle  &  xy  et  rencontrant  l'axe  des  z  aura  des 
équations  de  la  forme 

z  =  y,        y  =  l^x, 
où  les  paramètres  /  et  fx  devront  satisfaire  à  la  relation 

<4i  =  y[i 
si  elle  s'appuie  sur  la  droite  AB.  L'élimjoation  de  )>  et  de  (x  conduit  i 
l'équation 

yi  —  a|3x  =  o 
qui  définit  un  paraboloïde  hyperbolique. 

MT.  La  surface  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  deux  droUes 
fixes  eu  déterminant  sur  chacune  d'elles  des  segments  proportionnels  est 
un  paraboloïde  hyperbolique. 


Remarquons  d'abord  que  si  AB  el  CD  sont  deux  génératrices  du 
parabololde,  et  AD,  HP,  BC  trois  droites  de  l'autre  système,  on  aura 


MB      PC' 

car  si  on  mène  par  chaque  droite  AD,  MP,  BC  des  plans  parallèles 
au  plan  directeur,  ils  seront  parallèles  entre 
eux  et  détermineront  sur  les  deux  droites 
AB  et  CD  des  segments  proporlionnels. 

Réciproquement,  supposons  que  la  ligne 
MP  se  déplace  en  déterminant  sur  deux 
droites  fixes  AB  et  CD  des  segments  propor- 
tionnels. Soit  Q  un  plan  parallèle  aux  droites 
AD  et  BC,  deux  positions  de  la  ligne  mobile;  ^,^  „ 

menons  par  AD  et  BC  deux  plans  parallèles 

i  Q  :  le  plan  mené  par  le  point  H  parallèlement  aux  derniers  va  inter- 
cepter sur  AB  et  CD  des  segments  proportionnels,  et,  par  suite,  il 
passera  par  le  point  P;  la  droite  mobile  MP  reste  donc  parallèle  au 
plan  Q  pendant  son  déplacement  et  engendre  un  paraboloïde  hyper- 
bolique. 

C'est  en  s'appujant  sur  cette  propriété  que  l'on  construit  des  modèles 
en  fil  de  cette  surface.  On  divise  les  cAtés  opposés  AB  et  CD  d'un 
quadrilatère  gauche  en  un  même  nombre  de  parties  égales;  on  réunit 
les  points  de  division  par  des  fils  qui  représentent  les  génératrices 
d'un  système  du  paraboloïde;  on  fait  des  divisions  semblables  sur  les 
deux  autres  cètés  opposés  pour  obtenir  le  second  système  de  génératrices 
de  la  même  surface. 

M8.  Plan  tangent;  normale.  L'équation  du  plan  tangent  au  para- 
bololde hyperbolique  est  de  la  forme 

PI 

Si  on  identifie  eette  éqnation  avec  celle  du  plan  de  deux  génératrices 
S' +  rt  "7=+ (*  -  (<)  4^— 21  -  *F  —  o . 


il  vient  les  égalités 
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d'où  on  tire 


ce  sont  les  valeurs  de  X  et  de  fx  des  génératrices  qui  se  coupent  au 
point  {x'y'z').  Donc,  le  plan  tangent  renferme  les  deux  droites  du 
paraboloïde  qui  passent  par  le  point  de  contact;  les  plans  tangents  le 
long  d'une  même  génératrice  renfermeront  tous  cette  droite,  mais  ils 
seront  distincts  les  uns  des  autres. 

En  appliquant  les  formules  trouvées  précédemment  pour  le  para- 
boloïde elliptique,  on  arrivera  aux  résultats  suivants  : 

{''La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  la  surface  sur  le  plan 
tangent  a  pour  expression 

p  cos*  jS  —  q  cos*  y 

2  cos  a 

de  sorte  que  Nquation 

p  cos*  |3  —  ç  cos*  y 


X  cos  a  +  y  cos  P  +  z  cos  y  4" 


2  cos  a 


représente  un  plan  tangent  quelconque  au  paraboloïqtte  hyperbolique. 

2*  La  somme  des  projections^  sur  l'axe  du  paraboloïde^  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  sommet  sur  trois  plans  tangents  rectangulaires  est 
constante. 

S""  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  solide  trirectangle  est  le  plan 
perpendiculaire  d  l'axe 

x-\-- 2.  =  o. 

'  2 

4^  Les  équations  de  la  normcUe  sont  de  la  forme 

X  —  x' y  —  y'      z  —  z' 

p  9 
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par  un  p(mt  de  Veèpace^  on  peutj  en  giniral^  naner  cinq  normales 
au  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  pieds  appartiennent  d  une  surface 
de  révolution  passant  par  le  sommet  ei  ayant  son  axe  parallèle  à  celui 
du  paraboloide. 

5*  Tous  les  diamètres  sont  parallèles j  et  il  existe  une  infinité  d^axes 
obliques  pour  lesquels  le  paroboloide  hyperbolique  est  représenté  par 
une  équation  de  la  forme 

y"  ''"-.. 

P       9 


CHAPITRÉ  XI. 

LIGNES     FOCALES     ET     SURFACES 

HOMOFOCALES. 

SoMMiiii.  -~  Foyer  if  im«  êurfacv  du  ieeond  ordre;  lieu  dee  foyere  daru  lee  turfacee 
à  centre;  tnodee  de  génération  de  eee  eurfacee,  —  Surfacee  homofoealee  :  u»e$  des 
eurfacee  homofoealee  qui paeeent  par  un  point  donné;  propriétés  diverses  ;  eonstrue- 
tion  des  axes  d'un  e//ipiotde,  étant  donnés  trois  diamètres  eof^uffués,  —  Lignes  focales 
et  surfaces  homo focales  dénuées  de  centre, 

9S9.  Nous  avons  interprété,  dans  la  géométrie  plane,  les  équations 
abrégées  S  —  LM  =»  o,  S  —  L*  =  o,  lorsque  S  représente  le  premier 
membre  de  Téquation  d'un  cercle,  L  et  M  des  polynômes  du  premier 
degré  en  x  et  y;  en  supposant  que  le  cercle  se  réduise  à  un  point,  nous 
sommes  arrivés  à  cette  notion  importante  :  que  le  foyer  d'une  conique 
est  un  point-cercle  ayant  un  double  contact  avec  la  courbe  suivant 
la  directrice. 

Cherchons,  dans  la  géométrie  de  l'espace,  la  signification  de  l'équation 

(s)      S  —  LM  =  o, 
lorsque  S,  L,  M  désignent  les  fonctions  suivantes  : 

L  =  te  -|-  wy  -j-  nz  +  P>      M  =  /|X  -j-  miy  +  niz  -f-  pi. 

L'équation  (s)  est  du  second  degré  et  définit  analytiquement  une  surface 
du  second  ordre  dont  les  sections  circulaires  sont  parallèles  aux  plans 
L  et  M;  car  elle  est  satisfaite  en  posant  simultanément 

S  =  o,        L  =  o; 
S  =  o,        M  =  o  ; 

elle  passe  par  les  cercles  d'intersection  des  plans  L  et  M  avec  la  sphère  S. 
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De  plus,  elle  est  doublement  tangente  à  S  suivant  la  droite  d*intersection 
des  plans  L  et  M.  En  effet,  soit  N  {x'y'z')  un  point  commun  des  deux 
surfaces,  et  P  =»  o  le  plan  tangent  à  S  en  ce  point;  d'après  la  manière 
de  former  Tëquation  du  plan  tangent  à  une  surface  du  second  ordre, 
celle  du  plan  qui  touche  la  surface  {$)  au  point  {x^^')  sera 

P  —  (LM'  4-  ML')  «  o, 

où  V  et  H'  sont  les  valeurs  des  polynômes  L  et  M  pour  les  coordonnées 
x',  y',  z'.  Hais,  si  le  point  N  (x',  y',  z')  appartient  &  la  droite  commune 
des  plans  L  et  M,  on  a  L'=so,  M't=«o;  par  suite,  le  plan  tangent 
est  le  même  pour  les  surfaces  S  et  s;  donc  celles-ci  ont  un  double 
contact  sur  la  droite  d'intersection  des  plans  L  et  M. 

Réciproquement,  si  une  surface  du  second  ordre  est  doublement 
tangente  à  une  sphère  aux  points  m  et  n,  elle  la  rencontre  suivant 
deux  cercles.  En  effet,  soient  P  et  Q  les  plans  tangents  communs  en 
m  et  n  aux  surfaces,  et  /  un  troisième  point  de  leur  intersection.  Le 
plan  mené  par  /,  m,  n,  rencontrera  les  surfaces  suivant  deux  coniques 
doublement  tangentes  en  m  et  n,  et  passant  par  le  point  /;  comme 
elles  satisfont  k  cinq  conditions,  ces  courbes  coïncidentt  Mais,  Tinter- 
section  de  deux  surfaces  du  second  ordre  est  du  quatrième  degré,  et  les 
autres  points  communs  qui  n'appartiennent  pas  au  cercle  précédent 
devront  se  trouver  sur  un  second  cercle.  Donc,  les  surfaces  doublement 
tangentes  se  rencontrent  suivant  deux  courbes  planes,  et  en  désignant 
par  Lsso,  H=so,  les  plans  des  cercles  communs,  l'équation  de  la 
surface  du  second  ordre  sera  de  la  forme  S  —  LM  &=  o. 

Lorsque  la  sphère  se  réduit  à  un  point,  c'est-à-dire,  lorsque 

S  =  (x-a)«  +  (y-(3)«  +  (z-y)«, 

on  doit  regarder  ce  point  comme  ayant  un  double  contact  avec  la 
surface  du  second  ordre  S  —  LM  «s:  o.  Tout  point  qui  jouit  de  cette 
propriété  se  nomme  foyer  de  la  surface,  et  la  droite  des  contacts  est 
la  directrice  correspondante.  Nous  allons  voir  qu'une  surface  à  centre 
admet  une  infinité  de  foyers  formant  trois  coniques  situées  dans  les 
plans  principaux;  ces  coniques  se  nomment  les  lignes  focales  de  la 
surface.  Nous  étudierons  ensuite  les  propriétés  des  surfaces  du  second 
ordre  qui  ont  les  mômes  lignes  focales. 

20 
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§  1.  FOYERS  DANS  LES  SURFACES  A  CENTRE. 

940.  Considérons,  une  surface  à  centre  rapportée  &  ses  axes,  et 
représentée  par  l'équation 

Si  elle  admet  un  fo jer  {a,  |3,  y)^  son  équation  doit  pouvoir  se  ramener 
à  la  forme 

mais  les  plans  L  et  H  étant  des  plans  cycliques,  ils  sont  parallèles 
à  Tun  des  axes  de  la  surface;  on  peut  remplacer  le  produit  LM  par 
Fune  des  expressions 

qui|  égalées  à  zéro,  représentent  des  plans  se  coupant  suivant  uoe 
droite  parallèle  à  l'un  des  axes.  Ces  plans  sont  réels  ou  imaginaires 
suivant. le  signe  des  constantes  A,  f«|  v. 
Prenons  d'abord  l'équation 

et  exprimons  qu'elle  représente  la  même  surface  que  l'équation  (i). 
Les  équations  du  centre  sont 

ce  point  étant  Torigine,  on  doit  avoir 

(3)        ct  =  )Jc,      (3  =  f«A,      y  =  o. 

Si  on  développe  l'équation  (2)  en  tenant  compte  des  relations  (3), 
on  peut  la  ramener  à  la  forme 

(4)        (i-^)x«  +  (i-/.)y«  +  2«=i^«»  +  i::ifi^S 

et,  en  la  comparant  avec  (i),  il  vient  les  égalités 
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On  en  déduit 

p  9  V  q 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'égalité 

on  trouvera  que  les  coordonnées  a,  ^  d'un  foyer  de  la  surface  satisfont 
a  réquation 


*    +-^  =  x. 


p  —r  '  q  —  r 

Donc  il  existe,  dans  le  plan  principal  xy,  une  infinité  de  foyers  de  la 
surface  situés  sur  la  conique 

JL.^^ — X. 

p  —  r  *  q  — r 

Si  on  fait  8ubir  les  mêmes  transformations  aux  équations 

(x -  «)•-!- (y  -  P)«  +  («  -y)»  =  A  (*-*)«  + v(z  -5)«, 
(X  _  «)•  +  (y  _  |3)«  +  (z  _  y)»  =  f.  (y  -  A)»  +  V  (î  _ /,)«, 

on  arrivera  au  résultat  suivant  : 

Le  lieu  des  foyers  d'une  surface  d  centre  du  second  ordre  est  composé 
de  trois  coniques  situées  dans  les  plans  principaux  et  représentées  par 
les  équations 


x  =  o, 


!/==o, -  + 


— - —  =  x; 

—  r  *  Q  —  r 


X*       .       z* 


p  —  9    r  —  q 

x=o,         —^ =  1. 

q-p    '-— p 

Parmi  les  foyers  réels  de  la  surface,  on  distingue  les  foyers  dont  la 
directrice  est  Tinlersection  de  deux  plans  réels  et  ceux  dont  la  directrice 
est  rîRterscction  de  deux  plans  imaginaires;  on  désigne  les  premiers 
sous  le  nom  de  foyers  de  première  espèce^  les  autres  sous  le  nom  de 
foyers  de  seconde  espèce. 
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Dans  chaque  cas,  la  directrice  est  rintersection  des  plans  rëels  ou 
imaginaires 

f^(y— *)"+*'(«  — ?)'  =  o- 
Les  coordonnées  du  pied  de  cette  droite  sur  les  plans  principaux 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  a^  jS,  y  de  la  manière  suivante  : 

j:  =a  0,        A:  =  — —  I      h  =    ^      : 

P  —  **  7  —  r 

y  =3  o,        «  =  -^- —  I      o  =  — '—  ; 


a;  =  o,         A  = 


— ii —  ,       fl  = — 1_  . 
?— P  ^•  — P 


On  en  tire 


A  j/p  —  r g  A  j/ç  —  r (3 

P  \/ip  —  r  ?  |/ qi  —  r 

en  élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  viendra,  pour  Téquation  du  lieu  de  la 
trace  de  la  directrice  sur  xy, 

P*  9' 

Les  directrices  formeront  une  surface  cylindrique  ayant  pour  base 
cette  conique;  on  Tappelle  cylindre  directeur.  Il  y  aura  un  cylindre 
analogue  pour  chaque  conique  focale. 

941.  Les  ombilics  de  la  surface  appartiennent  aux  lignes  focales. 
En  effet,  nous  avons  trouvé  précédemment,  pour  les  coordonnées  des 
ombilics  des  surfaces  à  centre,  les  expressions 

lorsque  p  >  9  >  r.  11  est  facile  de  vérifier  qu'elles  satisfont  à  réquatioo 
de  la  ligne  focale  du  plan  des  xz 


X*       .      z* 


q      r  —  q 
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949.  Le  pied  de  la  directrice  diifi  foyer  {a,  |3,  y)  est  ie  *p6le  de  la 
tangente  en  ce  point  à  la  ligne  focale  par  rapport  à  la  section  principale* 
La  polaire  du  point  {kj  h)  par  rapport  à  la  courbe  principale 


p        q 


est  représentée  par  Téquation 

kx  ,  hti 
p        q 

ou  bien  y  si  on  remplace  &  et  A  par  leurs  valeursi 

ax     ,      By 


p  —  r  '  q — r 

c'est  précisément  l'équation  de  la  tangente  à  la  ligne  focale  du  plan  xy 
au  point  (a,  j3). 

94S.  La  droite  qui  joint  un  foyer  au  pied  de  la  directrice  eorrespon» 
dante  est  normale  à  la  ligne  focale. 

Car  réquation  de  la  droite  des  points  (a,  Ci),  (A,  h)  est  de  la  forme 

ou^  en  remplaçant  keih  par  leurs  valeurs 

x^a_y  —  ^ 


p  —  r       q  —  r 

cette  équation  représente  aussi  la  normale  au  point  (a,  |3)  de  la  conique 
focale  du  plan  des  xy. 

944.  Le  plan  mené  par  un  foyer  et  la  directrice  correspondante 
rencontre  la  surface  suivant  une  conique  qui  a  pour  foyer  et  pour 
directrice  eepoint  et  celte  droite. 

En  effet»  si  on  prend,  pour  le  plan  des  ory,  le  plan  passant  par  le  foyer 
(a,  |3,  y)  et  sa  directrice,  l'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

où  les  fonctions  linéaires  P  et  Q  doivent  se  réduire  à  une  même  ej^pression 
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ax-^&y-f^e  pour  i^^Oj  puisque  ces  plans  rencontrent  le  plan  xy 
suivant  la  même  droite.  Il  s'ensuit  que  la  eonîque  d'intersection  dans  xy 
sera  déterminée  par  une  équation  de  la  forme 

(x-«)t  +  (y-/3)«*=(ax  +  6y  +  c)t 

qui  représente  une  courbe  du  second  ordre  ayant  pour  foyer  (a^  P),  et 
pour  directrice  (wc  +  6y  +  c  =  o. 

94ft.  Un  cône  dreomerit  à  la  st^rfaee  et  dont  U  sommet  est  un  point 
de  la  ligne  focale  est  de  révolution. 

Pourle  démontrer,  plaçons  l'origine  au  foyer  (a,(3,y)  et  faisons  passer 
le  plan  des  xy  par  la  directrice  correspondante;  l'équation  de  la  surface 
sera 

W      x«  +  y«  +  x«-=PQ 

où  P  et  Q  désignent  des  polynômes  de  la  forme 

P  =sax-{- 61/^  nz-]-c,       Q  =  aa(r  +  6y  4-n's-j-c, 

Nous  avons  vu,  précédemmenti  que  l'équation  du  cône  circonscrit  & 
f{^i  y>  Zyt)  =  o  est  de  la  forme 

4  f{^'.  yS  «'.  *')  r{^>  y.  z,  t)  -  (xy; + j/y;  +  zy;  +  ('/•;)•  =  o. 

Si  on  applique  cette  équation  au  cas  actuel  en  posant  x'  =  y'  ^s=z'  =  o, 
il  viendra,  pour  le  cône  circonscrit  à  la  surface  («), 

4C*  (x«  +  y«  +z«  -  PQ)  +  cMP  +  Q)'  ==  O, 

ou  bien, 

et  finalement, 

4  (*•  +  y')  +  4^'  +  {n-  ny  r»  =  o. 

Cette  dernière  équation  définit  un  cône  de  révolution,  les  coefficients 
de  x'  et  de  y*  étant  égaux;  son  axe  est  perpendiculaire  au  plan  passant 
par  le  foyer  et  la  directrice  correspondante. 

S46.  Appliquons  maintenant  les  équations  qui  précèdent  à  la  recherche 
des  lignes  focales  dans  chacune  des  trois  surfaces  à  centre. 
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i<»  Ellipsoïde.  L'ëquation  de  cette  surface  ëtant 


on  trouvera,  pour  les  lignes  focales, 


z  = 


t/  =  o,       — 7^  +  -; r:=i;       ^  = : — »     v  =  - 

^         '      o«  — 6«  *^c*— 6»         '  o« 


c«      ' 


$i  a^h^Cf  la  première  est  une  ellipse  réelle  dans  le  plan  des xy^ 
et  les  foyers  sont  de  seconde  espèce  puisque  A  et  fx  ont  le  même  signe; 
la  seconde  est  une  hyperbole  dans  le  plan  des  xz,  et  les  foyers  sont  de 
première  espèce;  la  troisième  est  une  ellipse  imaginaire. 

X^        |jï        jji 

2«  Hyperboloïde  à  une  nappe  :  ~  -j— ^ 5  =  ^  • 

Les  équations  des  coniques  focales  sont  : 


Z=30 


x«  ««  ,      a*  — 6=  6»  +  c« 

X=»!0,         z-r^ r-T ^=If         M=^= n »      ^  = S • 

La  première  est  une  ellipse  réelle,  et  les  foyers  sont  de  seconde 

espèce;  la  seconde  est  une  hyperbole  et  les  foyers  sont  aussi  de  seconde 

espèce;  la  troisième  est  une  ellipse  imaginaire. 

x^      f/       z^ 
Z"  ffyperboloide  à  deux  nappes  :  —  —  jz 1'^^' 

Oa  trouvera  pour  les  lignes  focales 

X*      ,       ««  ,      o»  +  c»  c'— 6« 
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y--^^    TT^^-^v^zz?-^'''    ^ — ^ 


c 


% 


Si  6  ]>  6,  la  première  est  une  hyperbole  et  les  foyers  sont  de  seconde 
espèce;  la  seconde  est  une  ellipse  et  les  foyers  sont  de  première  espèce; 
la  troisième  est  une  ellipse  imafçinaire. 

On  peut  remarquer  que  dans  les  trois  surfaces  à  centre»  il  y  a  toujours 
une  ligne  focale  qui  est  imaginaire;  Thyperboloîde  k  une  nappe  n'a 
que  des  foyers  de  seconde  espèce;  dans  les  deux  autres  surfaces  k  centre, 
les  foyers  de  première  espèce  appartiennent  au  plan  principal  perpen- 
diculaire aux  plans  cycliques. 

94T.  Lignes  focales  du  cône.  Soit  le  cAne  réel  représenté  par  Téquation 
ses  lignes  focales  seront 

^-^'    ?+75'+6nir7«  =  ^'    ^ — 5-'  f^ — 5^5 

Si  a>  6,  on  voit  que  le  cône  n'admet  qu'une  conique  focale  réelle 
qui  se  compose  de  deux  droites  dans  le  plan  principal  des  xz,  et  les 
foyers  correspondants  sont  de  seconde  espèce. 

On  peut  démontrer  facilement  que  les  lignes  focales  sont  perpendi- 
culaires aux  plans  cycliques  du  cône  réciproque.  On  appelle  ainsi  le 
cône  formé  par  les  perpendiculaires  élevées  au  sommet  sur  tous  les 
plans  tangents  au  cône  donné. 

Or,  la  perpendiculaire  au  plan  tangent  au  point  {x'y'z')  de  ce  dernier 
est  représentée  par  les  équations 

x[     y        £' 
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en  désignant  par  m  la  valeur  eommune  de  ces  rapports,  on  en  déduit 

x'       ^  y'  z' 

ax  =  m—f    OM  =  mT->    cz  =  —  m  —  ; 
a        -^  6  c\ 

par  suite 

sera  Téquation  du  lieu  des  perpendiculaires,  c*est4-dire  du  cAne  réci- 
proque. Les  plans  cycliques  de  cette  surface  ont  pour  équation 

x'  (a«  —  6')  —  5«  (6*  +  c*)  =  o; 

si  on  la  compare  avec  celle  des  lignes  focales  réelles 


x«  z» 


=  o, 


il  est  visible  que  la  condition  de  perpendicularité  est  satisfaite. 

94§.  Giniration  des  surfaces  à  centre.  Si  dans  Téquation 

(x-«)'+(y-.(3)«  +  (z--7)«  =  LM, 
les  plans  L  et  M  sont  réels,  on  peut  écrire 

(x-«)«  +  (y^/3)«  +  (z-y)«  =  A(x-A)«-fx(y-A)«. 

Le  premier  membre  représente  la  distance  d'un  point  N  (x,  y,  z)  de 
la  surface  au  foyer  F  (a,  |3,  ^)  ;  le  second,  divisé  par  A-f-f^t  ^t  égal 
au  produit  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  N  sur  les  plans 
L  et  M*  Si  on  désigne  par  NP  et  NQ  ces  perpendiculaires,  Téquation 
précédente  revient  à 

Nf*  =  (?.  +  ;z)NP.NQ; 
d'où 

NF* 
yp.j^Q  =  ^ + F  =  constante. 

Ainsi,  la  surface  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  tels 
que  le  carré  de  la  distance  de  chacun  d'eux  à  un  point  fixe  est  dans 
un  rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  de  ce  point  à  deux 
plans  fixes. 

En  second  lieu,  supposons  que  les  plans  L  et  H  soient  imaginaires 
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et  que  l'on  ait  pour  Téquation  de  la  surface 

Soit  N(x',  y\  z')  un  point  de  cette  surface.  Menons  par  ce  point  un 
*  plan  parallèle  à  l'axe  des  y  et  ayant  pour  équation 

(p)        z  —  z'  a=  m  (x  —  x')  ; 

il  rencontrera  la  directrice  correspondante  k  un  foyer  en  un  point 
dont  les  coordonnées  seront  déterminées  par 

(D)        x  =  fc,        y  =  ''>        2  —  z'=sfn{k  —  x'). 

Il  en  résulte  que  le  carré  de  la  distance  du  point  N  au  précédent  aura 
pour  expression 

ND*  =  («'—  *)•+  (y'—  A)»+  m»(x'—  ky  =  {i  +  m«)(x'—  Jt)«+(y'-.*)«. 
En  posant    i  -f-  m*  s=  -  »    il  viendra 

ND  = 

L'équation  de  la  surface  peut  donc  s'écrire  sous  la  forme 

par  suite, 

NF 

-—  T=  i/jr=  constante. 

ND     ^  ^ 

On  peut  vérifier  facilement  que  la  quantité 


m 


v^ 


est  réelle  pour  l'ellipsoïde  et  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  et  rcprcsenfe 
la  tangente  de  l'inclinaison  des  plans  cycliques  sur  le  plan  des  xy.  Ainsi, 


«  -.-  c«  6*  —  c* 


dans  l'ellipsoïde,    l  ==  ? — il  ,    fi  =  — n—  î    P»"*  «"**«i 


m 
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II  en  résulte  ce  second  mode  de  génération  :  La  syrfqee  peut  être 
eonsidérée  comme  le  lieu  des  points  tels  que  leur  distance  d  un  foyer 
est  dans  une  raison  constante  avec  leur  distance  d  la  directrice^  cette 
distance  étant  comptée  parallèlement  à  un  plan  cyclique. 


%   2.   SURFACES   HOMOFOCALES   A   CENTRE. 


949.  Considérons  une  surface  à  centre  représentée,  par 

Si  on  désigne  par  X  un  paramètre  arbitraire,  l'équation 

définit  un  système  de  surfaces  à  centre  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant 
les  mêmes  droites;  de  plus,  elles  admettent  les  mêmes  lignes  focales, 
comme  on  peut  facilement  s*en  convaincre  en  formant  les  équations 
de  ces  coniques.  Les  surfaces  qui  jouissent  de  ces  propriétés  se  nomment 
surfaces  homofocales. 

Aussi  longtemps  que  A  est  positif,  Téquation  (2)  représente  un  ellip- 
soïde réel.  Supposons  a>6.>c   et  'A=3  —  fz*.  Il  viendra  Téquation 

qui  représentera  un  ellipsoïde,  si  [i*  <  c*;  un  byperboloide  &  une 
nappe,  si  fx*  est  compris  entre  6'  et  c*;  un  hyperboloïde  à  deux  nappes, 
si  fx*  varie  entre  6*  et  a*;  un  ellipsoïde  imaginaire,  si  fx*  est  plus 
grand  que  a'. 

Supposons  que  /x*  varie  en  se  rapprochant  de  plus  en  plus  de  c'; 
à  la  limite,  lorsque  fx*  s=s  c',  un  des  axes  est  nul  dans  la  surface  homo- 
focale;  celle-ci  se  réduira  à  la  conique  focale 

X*     .     y*    _ 

a«  — c»  »"j«  — c*""'' 


(3)  "         J ':l—J I—  =1 
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De  même,  si  [i*  ea  6*  la  surface  homofocale  se  réduit  à  la  ligne  focale 


X*  X' 


située  dans  le  plan  des  xz.  On  doit  regarder  les  lignes  focales  comme 
étant  des  surfaces  homofocales  infiniment  aplaties. 

SftO.  TVois  surfaces  homofocales  paaseuf  par  chaque  point  de 
Fespaee:  un  ellipsoïde^  un  hyperbolotde  à  une  nappe  et  un  hyperbo^ 
loïde  à  deux  nappes. 

Si  on  exprime  que  la  surface  (3)  passe  par  un  point  (x'y  V),  on  aura 
réquation 


't  «f/S  »/t 


ou  bien,  en  développant, 

+  z'*{fi}—  6«)  (fx«-  a*)  =  o. 

Elle  est  du  troisième  degré  en  jea*»  et  admet  toujours  trois  raaines 
réelles;  car  en  substituant  à  fi*  les  quantités 

—  Qo,  c«,  6«,  a*, 

les  signes  des  résultats  correspondants  sont 

Il  7  a  une  racine  plus  petite  que  c*  à  laquelle  correspondra  un  ellip- 
soïde; la  racine  comprise  entre  c*  et  6*  donnera  un  hyperboloïde  à 
une  nappe,  et  la  dernière  racine  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 
Soient  fj.',  fi'\  fi'"  les  racines,  et  a'6V,  o"6'V',  o'"6'"c'",  les  axes  des 
trois  surfaces.  On  aura  les  relations 

a'«  =a«  —  fx'*,         6'«  =  6«  —  fx'«,         c'«  =  c«  -  pi'»; 
(f)      a"«  =  a'— pi"»,       6"»  c=  6«  —  fji"«,       c"*  =  c«— p"»; 
a'"«  =  o*  —  /x'"S    6'"«  =  6«  —  p'"»,    c'"»  =  c*  —  fA'"«. 

ffti.  Exprimer  les  coordonnées  ffun  point  (x'y'z')  en  foneUon  des 
axes  des  surfaces  homofocales  qui  passent  par  ce  point. 
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Posons  a*  —  fx«  =  Ç*  ;  on  aura 

6«  —  fx*  -=  Ç«  +  6«  —  aS     c«  —  p»  =  Ê«  +  c«  —  o% 

et,  en  désignant  par  m'  et  n*  les  quantités  positives  a'  —  &^,  a*  —  c', 
il  viendra  finalement 

o>  — fji«  =  $%     6«  — fx»  =  C«  — mS    c«  —  /i«=:Ç*  — n«. 

Substituons  ces  valeurs  dans  Téquation  du  troisième  degré  en  {j.*; 
on  aura 

Çt  (Ç«   _  „j«)  (gt  _   ;,.)   _   a^/î  (^J  _  ,„9)  (Ci  _  ^î)  _  y/«  (g.  _  ^î)   Ç, 

ou  bien^  en  développant, 

Ç«  —  $*  (m»  +  n«  +  x'*  +  y'«  +  «'«)  + 1*  {m*n*  +  (m«  +  n')  x'* 

+  ny«  +  mV»)  —  m«n  V*  =  o. 

Cette  équation  du  troisième  degré  donnera  trois  racines  réelles  comme 
la  précédente;  ces  racines  seront  les  axes  a'*,  a"^,  a'"^  des  surfaces 
homofucales  qui  se  rencontrent  au  point  (x'yV). 

Gomme  leur  produit  est  égal  au  dernier  terme  de  Téquation  changé 
de  signe,  on  aura 

a' V'V"«  «  m*/i*x'«,    ou    o' V'V"«  =  (o«  —  6«)  (a*  —  c«)  a'*. 

Par  une  transformation  analogue  de  l'équation  en  fx^,  on  trouverait 
de  la  mémo  manière  les  égalités 

6'«6"»6'"«  «=  (6«  —  o«)  (6«  —  c*)  y'S     c' V'«c'"«  =  (c«  -  a«)  (c*  —  6«)  z'«. 

On  en  déduit^  pour  les  formules  cherchées, 


x'*  = 


(a«  —  6«)  (o«  —  c»)  ""  '  (a«  -  6«)  (a«  -  c') 

y    ~  (6«  -  a»)  (6*  —  c*)  "~  (6«  —  o«)  (6«  —  c«) 


X 


(c«  —  a«)  (c»  —  6«)  (c«  —  a«)  (  c«  —  6«) 

L'équation  en  Ç'  donne  aussi  Tégalité 

a;'»  +  y'a  +  ;5'«  +  wi8  +  n«  =  a'«  +  o"*  +  a'"»; 
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d*où 

^'*  +  y'*  +  *"  =  o"  +  «'  — F"*  +  a'  — f*'"*  — a*  +  6*  — a'  +  c% 
ou  bien 

X^i  -|- y'«  -f  z'«  =  a'i  +  6"»  -{.  c'"«. 

Donc  le  carré  du  rayon  yecteur  du  point  {x'y'z')  est  égal  &  la  somme 
des  carrés  des  trois  axes  a\  b'\  c'"  appartenant  aux  (rois  surfaces 
bomofocales  qui  passent  par  ce  point. 

%i%.  Deux  surfaces  homo focales  se  coupent  d  angle  droit. 
Soient  les  deux  surfaces 

^*     I     y'     I     g'        . 

^'     I     y'     I     ^'     _, 

Un  point  quelconque  (x,y,  z)  de  leur  intersection  satisfait  à  Tcquation 

-     x^ j y] j z^ 

^'>  (a«_^'«)(a«  — f*"»)'^(6«  —  fx'»)  (6«  —  fx"^)'»"(c«—  p'«)  (c«  —  fx"*)  ""  ^ 

obtenue  en  retranchant  les  précédentes  membre  k  membre.  Les  équations 
des  plans  tangents  au  point  {x' y' z')  des  deux  surfaces  sont  de  la 
forme 

xx'    _i     yy'     !    ^*'    


a»  —  ^"«~6«  —  fx"«~c*  —  ""« 


ils  seront  perpendiculaires  ayec  la  condition 

/r"  w'*  2'* 

z I y I I ---0 

Mais,  d'après  la  relation  {f)^  cette  condition  est  satisfaite;  donc  les 
surfaces  se  coupent  à  angle  droit. 

95S.  £e  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  un  système  de 
surfaces  homofocajes  est  une  droite  perpendiculaire  d  ce  plan^ 
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L'équation  du  plan  polaire  d'un  point  («y^')  relativement  à  la  surface 

est  de  la  forme 

Identifions  cette  équation  ayec  celle  d'un  plan  fixe  lx'\'fny'\'nzssip; 
on  aura  les  égalités 

l x'  m  y'  n  z'      ^ 

P        O' II*        p        6* jJL*        p        c* /!X'  ' 

d'où 

Il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  pAle  satisfont  aux  équations 

l  m  n 

qui  déterminent  une  droite  perpendiculaire  au  plan  fixe. 
Si  le  plan  fixe  est  tangent  à  la  surface  homofocale 

le  lieu  du  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  système 
sera  la  normale  du  point  de  contact. 

954.  Trouver  ks  axes  d^une  section  centrale  faite  dans  la  surface 
homofocale  (a%  6^,  c')  qui  passe  par  le  point  M  parallèlement  au  plan 
tangent  en  eepoint. 

Les  surfaces  homofocales  qui  se  coupent  au  point  M  sont  orthogonales, 
de  sorte  que  leurs  plans  tangents  en  ce  point  forment  un  système 
de  trois  plans  rectangulaires,  et  le  plan  tangent  en  JH  à  la  surface 
(a',  6%  c')  renfermera  les  normales  aux  deux  autres;  nous  allons 
Toir  que  ces  normales  sont  parallèles  aux  axes  de  la  section  centrale 
parallèle  au  plan  tangent. 
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En  efiet»  deux  directions  conjuguées  (<x,  (3,  y\  {a',  jâ^  /)   satisfont 
a  la  relation 


ios  a  cos  «'  ,  cos  P  cos  |5'  ^.  cos  y  cos  y' 


mais  les  cosinus  directeurs  des  normales  aux  surfaces  (a'' 6' V),(a'"6'''c'-') 
ont  pour  valeurs 

x'  m'  z' 

»'  V'  jj' 

p'f  et  p'"  sont  les  perpendiculaires  abaissées  du  cenlre  sur  les  plans 
tangents.  Substituons  ces  quantités  aux  cosinus  de  la  relation  précé- 
dente :  il  viendra 

équation  qui  est  satisfaite  par  les  coordonnées  du  point  M,  car  si  on 
retranche  membre  à  membre  les  relations  (N<>  25â) 


on  aura 


x'^     I     y'*     I     ^"    — 

en  observant  que  a'"*  —  a"«  =  6'"*  —  6'"  =  c'""  —  c"«.  Il  en  résulte 
que  les  normales  sont  parallèles  à  deux   diamètres  conjugués  de  la 
section I  et^  comme  elles  sont  rectangulaires,  elles  seront  parallèles 
aux  axes. 
Cela  étant,  si  on  désigne  les  axes  cherchés  par  A'  et  B',  on  aura 

t cos'of  .cos*  (3  .  cos^y_   ^/g  /  ^'^     \     V*^     \     ^'*  V 
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Mais,  si  oa  retranche  membre  à  membre  les  relations 


il  vient 


o'V*  *"6'*6"*  *  c'V*      p"«(a'«  —  o"«)  * 

On  en  déduit,  par  la  comparaison,  A'':=a"  —  a"^  On  trouvera 
semblablement  B''  =  a'*  —  a''". 

De  même,  les  axes  des  sections  centrales  faites  dans  les  deux  autres 
surfaces  parallèment  &  leur  plan  tangent  seront 

955.  Trouver  les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur  les  plans 
tangerUs  au  point  d'intersection  de  trois  surfaces  homofocales. 

Le  parallélipipède  construit  sur  A',  B',  p'  est  équivalent  au  paral- 
lélipipéde  construit  sur  les  axes  de  la  surface  (a'fr'c').  On  aurft  done 
réquation 

p'A'B'  =  a'6V  ; 
d'où 

par  suite 

P    "^  (tt'«  —  o"*)  (a'«  —  o'"«)  ' 
On  trouvera  aussi 


La  comparaison  de  ces  valeurs  avec  les  expressions  de  a/',  j/",  z'* 
(N""  2S1)  nous  montre  que  le  point  M  peut  être  considéré  comme  le 
centre  d'un  système  de  trois  surfaces  homofocales  rapportées  aux  plans 
tangents  rectangulaires,  cft  passant  par  le  centre  du  système  primitif; 
elles  sont  tangentes  aux  plans  principaux  de  ce  dernier,  et  leurs  axes 

21 
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sont  respectivement  a%  a",  a'";  6',  6",  6'";  e^c*',  c'".  Les  quantités 
p',  /?'%  p"'  sont  les  coordonnées  du  centre  des  premières  surfaces 
orthogonales  par  rapport  aux  plans  principaux  des  trois  autres. 

956.  Leè  axes  d'un  cône  circonscrit  à  une  surface  homofocale  sont 
les  normales  aux  surfaces  homo  focales  qui  passent  par  le  sommet. 

Soient  x'^y^  z^  les  coordonnées  du  sommet  d*un  cône  circonscrit  à  la 
surface  homofocale 

son  équation  est  de  la  forme 

/x"      y"      z"       \fx*     y*     zl       \     (XX'     yy'      zz'       \t 

Posons  I  pour  abréger, 
et  développons  Téquation  précédente.  On  aura 

2X*Z'  2X^y' 

D'un  autre  côté,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface 

ac'  y'  z' 

(o'6'c')  sont  p'  -7,  >    P'hfî^    P'  "7î  '  ^^^^  allons  voir  qu'ils  satisfont 

aux  égalités  (N*"  160) 

AX  +  B^>  +  B^      B"A  +  AV  +  By      B'A  +  Bf* -{- A"y 

W  r = =S 

A  ft  y 

qui  caractérisent  les  directions  principales.  En  effet,  en  substituant,  le 
premier  rapport  devient 

s=—ïfoL'——\— ^  yL—^  ^] 
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ou 


Mais,  si  oa  retranche  membre  à  membre  les  ëqa«li«QS 


[2  rî^  ,  ^'' 
on  trouve 


^Vi  î/   _i  ^ 


-•-(■■■•-«■)(^+tCi+.vi)' 


par  suite,  la  valeur  précédente  de  S  deviendra 

S  = 

et 


cl' 
o»  —  a" 


Celte  expression  est  symétrique  et  les  autres  rapports  {k)  auront  la 
même  valeur.  Donc  la  normale  à  la  surface  (a'6'c')  sera  une  direction 
principale  du  cône.  On  verra  de  même  que  les  normales  aux  surfaces 
(a"6"c"),  {a"^V"c!")  sont  les  deux  autres  directions  principales,  et  on 
aura  aussi 

S  =  -- -,     S 


a«  —  a"»  a'  —  a'"« 


Inéquation  du  cône  circonscrit  rapporté  &  ses  axes  sera  de  la  forme 

rt«  —  o'« "^ o«  —  a"« ■*" o«  —  o'"* ~  ^' 


t57.  i>puar  cdne«  dé  même  9omme<  sont  circonserUs  à  deux  surfaces 
homo focales  (<Xi|3i7i)^  (^sl^syt);  trouver  /e  segment  intercepté  sur  une 
arête  commune  par  un  plan  mené  par  le  centre  parallèlement  au  plan 
tangent  à  l*une  des  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le  sommet 
commun. 
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Les  cônes  rapportés  aux  normales  des  surfaces  hoinofocales  qui  passent 
par  leur  sommet  sont  représentés  par  les  équations 

a'«  —  a,»  +  o"«  —  ai«  "*"  o"'»  —  «i«  ""  °' 

a'*  —  a»»  »"  o"*  —  ai»  "^  a'"«  —  a,«       ^' 

Soit  D'  la  distance  chercliée»  et  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point 
où  le  plan  diamétral  parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface  (a'6'c') 
rencontre  une  arête  commune.  On  aura 

D'*  ==  x«  +  j/«  +  2», 

Mais  la  distance  du  sommet  du  cône  au  plan  diamétral  est  égale 
à  p'y  et  si  on  suppose  l'axe  des  x  parallèle  à  p'j  on  aura  x  =  p';  par 
suite,  les  coordonnées  du  point  (x,  y,  z)  satisfont  aux  équations 

_y'        I        z*       _         p^ 

a" 


j"i  —  a,«  ^  a"'*  —  «i«  a'*  —  a^* 


En  résolvant  ces  égalités  par  rapport  à  y^  et  z^^  et  substituant  ensuite 
leurs  valeurs  dans  l'expression  de  D'%  on  trouvera 

""^    [  (a"*  — o'"*)(a'»-^«i«)(a'«  — a**)  J' 

Le  numérateur  est  égal  au  produit 

tandis  que  p'  a  pour  expression 

Par  la  substitution,  il  viendra  pour  la  distance  cherchée 

D'«  = . 

(a'«  —  ai«)  (a'«  —  a,») 

De  même,  les  segments  W,  D'"  interceptés  sur  une  arête  eommtine 
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des  cAnes  par  les  plans  diaoïëtraHt  parallèles  nux  plans  tangente  aux 
surfaces  hoikiofoeales  {a'^h''ç'%  {a''^b"'e^^')  seront  déterminés  par  les 
formules 


958.  Supposons  que  les  surfaces  bomofocales  {cm^iyK^  {ctj^%yi^ 
enveloppées  par  les  cAnes  se  réduisent  aux  lignes  focales  réelles  dé 
Tellipsoïde  (a'6V)  et  dont  les  équations  sont  de  la  forme 

0?'       ,       y*      g*        ,        g*      

a'«  — c'«"*"6'«  — c'«""''        a'»  — ô'^^'^c'»  — 6'«'~'' 

•  On  aura  «i*  «s  a'*  —  c'*,  aj*  =  a'*  —  6'*  ;  par  suite  la  distance  IK 
se  réduit  à  a^ 

D'où  ce  théorème  :  Si  par  un  point  H  de  l'ellipsoïde  on  mine  une 
droite  qui  s^appuie  sur  les  lignes  focales^  le  plan  diamétral  parallèle 
(III  plan  tangent  en  M  â  la  surface  interceptera  sur  cette  droite  une 
longueur  égale  à  Vaxe  majeur  de  Vellipsoïde. 

Le^  plans  menés  par  le  centre  parallèlement  aux  plans  tangents  des 
deux  autres  surfaces  homofocales  du  point  H  détermineront  aussi  sur 
la  même  droite  des  longueurs  égales  à  a"  et  a"'* 

959.  Construction  des  axeSt  étant  donnés  trois  diamètres  conjugués 
d^une  surface  du  second  ordre.  Soient  OA,  OB,  OG  trois  demi-diamètres 
conjugués  de  la  surface 

a'*'^h'^^c'*        ' 

dont  les  demi-axes  sont  a'  h\  c\  Par  Textrémité  C  du  troisième  diamètre, 
menons  un  plan  parallèle  au  plaii  des  detx  autres;  il  sera  tatigentà  la 
surface.  Connaissant  les  diamètres  conjugués  OA,OB  de  la  section  centrale 
du  plan  OAB,  on  peut  déterminer  les  axes  de  cette  section  et,  par  suite, 
les  valeurs  des  différences  o"  —  o"%  o'«  —  o'"*  (N^  2B4).  Le  point  C 
est  le  centre  de  trois  surfaces  homofocales  passant  par  le  point  0  et 
tangentes  aux  plans  principaux  de  la  surface  (a'6V).  On  peut  construire 
les  lignes  focales  de  ce  système;  car  on  connaît  les  plans  où  elles  se 
trouvent^  ces  plans  étant  déterminés  par  la  nori)aale  e|i  Ç  et  les  para|lè)ea 
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menées  par  le  point  C  aux  axes  de  la  section  centrale;  les  axés  des 
focales  sont  déterminés  en  direction  et  les  carrés  des  longueurs  de 
ces  axes 

se  déduisent  des  quantités  connues  a'*  —  a"*,  a'^  —  a'"^.  Les  cônes 
ayant  pour  sommet  le  centre  O,  et  passant  par  les  lignes  foicales  vont 
se  rencontrer  suivant  quatre  droites;  les  plans  principaux  de  ces  cônes 
étant  les  plans  tangents  aux  surfaces  homofocales  qui  passent  par  le 
sommet,  les  directions  des  axes  de  la  surface  {a'b'c')  seront  les  inter- 
sections des  six  plans  menés  par  les  arêtes  communes  et  combinés 
deux  à  deux;  les  longueurs  des  axes  seront  les  segments  déterminés 
'sur  les  arêtes  communes  par  les  plans  menés  par  le  point  C  parallèle- 
ment aux  plans  principaux. 


%  S.  LIGNES  FOCALES  ET   SURFACES   HOMOFOCALES   DÉPOURVUES   DE  CENTRE* 

960,  Considérons  d*abord  le  paraboloîde  elliptique  représenté  par 
l'équation 

(0        '2 1 2X  =  0. 

P       7 

Si  la  surface  admet  un  foyer,  il  faut  que  son  équation  puisse  se 
ramener  à  l'une  des  formes 

(2)  (x-«)«  +  (y-P)»  +  (z-y)«  =  ?.(x-*)'  +  p(y-A)«, 

(3)  {x-«)'+(y-^)'  +  («-y)'=.A(x-A)«  +  v(«-3)*. 
En  dëreloppant,  l'ëqaatîon  (a)  devient 

(a*)      (i  —  A)  X*  +  (i  —  (*)  y*  +  «*  —  2  («  —  ÀA)  X  —  2  (P  —  \fh)y  —  2y« 

-I- «»  +  P«  +  y»  —  XA»  -  (lA»  =  o. 

Si  on  la  compare  avec  (i),  on  aura  les  relations 

I— A  =  o,      y  =  o,      a*  +  (5*  =  i**  +  f^S 
p  (i  — (i)  =  ^  =  a  —  A*,      |3  —  (aA  =  0. 
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On  en  tire 


par  suite» 


r  r 


^•0-^,)=-*^«+î^ 


OU 

/5«  =  2(p  — 9)a  — 9(p  — 9). 

Il  en  résulte  que  le  paraboloide  admet  une  première  ligne  focale  dans 
le  plan  des  xy  ayant  pour  équation 

2/'  =  (p  — 9)(2x  — g); 

c^est  une  parabole  dont  l'axe  est  dirige  suivant  les  x  positifs  si})>  q; 
les  foyers  correspondants  sont  de  seconde  espèce,  car  on  a 

X_,,        f, _. 

L'équation  (3)  étant  développée  devient 

(i  —  7.)  X*  +  j/*  +  (i  —  y)  je*  —  2x{a.  —  Ik)  r-  2^y  —  2z{y  —  vq) 

+  a«  +  /5«  +  y»  — ;.A»  — V5«  =  o, 

et|  par  la  comparaison  avec  (i),  on  trouve  les  relations 

I  —  >  =  o,       P  =  o,       a*  -|-  y'  =  AA*  +  vg*y 
p  =  q(i  —  y)=a,  —  >&,       y  —  vj  =  o. 
D*où 

Xs=?i,       a*  +  y*  =  (a  —  p)'  +  ^>       vt=2 L' 

parsuitCi 

/•=»2(î-7>)«  — p(7-p). 

-    Le  parabol'oîde  admet  une  seconde  ligne  focale  dans  le  plan  principal 
xz  ;  c'est  la  parabole  représentée  par  Téquation 

z»  =  (9r  — p)(2X  — p); 
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les  foyers  eorrespondants  sont  de  première  espèce,  car  on  a 

et  ces  coefficients  sont  de  signe  différent  si  p  >  9. 

Par  le  changement  de  9  en  —  g  dans  les  équations  précédentes,  il 
viendra  pour  les  lignes  focales  du  paraboloïde  hyperbolique 

P 

Ce  sont  deux  paraboles  et  les  foyers  sont  toujours  de 'seconde  espèce. 
S6I;  Lorsque  Içs  plans  !«  et  M  BOQt  ré(cls  4sns  l'équatiDQ 

on  peut  appliquer  au  paraboloïde  elliptique  le  même  mode  de  génération 
qu'aux  surfaces  à  centre.  Si  les  plans  sont  imaginaires,  la  quantité  m 
(N®  S48)  a  pour  valeur 


m 


elle  est  donc  réelle  si  p  >  9  ;  par  suite,  on  peut  appliquer  au  premier 
paraboloïde  le  second  mode  de  génération  des  surfaces  à  centre. 
Il  n*en  est  plus  ainsi  pour  le  second  paraboloïde,  car  on  a 


et  la  quantité  m  est  imaginaire.  Dans  ce  cas,  comptons  la  distance  d*un 
point  N  ((x^^y'z')  de  la  surface  à  la  directrice  parallèlement  au  plan  zs^ny. 
Le  plan 

2  — «'  =  «(y— y') 

rencontrera  la  directrice  en  un  point  dont  les  coordonnées  sont  déter- 
minées par  les  relations 

(D)       x^k,      y  =  A,      z-z'^n{h  —  y'). 


-  529  — 

On  aara  pour  h  distance  ND, 

ND*=(ic' -*)•+  (y'-  hy+  n V-  *)•-  {x'  -  fc)«+  (i  -f  n«)  (y'  -  hf. 
Posons 

il  Tiendra 

et  rëquation  de  la  surface  peut  s'écrire 


NF'^-Nd"; 

d'où 

NF 

La  quantité  i 

%  est  n 

Selle  et  égale  à 

« 

-vr- 

et  réquatiôn  z 

=  ny 

devient 

ou  bien, 

y»      z* 

x/î- 


P       9 
elle  représente  les  plans  directeurs  de  la  surface. 

Donc,  le  paraholoïde  hyperbolique  peut  être  eomidéri  comme  le  lieu 
dei  points  teli  que  leur  distance  d  un  foyer  est  égale  à  leur  distance 
à  la  directrice  correspondante^  cette  dernière  distance  étant  comptée 
parallèlement  d  un  plan  directeur. 

96t.  Surfaces  homofocales.  Soit  le  paraboloîde 

fi*        z* 

(4)       y_+-_«.»o;  .    .      • 

l'équation 

(5)        ^-7 1 i 2a:  — a  =  o, 
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où  fi  est  un  paramètre  arbitraire,  définit  un  système  de  surfaces 
^tti  ont  les  mêmes  lignes  focales  que  la  proposée;  on  peut  s'en 
convaincre  en  appliquant  la  méthode  précédente.  En  particulier,  les 
sections  principales 

ont  les  mêmes  foyers  que  les  sections  principales  du  paraboloîde  pro« 
posé;  car  la  première  a  son  sommet  sur  l'axe  des  x  à  une  distance  —  ^  de 
Torigine,  et  la  distance  du  foyer  à  l'origine  sera 

P+>      P - P 

2  .2         2, 

De  même,  la  distance  du  foyer  de  la  seconde  h  l'origine  est  -  ;  les 

foyers  de  ces  lignes  coïncident  dont  avec  ceux  des  paraboles  principales 
de  la  surface  proposée. 

Les  surfaces  (5)  sont  toujours  des  paraboloïdes  elliptiques  excepté 
lorsque  le  paramètre  11  varie  entre  p  et  q.  Elles  se  coupent  orthogo- 
nalement,  car  les  plans  tangents  en  un  point  (x'y'z')  de  rintersection 
des  deux  surfaces  homofocales 

— {-— j- 2X— .fA,  =  0,         — j- j-— T- --2X-Ui  =  p, 


ayant  pour  équations 


— <■  I  «  I 


p+f*«  î+f*' 


,/ 


yy     '     ^ 


-j ; (x -}- x')  —  fX,  =  O, 


la  condition  de  perpendicularité  sera 


y  « 


or,  si  on  retranche  membre  à  membre  les  équations  des  surfaces, 
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on  obtient 


X*  '* 


+7rT7T7r:r73+^ 


o  : 


la  condition  de  perpendicularité  des  plans  tangents  est  satisfaite  et 
les  surfaces  sont  orthogonales. 

Les  surfaces  homofoçales  dénuées  de  centre  ont  plusieurs  propriétés 
communes  avec  les  surfaces  homofoçales  à  centre;  nous  croyons 
inutile  de  répéter  ici  les  démonstrations  qui  se  trouvent  au  para- 
graphe précédent. 


CHAPITRE  XII. 


SURFACES     DU     SECOND     ORDRE. 


(Ooordonnéei  tétroéâriques  et  tugentiellM.) 


SoMMAïu.  —  Équaiion  du  êeeond  degré  entre  lee  coordowniei  Utraédriqm»;  tetUre, 
diamètre^  plan  tangent  et  plan  polaire  ;  cône  dreoneerit  et  ndne  aeymptote  ;  genre 
de  la  eurfaee  représentée  par  l'équation  générale,  —  Équation  du  teeond  degré  en 
coordonnées  tangentielles  ;  passage  de  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  en 
coordonnées  tangentielles  à  l'équation  de  la  même  surface  en  coordonnées  cartésiennes, 
et  réciproquement,  —  Formes  particulières  de  VéquatioUj  lorsque  la  surface  est 
inscrite  ou  circonscrite  à  un  tétraèdre^  à  un  quadrUaière  gauche;  surface  coi^ugu^ 
au  tétraèdre  de  référence. 


§    i.    ÉQUATION    DD  SEGOlfD  DEGRÉ   EN  COORDONNÉES  TÉTRAÉDRIQUES. 

96S.  L'cquation  générale  et  homogène  du  second  degré  entre  les 
coordonnées  tétraédriques  est  de  la  forme 

(i)        ahA*  -}-  OfiB*  -|-  «»»C*  +  0440*  +  2aisAB  -j-  2aisAC  +  2auAD 

+  2a83BC  +  2a24BD  +  2as4CD  =  o. 

Si  on  remplace  les  lettres  A,  B,  C,  D  par  les  polynômes 

X  cos  «1  +  y  cos  j3|  +  je  cos  yi  —  tti    elc, 

elle  sera  aussi  du  second  degré  par  rapport  aux  coordonnées  carté- 
siennes; elle  représente  donc  une  surface  du  second  ordre  qui  peut 
être  quelconque  puisqu'elle  renferme  neuf  paramètres  arbitraires. 
Réciproquement^  les  coordonnées  d*un  point  qui  se  déplace  sur  une 
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surface  du  second  ordre  donnée  satisferont  à  une  ëquttion  de  la 
forme  (i);  car  si  on  détermine  les  paramètres  de  l'équation  en  exprimant 
que  la  surface  qu'elle  représente  satisfait  à  neuf  conditions  communes 
avec  la  surface  donnée,  Téquation  ainsi  obtenue  sera  la  définition 
analytique  de  cette  surface  et,  par  suite,  elle  sera  vérifiée  par  les 
coordonnées  tétraédriques  de  Tun  quelconque  de  ses  points. 

Afin  d'abréger,  nous  écrirons  simplement  pour  l'équation  précédente  : 
F  (A,  B,  C^  D)  =o;  nous  désignerons  par  Fl,  F.,  Fc,  F^'  les  dérivées 
partielles  de  F  prises  par  rapport  à  chaque  coordonnée;  enfin,  les 
expressions  F  (A',  B',  C,  D'),  F'„  Fi„  F'„  Fi„  indiqueront  les  valeurs 
de  ces  fonctions  pour  les  coordonnées  d'un  point  (A'B'C'D')  de  l'espace. 

264.  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de  la  surface  F  (A,B,C,D)  =  o. 
Soient  A',  B',  G',  D' les  coordonnées  inconnues  du  centre.  Une  droite 
menée  par  ce  point  sera  définie  par  des  équations  de  la  forme 

A-^A^      B  — B^      C~C^      D  —  D^ 

Ai  Â%  /s  /4 

les  coefiGlcients  directeurs  étant  liés  par  la  relation 

(a)      aXi  -{-  6iî  +  cXs  +  dAi  =  o. 

On  en  déduit 

A  =  A'  +  X,p,    B  =  B'  +  i,p,     C  =  C'  +  A8p,     D  =  iy  +  i4p. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface;  il  viendra,  en 
développant, 

F  (A',B',C',D')  +  p  (XiFl,  +  AjF;,  +  XsFc',  +  hK) 

+  p»F(A|,?.,,i3,A4)  =  o. 

Cette  équation  du  second  degré  détermine  les  valeurs  de.  p  qui.  se 
rapportent  aux  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  surface;  mais, 
toute  droite  menée  parle  centre  y  est  divisée  en  deux  parties  égales; 
par  suite,  les  racines  de  l'équation  doivent  être  égales  et  de  signes 
contraires,  et  l'on  doit  avoir  la  relation 

quelle  que  soit  la  direction   de   la   droite.   £n   la    comparant  avec 
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l'égalité  {a)t  on  trouve  que  les  coordonnées  du  centre  vérifient  les 
équations 

Ff  u'  -pf  p' 

A/  r„         tcf         ro, 

mm^    S^S  •'^•^  ^SS  ^^^    SSS    a^**    • 

a        b        c        d 

Soit  fc  la  valeur  commune  de  ces  rapports;  on  aura  les  équations 

anA'  -j-  aitB'  -(-  aisC  -j-  auO'  —  Aa  =»  o, 
ail  A'  +  ajjB'  +  a„C'  +  as4  D'  —  fc6  =  o, 
aji A'  -j-  asiB'  -|-  azzC  +  O54D'  — -  Arc  =  o, 
a*!  A'  +  a4iB'  +  a4jC'  +  a44D'  —  kd  =  o, 
oA'  +  6B'  +  cC  4.  dD'  =  —  3V. 
La  surface  aura  un  centre  à  une  distance  finie,  si  le  déterminant 

an  «!«  an  ttu  —  a 
au  fl«t  flts  au  —  b 
azi  Obi  038  «84  —  c 

«41    «41    «48    044  d 

a      b     c     d       o 

est  plus  grand  ou  plus  petit  que  zéro;  dans  le  cas  contraire,  le  centre 
sera  à  l'infini. 

Lorsque  Téqualion  représente  une  surface  conique,  le  centre  étant 
sur  la  surface,  on  a  F  (A',  B^  C,  D',)  e  o.  Or,  des  égalités  précédentes 
on  tire 

K  ^ F[/^Ç^^^.  ^AT:,  +  BT;,  +  CT;  +  DT^,^2F  (A^  B%  C,  W) 
a        b        c'^d  aA' +  6B' +  cC  +  rfD'      *^  —3V  ' 

par  suite, 

F:,  =  o,      F.',  =  o,      F^,  =  o,      F;,  =  o. 

n  en  résulte  que  la  condition  pour  que  l'équation  générale  représente 
un  cône  sera 


an  ail  ai8  au 

asi  a»  ass  at4 

asi  ait    023    «34 

a4l  a4S    043    044 


r=o  : 
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équation  qui  est  le  résultat  de  l'élimination  des  coordonnées  A^  B',  C%  D^ 
entre  les  relations  précédentes. 

965.  Trouver  Nquation  du  plan  diamétral  conjugué  d*une  direc- 
tion donnée  (X|  A|  As  X4). 

Menons  dans  la  surface  une  corde  MN  parallèle  à  la  direction  donnée^ 
et  soient  A^  fi\  G',  D' les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde.  On  aura 
pour  un  point  quelconque  de  cette  droite 

A  =  A'  +  ^p,    B  =  B'  +  i,p^    C  =  C'  +  ?.,p,    D  =  D'  +  A4p. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  F  (A,  B,  C,  D)  =  o  conduit  à 
l'équation 

F  (A',  B',  C,  D')  +  p  (hK  +  ^^K  +  h¥'c,  +  A4F„',) 
+  p«F(>i,X„A3,  i4)  =  o 

qui  doit  avoir  des  racines  égales  et  de  signes  contraires,  puisque  le 
point  (A'B'C'D')  est  le  milieu  de  la  corde;  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

a.f:, + x.f; + Xjf; + i4Fo', = o. 

Comme  nous  avons  considéré  une  corde  quelconque,  le  lieu  des 
milieux  de  toutes  les  corden  parallèles  à  la  direction  donnée  sera  le 
plan  défini  par  Téquation 

Les  valeurs  des  dérivées  pour  les  coordonnées  du  centre  sont  pro- 
portionnelles à  a,  6,  c,  d;  par  suite,  le  résultat  de  la  substitution  de 
ces  coordonnées  dans  Téquation  précédente  sera  égal  à 

k  (ail  +  bit  +  eh  +  dké)  ; 

mais  cette  expression  est  nulle,  en  vertu  de  la  relation  qui  existe  entre 
les  coefficients  directeurs  d'une  droite;  donc,  le  plan  diamétral  passe 
par  le  centre  de  la  surface. 

966.  Plan  tangent.  Soit  H  (A'  B'  C  W)  un  point  de  la  surface 
F  (Ay  B,  C,  D,)  BB  o.  Menons  par  ce  point  une  droite  ayant  pour 
équations 

A==A'  +  X,p,     B  =  B' -f- ?.,p,    C  =  C'  +  A5p,     D«D'  +  ^p. 
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'  LéspAiûti  où  elle  rèacontrc  la  surface  sont  dëtermioés  par 

F  (A',  B',  C,  D')  +  p  (^P:,  +  i,Fi,  +  i3F;+  IJ?^,) 

+  p«F  (Af ,  i„  )»s,  M  =  o  ; 

mais  F  (A^  B',  C%  D',)  s=  o  puisque  le  poiat  H  est  sur  la  surface;  de 
plus,  si  on  suppose  que  le  second  point  d'intersection  se  rapproche 
indéfiniment  du  premier,  à  la  limite,  les  deux  valeurs  de  p  sont  nulles; 
par  suite,  les  coefficients  directeurs  d'une  tangente  à  la  surface  au 
point  (A'B'C'D')  doivent  satisfaire  à  la  relation 

L'élimination  des  quantités  ht  ^ly  hf  ^4  au  moyen  des  équations 
de  la  droite  nous  donne  pour  le  plan  tangent  au  point  (A'BX^D')  de 
la  surface 

(A-A')F:,  +  (B-B')F:,  +  (C-C')Fi,  +  (D-DOFi,  =  o, 

on  bien, 

AF:,  +  BF;,  +  CF^,  +  DFo',  =  o  ; 

car,  on  sait  que 

AT:,  +  B'F;  +  CTc,  +  D'Fi,  =  2F  (A',  B',  C\  D')  =  o. 

Si  on  identifie  cette  équation  avec  celle  d'un  plan  donné 

/A  +  mB -}-»C +  pD  =  Oi 

on  arrive  aux  égalités 

F'           U'           P'  U' 

A/ £^ Vcf ror  ^ 

l       m       n       p  ' 

en  désignant  par  k  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  il  viendra 

aiiA^  +  ai«B' +  auC  +  ai4D' — .  AZ  ™  o, 
a«A'  +  ouB'  -f*  aisC  +  auD'  —  fcm  *«  o, 
asi A'  +  a,tB'  +  os»C'  +  azJ>'  —  A/i  =»  o, 
atiA'  +  a4tB'  +  04jC'  +  O44D'  —  kp  =  o. 

•  De  plus,  le  point  de  contact'  devant  appartenir  au  plan  donné, 
on  a  aussi 

fA'-|-mB'  +  nC'  +  pD'  =  o. 
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Si  on  élimine  entre  ces  équations  les  coordonnées  du  point  de 
contact,  on  arrivera  i  la  condition  pour  que  le  plan  donné  touche 
la  surface  F  (A,  B,  C,  D)  =  o  ;  ce  sera  : 


flii  Alt  Ois  Ou    l 
oii  ait  ai8  014  tit 

QU    Osi    Osf    084      M 
041    041    041    044     P 

l    m    n    p     o 


o. 


9S7.  Le  plan  tangent  rencontre  la  surface  iuivant  deux  draUn 
réelles  ou  imaginaires.  Pour  le  démontrer,  supposons  que  le  sommet 
du  tétraèdre  où  aboutissent  les  faces  B,  C,  D  appartienne  h  la  surface, 
et  prenons  pour  la  face  D  le  plan  tangent  en  ce  point.  L'équation 
générale  devant  être  satisfaite  en  posant  B  =  C  =  'D  =  Oj  le  coeflS- 
cient  ail  sera  nul.  Le  plan  tangent  au  point  (A\  o,  o,  o)  a  pour 
équation 

FI  =  o,     ou     aiiA-f-OisB-^-aisG-l-auDso, 

et  comme  il  doit  coïncider  avec  le  plan  D^o,  on  aura  ais  =  o, 
an  =3  o.  Il  en  résulte  que  la  surface  rapportée  à  ce  tétraèdre  particulier 
sera  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

OtiB»  +  azzC*  +  044D«  +  014AD  +  OtsBC  +  ai4BD+  OmCD  =  o. 

L'intersection  du  plan  tangent  D  avec  la  surface  se  composera  des 
droites  définies  par  les  équations 

D  =  o,     OttB»  +  osi  €•  +  omBC  =  o. 

D'après  l'étude  que  nous  avons  faite  des  surfaces  du  second  ordre^ 
ces  droites  sont  réelles  pour  rhypcrboloïde  ft  une  nappe  et  le  parabo- 
loîde  hyperbolique  ainsi  que  dans  le  cône  et  le  cylindre  où  elles 
coïncident. 


9«S.  Plan  polaire.  Soit  M  (A'fi'G'D')  un  point  de  l'espace.  Menons 
par  ce  point  une  droite  quelconque  et  désignons  par  A",  B'\  C\  D'' 
les  coordonnées  d'un  second   point  de   la  droite;  celles  d'un   point 

82 
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quelcoaque  de  la  même  ligne  seront  données  par  les  formules 
;     X'  +  W     ■        W  +  IW      ^      C'4-AC"      ^      D'  +  iD" 

I  +  A  I+A  l+A     •  l-f-A 

Afin  de  déterminer  les  points  où  la  droite  rencontre  la  surface 
F  (A,  B,  C,  D)  as  o,  substituons  ces  valeurs  dans  cette  dernière  équa- 
tion. On  trouvera,  en  développant, 

(A)    F  (A',  B'.  C,  D')  +  À  (A"F:,  +  B'Ti,  +  CT^,  +  D"Fi,) 

+  A«F  f  A",  B",  C",  D")  =  o. 

Or,  si  le  point  (A"B'T''D'')  est  le  conjugué  harmonique  du  point 
(A'B'C'D')  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  la  droite  avec 
la  surface,  Téquation  précédente  doit  donner  des  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  pour  A;  par  conséquent,  on  aura  la  relation 

A"F:,  +  B'Ti,  +  CTc  +  D"Fi,  =  o. 

Gomme  la  droite  considérée  est  quelconque,  le  lieu  du  conjugué 
harmonique  du  point  (A'BT/D')  ou  le  plan  polaire  de  ce  point  par 
rapport  à  la  surface  F  (A,  B,  G,  D)  =  o  sera  représenté  par  l'équation 

AF:,  +  BF;,  +  GF;  +  DFi,  =  o, 
ou  bien, 

a'f: + b'f; + GTj + dt;  «  o. 

Il  en  résulte  que  le  pôle  d*un  plan  ayant  pour  équation 

/A  +  »»B-|-nG+pD  =  o 
sera  déterminé  par  les  égalités 

F/           nf           nf  ri/ 

a; r,, tcf fo^ 

l         m       n        p 
auxquelles  il  faut  joindre  la  relation  aA'  -{*  6B'  -{-  cC^  +  ^^^  =  —  3^* 

969.  Cône  circoMcrit.  Lorsque  la  droite  menée  du  point  (A'B'G'D') 
est  tangente  à  la  surface  F  (A,  B,  G,  D)  =»  o,  Téquation  (A)  doit  avoir 
des  racines  égales;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

(A"F:,+  B"Fi,+C"FÎ,+D"F;)«  —  4F  (A',B',G',D')  F  (A",B",G",D")==  o- 
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Cette  équation  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point  variable 
d*une  tangente  quelconque  issue  du, point  (A'B'C'D');  le  lieu  de  toutes 
les  tangentes  ou  le  cAne  circonscrit  à  la  surface  ayant  pour  sommet 
ce  point  sera  défini  pir  l'équation 

(AF:,  +  BF;,+  CFi,+  DF„',)*  — 4F(A,B,C,D)F(A',B',CMy)  =  o. 

Si  on  remplace  les  quantités  À',  B\  C\  D'  paî*  les  coordonnées  du 
centre,  elle  représentera  le  cAne  asymptote  qui  sera  réel  ou  imagi- 
naire suivant  le  genre  de  la  surface  déterminée  par  l'équation. 

On  Toit  que  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  est  la  conique 
d'intersection  du  plan  polaire  A¥[,  +  BFi,  +  CFi,  +  DFi,  =  o  avec  la 
surface  F  (A,  B,  C,  D)  =  o. 

%7Q.  Pour  déterminer  l'espèce  de  surface  représentée  par  une  équa- 
tion du  second  degré  en  coordonnées  tétraédriques^  on  vérifiera  d'abord 
si  la  surface  admet  un  centre  i  une  distance  finie  ou  si  le  centre  est 
à  l'infini.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  représentera  un  ellipsoïde, 
si  le  cAne  asymptote  est  imaginaire  et  l'un  des  deux  hyperboloîdes 
si  ce  cône  est  réel;  ce  sera  un  hyperboloïde  &  une  nappe  ou  à  deux 
nappes  suivant  que  les  droites  d'intersection  du  plan  tangent  avec  la 
surface  seront  réelles  ou  imaginaires.  Lorsque  le  centre  est  k  l'infini, 
l'équation  définit  un  paraboloïde  elliptique  ou  hyperbolique  suivant 
la  nature  de  l'intersection  du  plan  tangent. 

Si  l'équation  du  second  degré  ne  renferme  que  trois  coordonnées 
et  se  présente  sous  la  forme 

asiB*  -|-  assG*  -f  aiJ)*  +  ai^BG  +  a^BD  -|-  asiCD  =  o, 

elle  représente  un  c4ne  dont  le  sommet  coïncide  avec  le  point  d'inter- 
section des  faces  B,  G,  D  du  tétraèdre;  car  la  condition  du  N""  264  est 
satisfaite. 
Toute  équation  à  deux  coordonnées,  par  exemple, 

atiB*  +  a%tO  -f-  atsBG  =  o 

représentera  deux  plans  réels  ou  imaginaires  passant  par  une  arête 
du  tétraèdre  de  référence. 
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§  9.    ÉQUATION   DU   SECOND   DEGRÉ   EN   COORDONNÉES   TANGBNTIELLBS. 

971.  Considérons  d'abord  Téquation  gënërale  du  second  degré  en 
11,  Vf  et  w  qu*on  peut  écrire 

(i)      /(il,  V,  w)  =  Aa«  +  A'p»  +  k"w*  +  aBiw  +  aB'toii  -f  2B"ti» 

+  2B11  +  2Cv  +  aC'to  +  F  =  0. 

Nous  allons  démontrer  qu'elle  définit  une  surface  à  laquelle  on  peut 
mener  deux  plans  tangents  par  une  droite  donnée.  Soient  (ii'  v'  u/)^ 
(tf'V'10")  deui  plans  fixes  qui  se  coupent  suivant  une  certaine  droite  D; 
un  pliin  quelconque  passant  par  D  aura  des  coordonnées  de  la  forme 

tt'  4.  am"  „'  +  Xu"  w'  4-  Au?" 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  :  il  viendra,  en  déve- 
loppant, 

(a)    /(u',  «',  w') + a[m"/;, + v'y; + lo'Y^ + 2  (Cu'  +  cv 

+  C"a7'  +  F)]  +  i«  /•(!!"  t?"  lo'O  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  degré  en  A  et  ses  racines  correspondent 
aux  plans  tangents  à  la  surface  passant  par  l'intersection  des  plans  fixes. 

Ainsi,  par  une  droite  quelconque  D  on  peut  mener  deux  plans 
tangents.  Une  surface  qui  jouit  de  cette  propriété  est  dite  de  eeconde 
elane;  l'équation  (i)  est  la  définition  analytique  des  surfaces  de  seconde 
classe.  En  général,  la  classe  d'une  surface  est  donnée  par  le  degré  de 
son  équation  en  coordonnées  tangentielles. 

L'équation  (i)  renferme  neuf  paramètres  distincts;  il  faudra  neuf 
conditions  géométriques  simples  pour  que  la  surface  qu'elle  représente 
soit  complètement  déterminée.  Ainsi,  une  surface  de  seconde  classe 
est  déterminée  par  neuf  plans  tangents;  car  on  aura,  pour  calculer 
les  paramètres  neuf  équations  du  premier  degré  de  la  forme 

AtiJ  +  A'i?î  +  A'X  +  2Bi;,!i;,  +  aB'iiitri  +  2B"fiii;i  +  2Cmi 

+  2C'i;i  +  2C"tt?,  +  F  ==  G  ; 

elles  donneront,  en  général,  un  seul  système  de  valeurs  finies  et  déter- 

A      A' 
minées  pour  les  inconnues  rr  »    -r>  etc. 

F        r 
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979.  Équation  du  point  de  contact.  Si,  parmi  les  deux  plans 
(iiVtt?')>(w"w"ti?"),  le  premier  est  tangent  à  la  surface,  on  a  /ïtt',»',ti?')=o, 
et  l'équation  (a)  s'abaisse  au  premier  degré  relativement  &  ^;  ce  qui 
veut  dire  qu'on  ne  peut  plus  mener  par  la  droite  D  qu'un  seul  plan 
tangent  à  la  surface  distinct  du  plan  (uVfi^').  Supposons  que  le  plan 
{u"v"u/')  passe  par  le  point  de  contact  de  {u'v'w');  leur  droite  d'inter- 
section sera  tangente  il  la  surface  et  le  second  plan  tangent  coïncidera 
avec  (tiVff?');  donc  la  seconde  racine  est  nulle,  et  on  doit  avoir  la 
relation 

t«"A  +•  t?'/;,  +  u/'fi,  +  2  (Cil'  +  CV  +  C'W  +  F)  =  o. 

Cette  équation  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  plan  quel- 
conque passant  par  le  point  de  contact  du  plan  tangent  {u'v'w');  l'équa- 
tion de  ce  point  sera  donc 

t«/ï/  +  t^/ï/  +  «^  A  +  2  (Cu'  -f  C  V  +  Cw'  +  F)  =  o. 

A6n  d'introduire  plus  de  symétrie  dans  les  formules,  on  rend  souvent 
l'équation  (i)  homogène  en  remplaçant  les  variables  par  les  rapports 

- 1    -  9    —  ;  il  vient  alors,  en  multipliant  par  r*, 
r      r      r 

f{u,  »,  w,  r)  =  Aii«  +  A't?»  +  A"tc»  +  2Bt;i»  +  aB'tmi  +  2B"tii> 
+  2Ct«r  +  2C't?r  +  2C"ti;r  +  Fr»  =  o. 

Le  point  de  contact,  dans  cette  hypothèse,  est  représenté  par  l'équation 

ou  bien, 

De  même,  l'équation  homogène  d'un  point  ayant  pour  coordonnées 
cartésiennes  x,  y,  z,  (  sera  de  la  forme 

t<x  -f-  vy  +  ti?z  +  r(  =  o. 

On  passe  des  équations  précédentes  aux  équations  non  homogènes  en 
posant  r  =  Is  I. 

97 S.  Trouver  la  condition  pour  (ju^un^  eurface  rff  $econde  efoêse  $e 
riduiee  d  une  conique  plane, 
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L'équation  du  point  de  contact   d'un   plan  tangent  (tiVto'(')  l  la 
surface  f{uvwr)  =  o  peut  s'écrire 

u'  (Ati  +  B"v  +  B'a?  +  Cr)  +  »'  (B"tt  +  A'v  +  Bti>  +  CV) 
+  u/  (B'i#  +  Bv  +  A"ti?  +  C")  +  r  (Cu  +  C't?  +  C'iD  +  Fr)  «=  o, 

avec  la  condition  /(ii',  t)\  ti7%  r')  =  o.  Mais,  si  on  désigne  par  tii|  Vi, 
tTi ,  fi  les  coordonnées  du  plan  de  la  conique,  on  aura  la  relation 

tt'  (Awi  4-  W'vi  +  Wwi  +  Cfi)  +  V'  (B"ii,  +  A'»,  +  BiOi  +  Cn) 
+  te'  (B'ui  +  Br«  +  A"wi  +  C"n)  +  <'(Cw,+  C'Wi+  C"m;i+  Fri)=o; 

elle  sera  salisfaite  par  toutes  les  valeurs  de  u',  t^,  v/^  r*  qui  vérifient 
réqaation  /(u,  v,  u?,  r)ea*o;  ce  qui  exige  que  les  coefficients  de  ces 
quantités  soient  nuls;  par  suite,  on  aura 

Aiii  +  Wvi  +  B'wi  +  Cn  =  o, 
Wui  +  k'Vi  +  BiTi  4-  CVi  =  o, 
B'tti  +  B»!  +  A"ii?i  +  C'Vi  =  o, 

Ctii  +  C't7|  +  Cioi  +  Fri  =  o. 

En  éliminant  tii»  Vi,  iti,  n,  il  viendra,  pour  la  condition  cherchée^ 


A 

B'' 

B' 

C 


B" 
A' 
B 


B' 
B 

A" 


C 

a 

F 


=  o. 


974.  Trouver^  en  coordonnée  cariisienneSf  Piquation  de  la  êurfaee 
f(u,  r,  ic,  r)  =  o. 

Soit  (u\  t',  w\  r')  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  est 
représenté  par 

Si  on  désigne  par  x,  y,  z,  f  les  coordonnées  cartésiennes  de  œ 
pointai  on  a  aussi 


tix  +  t?y  +  u>z  +  rf  ==s  o. 
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En  identifiant  ces  équations,  on  arrive  aux  égalités 

X       y       z        (  ' 

d*où  on  tire,  en  représentant  par  k  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

Ati'  4-  B"v'  +  Ww'  +  Cr'  -  *x  =  o, 

B"ti'  +  A'v'  +  Bit'  +  CV  —  Ay  =  o, 

WW  +  Bo'  +  A"ti?'  +  CV  -.  kz  =  o, 

Cu'  +  C'»'  +  C V  +  Fr'  -  *(  =  o. 

De  plus,  le  plan  (uVirV) passe  par  le  point ux-^-vy  -^-wz  +  rt^^ o, 
et,  par  conséquent,  on  doit  avoir 

u'x  +  v'y  4"  w?'^  +  '■'^  =  o« 
Éliminons  ti%  t;%  it?',  r',  k\  on  trouvera  Téquation 

A  B"  W  C  X 
B"  A'  B  C  y 
B'  B  A"  C"  z 
C  C  C"  F  « 
X      y      z       t      o 

qui  sera  satisfaite  par  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  quel- 
conque de  la  surface  de  seconde  classe;  c'est  l'équation  demandée. 
Comme  elle  est  du  second  degré,  les  surfaces  de  seconde  classe  sont 
aussi  du  second  ordre. 

Il  s'ensuit  que  le  point  iu-\'mV'\-nu)'\-fr=iO  appartiendra  i  la 
surfilée  /*(«,  t;,  tr,  r)  =  o,  si  on  a  la  condition 

A      B"    B'     C       / 

B"    A'     B      C 


=  o, 


B' 
C 
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B 
C 
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==o. 


97" 5.  Étant  donnée  V équation  en  coordonnées  cartésiennes  flx^y^Zjt^o 
d'une  surface  du  second  ordrcy  trouver  l'équation  de  la  même  surface  en 
coordonnées  tangentielles. 
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Si  on  exprime  que  les  équations 

tix  +  ry  +  M7«  -|-  '*'  *==  ^» 
représenlent  le  même  plan,  on  trouve  les  égalités 

/«' l9f        Inf A'  . 


u       V       w       r 

9 

d*où  on 

déduit 

Ax'  +  B'y  +  B'«'  +  C%'  - 

-ftUB^o, 

B"x'  +  Ay  4-  Bz'  +  ce  - 

-&V  =  Oy 

BV  +  By'  +  A' V  +  C"«'  - 

-Aw  =  o, 

C»' + cy  +  c"«'  +  Fr  - 

•  kr^^o. 

On  arrive  à  Téquation  demandée,  en  éliminant  «%  y',  z\  i\  k  entre 
ces  équations  et  ax'  +  vy'  +  trz'  *f-  rt'  =  o;]ce  qui  donne 
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B" 

B' 

C 

u 
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=  o. 


Il  en  résulte   qu^un  plan  représenté  par  /x  +  my -j' nz -j- P' ==^  o 
touchera  la  surface  /"(x,  y,  2,  t)  =  o,  si  on  a  la  relation 


A 

B" 

B' 

C 

l 

B" 

A' 
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=  0. 


Remarque.  Les  équations  qui  précèdent  se  rencontrent  souvent  avec 
des  coe£Bcients  i  doubles  indices.  On  part  de  Téquation 

0ii^*+«*«y*-j-asïJE'+a44<*-j-2Oj,xy+îai3Xz-)-2aux(+2aijiy2+2ai4yl-^2OM2^— 0, 
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dont  le  discriminant  a  pour  expression 

A=     an     an  au  au 

ati     a«i  asB  at4 

asi     as«  ass  as4 

a4i     aa  a4s  044 

En  développant,  on  trouve  : 

A  =  aiia9ias8a44  4"  2aiiaa8as4as4  -{-  2astai3ai4a84  4-  2a8saisauat4 
-{-2a44<'i8aisaii — attas8ai*4 — aiia83as'4— atiaisa^4— aiia44aA — anaiiaiS 

—  a8sa44ait  +  af^af^  -|-  ai\as*4  +  aftaf* —  2aj8a«4aisa84 —  2aiflas4as8ai4 

—  2afiai4ai8as4* 

L'équation  de  la  surface  en  coordonnées  tangentielles  est  donnée  par 

au     a^%    ai8     au 


u 


ail     ats    at8    ou     v 
081     asfl    a88    084    tr 

a4l       a4t       048       044        f 


u 


V 


=  0. 


w      r       o 

Si  on  développe  ce  déterminant,  on  trouve  que  les  coeflBcients  de 
ti*,  r'  etc.  sont  les  dérivées  de  A  prises  par  rapport  aux  coefficients 
an,  ait  etc.  Nous  les  désignerons  respectivement  par  An,  Âtt»  Assy  A449 
aAity  2Ais>  2A14,  2Ats,  2At4>  2A84;  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

AnU*+Att»*+A88io*+A44r'+2Ai«iit?+2Ai5titiH-2Ai4iir+2Ai8rw4-2Ai4i?r+2A84trr 

Par  exemple^  pour  la  surface 

Ix*  +  my*  H-  itz*  +  pi^  ==  o, 

on  a  :  à  =  Imnp.  L'équation  en  coordonnées  tangentielles  s'obtiendra 
en  prenant  pour  coefficients  des  carrés  u',  v'  etc.  les  dérivées  de  A  par 
rapport  &  /,  m,  n,  p.  On  trouve  ainsi  : 

mnpu*  -j-  Inpv*  +  Impto^  +  Imnr*  =  o, 
ou  bien, 

« — — -— o. 

l    *  m  *    n    *  p 

%7%.  Trouver  l'éqiuUion  du  pâle  d'un  plan  {uVu/r')  par  rapport  à 
la  surface  f(u^  v,  w,  r)  =s  o. 


=o. 
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Soit  {u"v"v>"r")  un  plan  qui  rencontre  le  premier  suivant  une 
certaine  droite  D.  Les  plans  tangents  &  la  surface  menés  par  cette  droite 
sont  déterminés  par  Téquation 

Supposons  que  la  droite  D  soit  tangente  à  la  courbe  d'intersection 
du  plan  (tiV«7V)  avec  la  surface;  les  plans  tangents  qui  passent  par 
cette  droite  vont  coïncider,  et  l'équation  précédente  admettant  des  radoes 
égales,  on  aura  la  relation 

(u"U  +  ^"/ï/+  «'"A+  '•'%)•-  4/'(«'i t>',  «',  rO-  A»*"»  ^'^  «'"^  ^')  =  <>• 
Il  en  résulte  que  les  coordonnées  d'un  plan  quelconque  passant  par 
une  tangente  i  la  conique  d'intersection  du  plan  (tfVioV)  vérifient 
l'équation 

(ufu,  +  »/î,  +  wfi,  +  rfi)^  —  4/(ii,  V,  u?,  r)  ./(t«',  v',  w\  r')  =  o. 

Parmi  ces  plans,  il  y  en  a  qui  sont  tangents  k  la  surface  et  pour 
lesquels  f[u,  v,  tr,  r)  =  o;  donc»  ils  passent  par  le  point  représenté 
par  l'équation 

Ainsi*  les  plans  tangents  h  la  surface  suivant  les  points  de  la  conique 
d'intersection  du  plan  fixe  (ti'vW)  passent  par  un  même  point;  c'est 
le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  k  la  surface  ou  le  sommet  du  cAne  cir- 
conscrit ayant  pour  base  le  plan  donné. 

Si  on  ordonne  par  rapport  k  u\  v',  n>\  r',  l'équation  du  pôle  peut 
encore  s'écrire 

%17.  Trouver  V équation  du  centre  de  la  surface  f[Uy  v,  w,  r)  =  o. 

Le  centre  d'une  surface  du  second  ordre  est  le  pôle  du  plan  k  l'infini; 
or,  si  un  plan  u'x  -f*  t/y  +  w'z  -\-r't  =  o  rencontre  les  axes  à  Tinfiai^ 
on  a  :  11'  =  Oy  t;'  =  o,  ti?'  =  o;  l'équation  du  pAle  de  ce  plan  se  réduit  a 

ff  =  o,  ou  bien,  Cm  +  C'v  +  C"tr+  F  =  o. 

Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  cartésiennes  du  centre  de  la  surCacc 
/][ii,  e,  to)Bso  sont  les  coefficients  de  ti,  v  et  u;  divisés  par  — «aF. 
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Lorsque  Ca>o,  G' =30,  C'sbo,  le  centre  coïncide  avec  l'origine; 
par  saite,  Téquation  tangcntielle  des  surfaces  de  seconde  classe  rapportées 
&  leur  centre  sera  de  la  forme 

Ail»  -|-  A'»*  +  A"w*  +  2Bvw  +  2B'uw  -4-  2B"uv  +  F  =  o. 
Si  F  =  o»  le  centre  est  k  l'infini,  et  l'équation 
Ati«+  AV+ A"u?*+  2BVW+  2B'u?w+  2B"t«w+  2C11+  2C'o+  zC'w  =  o 

représentera  une  surface  dénuée  de  centre. 
L'équation  homogène 

Au*  -f  A'»«  +  A"u?»  +  2Bvw  -f  2B'ww  +  2B"uv  =  o 

définit  une  surface  de  seconde  classe  qui  se  réduit  à  une  conique  plane; 
caria  condition  du  N"  275  est  satisfaite. 

%7ê.  Considérons  maintenant  l'équation  générale  du  second  degré 
entre  les  coordonnées  tangentielles  tétraédriques 

F(A,  B,  C,  D)  =  auA*  -f  o„B«  +  08,C*  -h  a^P*  +  20uAB  +  2ai  jAC 
+  2ai4AD  +  2a«sBG  +  2a«4BD  -[-  2as4CD  =:  o. 

On  sait  que  A,  B,  C,  D  représentent  les  distances  d'un  plan  mobile 
a  quatre  points  fixes 

U  =  o,    V  =  o,    W==o,    T  =  o; 

elles  sont  respectivement  égales  aux  polynômes  U,  V,  W,  T  divisés 
par  ^u*4~^'  +  ^'*  1^  s^ensuit  qu'en  substituant  aux  coordonnées 
leurs  valeurs,  la  fonction  F  sera  du  second  degré  en  ti,  1;  et  te;;  l'équa- 
tion précédente  détermine  donc  une  surface  de  seconde  classe  qui 
peut  être  quelconque  puisqu'elle  renferme  neuf  paramètres  arbitraires. 
En  répétant  les  raisonnements  qui  précèdent,  on  verra  facilement 
que  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  (A'B'C'D')  est  réprésenté 
par  l'équation 

AF;,  +  BF;,  4-  CF;  +  DFi,  =  o 
ou  bien, 

AT;  +  BT,'  +  CTo'  +  D'Fi  =  o. 

Lorsque  le  plan  est  quelconque^  la  même  équation  représente  le 
pôle  de  ce  plan  par  rapport  &  la  surface. 
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979.  ÉtafU  donnée  tiqutUion  tangentielh  F  (A,  B,  C,  D)  =  o  d*une 
êurfaee  de  seconde  classef  trouver  son  équation  en  coordonnées  téiraé' 
driques. 

Rappelons-nous  que  Tëquation  d'un  point  dont  les  coordonnées 
distances  sont  Ao,  Bo»  €«,  Do  est  de  la  forme 

Ao  .    ,  Bo  „  ,  C#      ,   Do  _. 

Exprimons  que  ce  point  coïncide  avec  le  point  de  contact  représenta 
par 

AFi,  +  BF,',  +  CF;  +  DFi,  =  o 

il  viendra  les  égalités 

A/ ri, to,  ^__  r», 

Ao       Bo        Go       Do 
ht      hf       As       A4 

D'où  on  tire,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  et  en  éga- 
lant chaque  rapport  k  k^ 

an  A'  -{-  aiiB'  -f  OizC  +  auD'  —  jfc  ^  ==  o, 

A| 
n 

a,iA'  +  attW  +  awC  +  o«4D'  -  A  .-  =  o, 


Q 

a,iA'  +  asf  B'  +  owC  +  a^J^'  —  *  ^-^  ==  o, 

ni 

04I  A'  +  a4tB'  +  a4iC'  H-  044D'  —  fc  -?  =  o. 

A4 


De  plus,  on  a  aussi 


Al  ht       'As       '  A4 


Éliminons  A%  B'i  C^  D%  A  entre  ces  équations,  et  remplaçons  les 
coordonnées  distances  A»,  Bo,  Co,  Do  par  A,  B^  G,  D.  On  aura  pour 
réquatioQ  demandée 
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A 

On       «41       an       ai4       7- 

ni 
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«Si  «si         «58         as4         T- 


«41  «4S  «48 
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9§0.  Étant  donnée  Véquaiion  F  (A,  B,  C,  D)  ==  o  d*une  surface  du 
second  ordre  en  coordonnées  distances,  trouver  son  éqtuition  en  coor* 
données  tangentielles. 

Le  plan  tangent  en  un  point  (A'B'C'D')  de  la  surface  est  représenté  par 

AF;,  +  BF,',  +  CFi,  +  DF„',  =  o. 

D'un  autre  cAté,  si  on  désigne  par  Ao,  Bo,  Co,  Do  les  coordonnées 
tangentielles  de  ce  plan,  son  équation  peut  s'écrire 

En  identifiant,  on  trouve  les  relations 


A. 

K 

B, 

Fi 

Co 

K 

D.  ' 

A, 

ht 

/(, 

h. 

d' 

OÙOD 

déduit 

a 

iiA' 

+ 

o„B' 

+  a„C' 

+  « 

uD'- 

,  A« 
'hl 

fC  r-==0, 


Bc 


«SI  A'  +  a«B'  +  fl„C'  +  ot4D'  —  ik  "-  = 

A» 

«51  A'  +  «5,8'  4-  «53C'  +  «84D'  —  A  ?î  = 

Ai 


O, 


«41  A'  +  «4tB'  +  a4«C'  +  a44D'  —  *  ?ï  =  o. 

«4 
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De  plus,  on  •  aussi 


A|  ht  As  A4 


o. 


Si  on  supprime  l'indice  aux  coordonnëes  tangentielles,  on  trouve,  en 
éliminant  A',  B%  C,  D',  k,  Tëqualion 


au 


_A 

A. 


Oit       Ois       ai4      7- 


«11         Ott         û«        Ot4         7~ 


asi  dit  dis  diA  T* 


^41  a4f  041  044  7" 


As 


D 

A4 


A 

Al 

B 
A, 

C 

ih 
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A4 


-=-       o 


=  0. 


9S1 .  TVouoer  Véquation  du  centre  de  la  surface  de  seconde  classe 
F(A,B,C,D)  =  o. 

Soient  A',  B',  C^  D' les  coordonnées  d'un  plan  passant  par  le  centre 
de  la  surface;  menons  deux  plans  tangents  parallèlement  au  plan 
(A'B'C'D').  Si  A  est  la  distance  de  l'un  d'eux  au  centre^  les  coordonnées 
A'-f-A,  B'+A,  C'  +  A,  D'  +  A  doivent  satisfaire  i  l'équation 
tangentielle  F  (A»  fi,  G,  D)  «^  o.  On  aura  donc 

F(A'+A,    B'  +  A,    C'  +  A,    D'  +  A)  =  o, 

ou  bien,  en  développant, 

F  (A',  B',  C,  D')  +  A  (F;,  +  f;  +  ¥',,  +  F.',)  +  A«  F  (i.  i,  i,  i)  =  o. 

dette  équation  du  second  degré  détermine  les  distances  au  centre  des 
plans  tangents  parallèles  &  (A'B'C'D');  or,  ces  distances  sont  égales  et  de 
signes  contraires;  par  suite,  on  doit  avoir 

f;,  +  f;,  +  f;+f.',«=o. 

Le  plan  (A'B'C'D')  mené  par  le  centre  étant  quelconque,  l'équation  de 
ce  point  sera 

f:+f.'4-Fc'+Fo'=o. 
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§  3.  surface  inscrite  et  circonscrite  a  un  tétraèdre,  a  un  quadriutérb 
gauche;  surface  conjuguée  a  un  tétraèdre. 


989.  Surface  circonsctrite  au  tétraèdre.  Si  réquation  générale 
F  (Ay  B,  G,  D)  =  G  représente  une  surface  passant  par  le  sommet  où 
aboutissent  les  faces  E^  G,  D^  elle  doit  être  satisfaite  en  posant  B  «=  o, 
G=3  09  D  =  o;  par  suite,  le  coefficient  an  sera  nui.  De  même,  si 
elle  passe  par  les  autres  sommets,  on  aura  aussi  ass  =  o,  ass  «=  o, 
044  =  o.  L'équation  de  la  surface  circonscrite  au  tétraèdre  ne  renfermera 
que  les  produits  des  coordonnées  et  sera  de  la  forme 

OitAB  -(-  aisAG  +  OuAD  -f  a»BG  +  a^BD  +  auCD  =  o. 

L'équation  en  coordonnées  tangentielles  de  la  même  surface  sera 
(N*  280) 
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Si  on  applique  l'équation  générale  du  plan  tangent,  on  trouvera 
facilement  pour  les  plans  tangents  à  la  surface  aux  sommets  du 
tétraèdre 

FI=:o,      F.'  =  o,      Fc  =  o,      Fo'  =  o. 

On  peut  démontrer  qu'ils  rencontrent  les  faces  opposées  du  tétraèdre 
suivant  quatre  droites  qui  appartiennent  à  un  même  hyperboloïde.  En 
effet,  ces  droites  sont  représentées  par  les  équations 

(i)        A=ao,      a||B-}-o^5C  +  fl^t4D=o; 
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(a)        fi  =s  Oy      Of  |Â  -[-  ot»C  +  af4D  =  o  ; 

(3)  C  =  o,       ttnA4-08tB  +  «54D  =  o; 

(4)  D==o,      a4iA-|-a4tB  +  a4BC  =  o; 

nous  allons  voir  que  toute  droite  qui  rencontre  trois  d'entre  elles  ren- 
contre aussi  la  quatrième.  Les  équations  simultanées 


(5) 


aiiB  +  ««bC  +  ai4D  —  iA  =  o, 
Of  |A  -|-  atsC  -|-  ai4D  —  (xB  =»  o, 


où  A  et  fx  sont  des  coeflBcients  indéterminés^  définissent  une  droite 
quelconque  qui  rencontre  les  deux  premières.  Exprimons  qu'elle  ren- 
contre la  troisième,  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  des  équations 
(s)  ®^  (3)>  il  viendra 


—  X  ais 


ai8  au 


o«     — fJt    au  au 


an    Osi 


o       084 


=  0,    ou 


—  A    ait 


atA 


au 


—  fx    atA 


Osi        flsi 


as4 


=  0. 


Mais  cette  équation  exprime  aussi  que  la  droite  (5)  rencontre  la 
droite  (4),  comme  il  est  facile  de  s*en  assurer  en  égalant  à  zéro  le 
déterminant  des  équations  (4)  et  (5).  Il  en  résulte  que  l'hyperboloîde 
engendré  par  une  droite  qui  glisse  sur  (i),  (2),  (3)  renfermera  la 
droite  (4). 

tSS.  Surface  inscrite  au  tétraèdre.  Si  les  faces  du  tétraèdre  de 
référence  sont  tangentes  à  la  surface  de  seconde  classe  F(Ay  B,  C,  D)  =»  o, 
cette  équation  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  de  chacune  d*elles, 
c'est-à-dire,  lorsque  trois  des  quantités  A,  B,  C,  D  sont  nulles;  ce  qui 
exige  que  les  coefficients  an,  ati,  oss,  044  des  carrés  des  variables  soient 
égaux  à  zéro;  par  conséquant,  l'équation  tangenlielle  de  la  surface 
inscrite  au  tétraèdre  sera 

aitAB  -f  aisAG  +  OuAD  +  assBG  +  at4BD  +  auGD  =»  o. 

La  même  surface  sera  représentée  en  coordonnées  distances  par 
l'équation  (N»  979) 
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Les  points  de  coatact  des  faces  sur  la  surface  auront  pour  équations 
P;=.o,    F:  =  o,    Fc'  =  o,    F.'  =  o; 
de  sorte  que  les  droites  qui  joignent  ces  points  suz  sommets  opposés  du 
tétraèdre  seront  définies  par  les  équations 

(i')        A  =  o,        o„B  +  o„C  +  aMD  =  o; 
(2')        B  =  o,        OtiA  +  dijC  4"  o«D  =  0; 
{3')        C  =  o,        a„A  +  o,iB4-a,4Ds=o; 
(4')        D=o,        o«iA-l-o«B4-(i„C  =  o. 
Si  OD  reprend  la  démonstration  du  numéro  précédent,  on  arrivera  !i 
ce  résultat,  que  les  quatre  droites  (i'),  (2'),  (3'),  (4')  appartiennent  k  un 
même  byperbololde. 


M4.  Surface  circonscrite  d  un  quadrUatère.  Soit  a^  un  quadri- 
latère gauche  dont  les  plans  des  angles  sont 
représentés  par 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o,     D  =  o. 

Ces  plans  forment  un  tétraèdre  dont  les 
arêtes  différentes  des  c6tés  sont  les  diagonales 
du  quadrilatère.  L'équation  générale  des  sur- 
faces du  second  ordre  passant  par  les  côtés  du 
quadrilatère  gauche  sera  de  la  forme  p.    ^ 

AC  +  iBD  =  o 
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où  >  est  un  paramètre  arbitraire.  Eq  effet,  elle  est  satisfaite  en  posant 

Abo,      B==»o; 

A  =  o,      D  =  o  ; 

C^o,      B=o; 

Cc=o,      P=o; 

par  suite,  les  droites  d'intersection  de  ces  plans  ou  les  côtés  du  quadri- 
latère appartiennent  à  la  surface.  Il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  arêtes 
"•li  ^  V^^  proviennent  de  Tintersection  des  plans  A  et  C,  B  et  D;  car 
Fëquation  n'est  pas  satisfaite  en  posant 

A=*o,      C  =  o; 

Bs=o,      Ds=o.  • 

D'ailleurs,  assujettir  une  surface  à  passer  par  ces  droites,  c'est  l'assu- 
jettir à  passer  par  les  sommets  du  quadrilatère  et  un  autre  point  de 
chaque  côté  afin  que  les  droites  aient  trois  points  communs  avec  elle; 
il  en  résulte  que  la  surface  satisfait  &  huit  conditions  et  Téquation 
précédente,  qui  renferme  pn  coefficient  indéterminé,  sera  l'équation 
la  plus  générale  des  surfaces  passant  par  les  côtés  du  quadrilatère. 

Les  équations  du  centre  de  la  surface  sont 


d'où  on  tire 


ou  bien^ 


G      AD      A      AB 

^^ — ^^.^  "■^■^    ^»—  _^__  • 

ah        c       d  ' 
cC  —  aX  =  o,      rfD  —  6B  =  o, 


Al      A3  Ai      hi 


Ces  deux  équations  sont  satisfaites  par  les  coordonnées  des  milieux 
des  diagonales  et  représentent  la  droite  qui  joint  ces  points.  Donc, 
le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  d  un 
quadrilatère  gauche  est  de  la  droite  qui  passe  par  les  milieux  des 
diagonales. 

Si  A  =  o,  B  =  o,  C==o,  D=»o  représentent  les  sommets  du 
V  quadrilatère  ct^5y  l'équation  tangentielle 

AC+/BD  =  o 
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définit  un  système  de  surfaces  passant  par  les  côtes  du  quadrilatèrcf; 
car  tout  plan  mené  par  les  points  A  =a  o,  B  =  o  est  un  plan  tangent, 
et,  par  suite,  la  droite  a^  est  sur  la  surface;  de  même  pour  les 
autres  côtés. 
L*équation  du  centre  est  de  la  forme 

C4-A4-X(B  +  D)  =  o; 

•  •  • 

quel  que  soit  A,  il  appartiendra  à  la  droite  des  points  C-{*A  =  o, 
B-|-D  =  o,  c'est-à-dire,  à  la  ligne  qui  réunit  les  milieux  des  diago- 
nales. 

fSS.  Surface  eonjtyuée  au  tétraèdre.  On  dit  qu'un  tétraèdre  est 
conjugué  à  une  surface  du  second  ordre,  lorsque  chacun  de  ses  sommets 
est  le  pôle  de  la  face  opposée  par  rapport  à  la  surface.  Supposons  que 
la  surface  représentée  par  l'équation  F(A,  B,  G,  D)t=o  soit  conjuguée 
au  tétraèdre  de  référence;  on  sait  que  l'équation  du  plan  polaire  d'un 
point  (A'B'G'DO  est  de  la  forme 

A'F:  +  BT;  +  CTc'  +  D'Fo'  ==  o  ; 

si  le  point  coïncide  avec  le  sommet  (A^  o,  o,  o),  elle  se  réduit  à 

F^'=bo,    ou    aHA-j-aitB  +  ai8C-l-auD  =  o. 

Mais,  le  tétraèdre  étant  conjugué  à  la  surface,  ce  plan  doit  coïncider 
avec  la  face  A=so;  par  suite,  on  aura  ait  =  o,  043=^0,  0143^0. 
En  exprimant  que  les  plans  polaires  des  autres  sommets  sont  les  faces 
opposées,  on  trouvera  an  =  o,  atA  ==  o,  au  =  o.  11  en  résulte  que 
réquation  de  la  surface  rapportée  &  un  tétraèdre  conjugué  sera  de 
la  forme 

OnA»  +  awB»  +  assC»  +  a^éD*  =  o. 

Le  plan  tangent  en  un  point  (A'B'C'D')  sera  représenté  par 

aiiAA'  +  auBW  +  assCC  +  044DD'  =  o. 

Soient  pi,  pi,  pz,  p^  les  coordonnées  tangentielles  de  ce  plan,  on 
aura  aussi 

api  A  +  ftp«B  +  cpsC  +  dp*D  =  o. 
Si  on  exprime  que  ces  équations  représentent  le  nléme  plan,  il 
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viendra  les  égalités 

an  A'      asiB'      a»C'      aiiD' 
api         (ps         rps         c[p4 

En  y  ajoutant  la  relation 

opiA'  +  6pjB'  +  cpsC  +  rfp4D'  =  o, 

et  en  éliminant  A',  B',  C%  D%  on  trouve 

au    *    a»    '    ass        044 

Ainsi,  réquation  en  coordonnées  tangentielles  de  la  surface  conjuguée 
au  tétraèdre  de  référence  sera  de  la  forme 

«iiA»  +  «jiB»  +  ajjC*  +  «440»  =  o, 

les  coefficients  olu,  an,  ass^  «4«  étant  déterminés  par  les  équations 

9S6.  Déterminer  le  genre  de  la  surface  représentée  par  l'équation 
aiiA»  +  «mB*  +  «35C'  +  044D'  =  o. 
Formons  d'abord  les  équations  du  centre;  ce  sont  : 

ciiiA      (ii«B      azzC      (I44D 
a  6  c  d    ' 

d'où 

A        B        C        D  —3V 


a        b         c        d       **    I    ^*    I    ^*    I    ^* 
au      ait      ass      au     an      ais      ass      a44 

Supposons  d*abord  que  Ton  ait  : 

a»,   6«       c«    ,   iP  < 

f— +— +— «v^^î 


an      au      ass      044  > 

la  surface  aura  un  centre  à  une  distance  finie.  Si  deux  coefficients  sont 
négatifs,  comme  dans  Féquation, 

ajA»  —  aJB»  +  aJC»  —  oîD«  «  o , 

on  peut  écrire 

(aiA  +  o«B)  (ai  A  —  atB)  +  (asC  +  a4D)  (asC  —  a4D)  =  o. 
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Posons 


Tj  ^  a^A  -|-  aiB|        Tj  a»  ai  A  —  cfiB) 
T»  =  asC  +  04D,       T4  =  OsC  —  ttiD  ; 
rëquation  précédente  deviendra 

TiT,  +  T»T4  =  o. 
On  y  satisfait  par  les  deux  systèmes  suivants  : 

Ces  équations  définissent  deux  systèmes  de  droites  qui  appartiennent 

h  la  surface.  Il  en  résulte  que  Téquation  proposée  représentera  toujours 

un  hyperboloïde  à  une  nappe,  si  deux  coefficients  sont  négatifs.  Les 

génératrices  sont  imaginaires,  lorsque  Téquation  renferme  un  ou  trois 

termes  négatifs;  la  surface  est  alors  un  ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde 

à  deux  nappes  suivant  que  le  plan  à  Tinfini  donne  une  section  imaginaire 

on  réelle. 

a^       6'       c*       i} 

La  surface  est  dénuée  de  centre,  si 1 U — -1 =  0;  ce 

an  '  a%%  '  Oss      044 

sera  un  paraboloïde  hyperbolique,   lorsque  deux  coefficients  seront 
négatifs,  et  un  paraboloïde  elliptique  dans  tous  les  autres  cas. 
Enfin,  si  l'un  des  coefficients  est  nul,  on  a  une  équation  de  la  forme 

aiiA* -|- attB*  +  ass€*  a  o  ; 

la  condition  du  N*  2fi4  est  satisfaite  et  la  surface  sera  un  cAne  dont  le 
sommet  coïncide  avec  le  point  d'intersection  des  faces  A^  B,  C  du 
tétraèdre. 

987.  Lorsque  deux  tétraèdres  sont  conjugués  à  une  même  surface 
du  second  ordre^  toute  surface  du  second  degré  passant  par  sept  sommets 
passera  nécessairement  par  k  huitième. 

Soient  a,  6,  c,  d;  a%  6%  c',  d',  les  sommets  de  deux  tétraèdres  con- 
jugués à  la  surface 

/A»  +  wB»  +  nC  +  pD«  =  o, 

Aa»o,  Beao,  C>=3  0,  Dsso,  étant  les  faces  opposées  aux  sommets 
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a,  b,  c»  d.  Si  on  désigne  par  aiaïasoi»  ^ij3t|3B|34,  yiy%yiy4,  Sti^iié  les 
coordonnées  des  points  o'i  6'^  e^  d'f  les  équations  des  faces  du  second 
tétraèdre  ou  les  plans  polaires  des  sommets  seront  de  la  forme 

A'  =  lAoLi  +  mBoLt  +  'ïCas  +  pDai  =  o, 
B'  —  /APi  +  mB|3,  +  fiCp,  +pDi34  =  o, 
C  =  lAyi  +  mByi  +  '•^y»  +  P^*  =*  ®» 
D'  =  {A^i  +  mBdt  +  nC^B  +  P^*  =  ^9 
avec  les  conditions 

/«iPi  +  «tat/3i  +  nat^s  +  pa4l^4  =  o, 
loLtyi  +  tnaiyi  -|-  nasy»  +  ^««74  =  o, 
fci^i  +  «t«i3i  +  najds  +  pa4d4  =  o, 
Jpiyi  +  »ii/3f7«  +  wjSsys  +  p^4y4  =  o, 

lyiii  +  fwyi^f  +  nyzSz  +  p/é^i  =  o, 

qui  expriment  que  le  plan  polaire  d'un  sommet  passe  par  les  trois 
autres. 

Considérons  une  surface  du  second  ordre  circonscrite  au  tétraèdre 
a'b'&d'  et  représentée  par  l'équation 

a,  A'B'  +  atA'C  +  a,  A'D'  -f  a4B'C'  +  ajB'D'  +  aeC'D'  =  o. 

En  substituant  à  A%  B%  G',  D' leurs  valeurs,  les  coeflBcients  des  carrés 
des  variables  A^  B,  C,  D  dans  la  nouvelle  équation  seront 

P  (aiaiPi  -f-  «««171  +  "»*»^»  +  cciPiyi  +  a»PiJi  +  aeyi^i), 

m*  (oiai^  +  Otajys  +  ajatJj  -j-  a4Pjyf  +  05(81^1  +  aeyt^,), 

n*  (oiasPa  +  «««sys  +  asas^B  +  «iPsy*  +  ûfPs^s  +  aeyj^s), 

p*  {a^aj^é  +  ata4y4  +  a8a4^4  +  a4Î34y4  +  (18134^4  +  a«y4d4). 

Pour  simplifier,  nous  représenterons  par  Si,  Sf,  Ss,  S4  les  polynômes 
des  parenthèses.  Si  on  multiplie  les  équatfons  (k)  respectivement  par 
ai,  ttt,  Os,  Gaj  asy  06  et  si  on  les  ajoute  membre  &  membre,  il  vient 

(fc')      fôi  +  mS,  +  nSs  +  pS4  =  o. 

Or,  dans  l'hypothèsç  où  la  surface  circonscrite  à  a^hYd'  passe  par 
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trois  sommets  du  premier,  trois  des  coeflSeients  Si,  Si,  Ss,  S4  sont 
nuls;  la  relation  précédente  montre  que  le  quatrième  sera  aussi  égal 
à  zéro;  donc,  la  surface  renferme  le  huitième  sommet. 

Réciproquementi  si  on  a  l'identité  (&'),  c'est-à-dire,  si  toute  surface 
du  second  ordre  passant  par  sept  sommets  des  deux  tétraèdres  abcd, 
a'Vc'd'  passe  nécessairement  par  le  huitième,  ces  tétraèdres  seront 
conjugués  i  une  même  surface  du  second  ordre;  car,  si  on  ordonne 
la  relation  (V)  par  rapport  aux  paramètres  ai,  ai,  as,  a4,  a^j  ae,  les 
coefficients  de  ces  quantités  seront  nuls,  puisqu'elle  est  satisfaite  quels 
que  soient  les  paramètres.  On  trouve  ainsi  les  équations  {k)  qui 
expriment  que  le  plan  polaire  de  l'un  des  sommets  a',  6%  c',  d'  par 
rapport  à  la  surface  /A*  +  mB*  +  «C*  +  pD*=  o  renfermq.  leS"  trois 
autres;  donc  les  deux  tétraèdres  sont  conjugués  &  cette  surface.  Ainsi, 
lorsque  huit  points  sont  tels  que  les  surfaces  du  second  ordre  menées 
par  sept  d^entre  eux  passent  nécessairement  par  le  huitième^  ces  points 
partagés  en  deux  groupes  abcd^  aVc'd*  sont  les  sommets  de  deux  tétraè* 
dres  conjugués  d  une  même  surface  du  second  ordre  (Hesse). 

9§S.  Si  on  suppose  que  les  équations  précédentes  renferment  les 
coordonnées  taDgentielles,  on  arriye  aux  théorèmes  suivants  : 

Toute  surface  du  second  ordre  tangente  d  sept  faces  de  deux  tétraèdres 
conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre  touche  nécessairement  la 
huitième. 

Réciproquement,  si  huit  plans,  tels  que  toute  surface  du  second  ordre 
tangente  à  sept  d'entre  eux  touche  le  huitième,  sont  partagés  en  deux 
groupes  de  quatre  plans,  ils  formeront  deux  tétraèdres  conjugués  à  une 
même  surface  du  second  ordre. 


CHAPITRE  XIII. 

rHÉORÈMES     ET     EXERCICES    SUR     L.ES    SURFACES 
DU    SECOND    ORDRE,    UIEUX    GÉOMÉTRIQUES. 

§   1.   THÉORÈMES  ET   PROBLÈMES  (COORDONNÉBS   CARTÉSIENNES). 
«.    Trouver  la  eondition  pour  que  le  plan  l« -{-my-^- tu ^p=o  tonehe  la 

flj*        y*        z* 

.nrface  -+-  +  -=1. 

t.  Quelle  est  la  longueur  de  la  normale  à  Tellipsoide  comprise  entre  son  pied  et  le 
plan  des  ay? 
Les  ëquatioQs  de  la  normale  sont 


X  —  «' y—  y' ar  —  «' 

V     ""     «/         ~^^  *' 


û«  6«         ""^ 

pour  le  point  où  elle  rencontre  le  plan  «y,  ;s  =  o  et  X  =  —  c"  ;  par  suite 

En  âerant  an  carré  et  igontant,  il  rient  pour  la  longnenr  jebAvbée 

S.  Trouyer  un  point  de  l'ellipsoïde  tel  que  le  plan  tangent  en  ce  point  intercepte  des 
longueurs  égales  sur  les  axes. 

R         ^_y_^_         ^ 

«*   *'   «"    ya*+b*+y 

4.  TrouTcr  Téquation  du  plan  mené  par  la  normale  au  point  (o/y's')  et  le  centre  de 
l'ellipsoïde. 
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tt.  Liea  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  da  centre  sar  le  plan  tangent  h 
Pellipaoîde. 
hoient  0,  yi  g^  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  P.  On  aura 

.  =  P.^,    y^P»^,    *  =  P*$»    P«  =  ««  +  y«  +  *«; 
d*oi^  on  déduit  pour  le  lien  cherché 

oV + 6V'  +  c'2" = («•  +  y*  4-  2">". 

•.  Trois  droites  rectangulaires  issues  d*un  même  point  restent  tangentes  i  une 
surface  du  second  ordre;  trourer  le  lien  de  leur  point  d'intersection. 
Soient 

g  —  a/ y  —  y' t  —  *'      «  — a/ y  —  y'.^*~*'      «  —  as' y  —  y^ z  —  z' 

trois  droites  rectangulaires  issues  du  point  (s'y  V).  Si  on  substitue  dans  l'équation 

«•        »•         2* 

les  expressions  « = «'  +  >p,  y  =  y'  +  /Ap,  if  =  »' + v/j,  on  trouve 

La  condition  pour  que  la  première  droite  soit  tangente  k  la  surface  sera 

On  ton  aussi  pour  les  deu  autres  droites 

/iV      /y'      /»'\'_  /«"  ,  y",  *"       \  /y  ,  /•  ,  ^\ 

\l?"^-v!~+-îiJ-\y+ji+-?-^J\p+T^+-?)' 

V^  o*  ^    6«  ^  «•  /       V^o»  ^  <-•  ^  e«         /\a*  ^  I,*  ^  c*  J 
Ba  igootant  membre  &  membre  ees  équations,  il  viendra  ponr  le  lien  cherché 

•ir  +  -6i  +  5'  =  Vii-+6r  +  F- V  \^?+îi  +  ?j' 

on  bien 

(&»  +  c»)  «'•  +  (o"  +  c«)  y'«  +  (o»  +  6»)  »'■  =  o«t«  +  oV  +  6M. 
Cest  un  ellipsoïde  concentrique  i  rellipsoTde  donné. 
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Si  la  surface  proposée  est  le  paraboloïde 

y*    «• 

P       9 
on  trouve  pour  le  même  lieu  un  parabolofde  de  révolution  représenté  par  Téquation 

V.  Trois  droites  rectangulaires  issues  d'un  point  se  déplacent  en  s'appuyant  sur  une 
conique  donnée;  trouver  le  lieu  de  leur  point  commun. 
Soient 

les  équations  de  la  conique  donnée.  Si  on  eiprime  que  la  droite 
rencontre  la  conique,  on  trouve  Téquation 


z' 


Mais,  pour  la  rencontre  de  la  droite  et  de  la  courbe.    2  =  0    et    p  = •    Si  on 

V 

remplace  p  par  cette  valeur»  Téquation  précédente  devient 

■•(S+S-)-'(?+'^)+'-(S+ë)=°- 

On  aura  aussi  pour  les  deux  autres  droites 

-(?+5r--.)--C-?=:+'-¥^)+-(ï+<S^=- 

Si  on  ajoute  ces  égalités  membre  à  membre,  on  arrive  à  l'équation 

Le  lieu  demandé  sera  un  ellipsoïde,  si  la  conique  est  une  ellipse;  ce  sera  un  fayper- 
boloîde  k  une  nappe  ou  à  deux  nappes,  si  la  conique  est  une  hyperbole  ;  enfin,  quant  la 
courbe  donnée  est  la  parabole    y' — 2px  :=  o,    le  lieu  est  le  paraboloïde  de  révolution 

y"  +  «*  =  2px, 

•.  Trois  plans  rectangulaires  touchent  le  périmètre  d*une  conique  ;  trouver  le  lieu  de 
leur  point  d'intersection. 
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Soient 

X*     y* 

(»  —  *')  C05  A  +  (y  —  y')  cos  /3  +  («  —  «')  cos  y  =  o, 

les  éqaations  de  la  coniqae  et  de  Tan  des  plans  passant  par  le  point  {œ^y'g').  La  trace 
de  ce  dernier  snr  «y  ou  la  droite 

«  cos  a  -j-  y  cos  /S  —  (x'  cos  «  +  y'  cos  ^  +  2'  cos  y)  ac  o 

OËSB»  VU  m 

doit  eoiacider  avec  la  tangente  ~i-~1~Ar'~'^^>  P^  ^^>  ^°  ^^''^  ^^  relations 

a  cos  a  s=  («'cos  a  -f  y'cos  /9  +  y  cos  y)  — ,  6  cos  /S  =  (»'cos  a  +  y'cos  /5+«'  cos  y)-7i  • 

a  0 

On  en  déduit 

(«'  cos  a  -|-  y'  cos  /J  +  «'  cos  yf  =  o*  COs'  a  -4-  6*  cos*  /S. 

On  aura  aussi  pour  les  deux  autres  plans  rectangulaires  passant  par  le  point  (tt^y^%') 
et  s'appuyant  sur  la  courbe 

(«'  cos  «'  +  y'  cos  /S'  +  js'  cos  y*)"  =  a*  cos*  a'  +  6"  cos*  ^% 
(«'  cos  a"  +  y'  cos  j3"  +  «'  cos  /')"  =  o"  cos*  «"  +  A*  cos*  ^". 

En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouve  que  le  lieu  demandé  est  la 
sphère  représentée  par  Téquation 

ar'«  +  y'«4.z'*=ra*  +  6*. 

Si  la  courbe  donnée  était  la  parabole  y*  —  2p»  =  o»  le  liou  serait  un  plan  passant 
par  la  directrice  et  perpendiculaire  au  plan  des  ary. 

X*     y*      2* 
•.  Le  plan  polaire  d'un  point  («s'y'*')  par  rapport  à  la  surface  -i+y^H — î=  ' 

ft*      1/*      2* 
reste  tangent  à  une  autre  surface  -;;  +  ^  +  -%=  i ;  trouver  le  lieu  du  pôle  (9^y'tf)> 

En  identifiant  les  équations 

"?■■*■  6*  "^  ■?■—'»     a'«"^"5^"^7î~'' 
on  arrive  aux  égalités 

-=:ÎL        yl^ïl         -  —  II. 

0*      a'*'     6*      6'»'     c*       c'«' 
en  éliminant  x%j  yi,  ^bi,  il  viendra  pour  le  lieu  cherché 

o'*  &'•  c'" 
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f  ••  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  ordre  ptr  les 
plans  menés  à  une  distance  p  de  Torigine. 
Soient 

«cos«  +  ycos/i-f  *cosy=p,     1  +  ^+1. -ri 

les  équations  du  plan  sécant  et  de  la  surface.  Le  centre  de  la  section  appartient  au  plan 
et  au  diamètre  qui  lui  est  conjugué;  les  équations  de  ce  dernier  sont 

9  y  z 


a*  C08  a      6^  cos  ^      c'  cos  y 

L'élimination  des  cosinus  entre  ces  égalités  et  Téquation  du  plan  sécant  nous  donne 
pour  le  lieu  cherché 


11.  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surface  i  centre  par  des  plans 
passant  par  un  point  fixe. 

IL  *(,_«)+ y  (y-p)+l(ar-y)  =  o; 

"i  p9  y  font  les  coordonnées  du  point  fixe. 

it.  Si  on  désigne  par  a,  j8,  y  les  angles  avec  les  axes  d*une  normale  à  un  plan 

passant  par  le  centre  de  Tellipsoidey  Taire  de  la  section  faite  par  ce  plan  aura  pour 

^rafte 
expression  • 

|/o'  cos*  a  +  6*  cos*^  +  c"  cos*  y 
En  effet|  a'  et  V  étant  les  axes  de  la  section,  et  P  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  le  plan  tangent  parallèle  au  plan  sécant,  on  aura 

a'6' .  P  =  abc; 
d'où 

TftUte 


wa'ft'rr: 


y^a*  cos"  a  +  6*  cos"  /i  +  «*  cos*  y 

IS.  Si  psr  un  point  de  l'ellipsoïde  on  mène  trois  droites  rectangulaires  quelconques, 
le  plan  qui  passe  par  les  points  où  les  droites  rencontrent  la  surface  coupe  la  normale 
relative  à  ce  point  en  un  point  ûxe* 

L'équation  des  surfaces  du  second  ordre,  lorsque  l'axe  des  z  coïncide  avec  la  normale 
a  l'origine,  est  de  la  forme 

car  en  posant  ;r  =  o,  elle  doit  représenter  deux  droites  réelles  ou  imaginaires,  le  plan 
des  9y  étant  tangent  à  la  surface.  Si  on  passe  à  un  autre  système  d'axes  de  même 
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origine,  Tëqnation  précédente  deriendra 

/  (or'  +  6y'  +  c«')"  +  w  («'•'  +  h'y'  +  o':?0*  +  «  («"»'  +  *"y'  +  c"^')' 
+  p  («»'  +  6y'  +  «')  (oV  H-  6'y'  +  </«')  +  9  (a"»'  +  i^'y'  -h  c";?')  =  o. 

Soient  /,  y,  h  les  longueurs  interceptées  sur  les  axes  nouveaux  par  la  surface  ; 
on  aura 

/  (la*  +  ma**  +  na""  +  oo'p)  4-  «"7  =  o, 

(«)        y  (/6«  +  m6'«  +  n6"«  +  66'p)  +  b"q  =  0, 

A  (le*  +  me"  +  fic"«  +  «/p)  +  c"ç  =  o. 

Le  plan  mené  par  les  exCrémités  des  longueurs  f,  y,  h  sera  représenté  par  . 

OU  bien,  avec  les  coordonnées  primitives,  par 

a«4-o'î/4-»"*      bx-\-l/y-\-b''z      ex -\- c'y -\- e^^z 

-f + — -, + — À — ==^- 

En  posant  y  =  o,  x  =  o,  il  vient 

/o"      6"      c"\ 
«I  --4----+— j  =  I,    ou    z(l  +  m  +  n)=:-^q, 

en  égard  aux  relations  (a).  Donc  le  plan  rencontre  la  normale  en  un  point  fixe. 

14.  La  somme  des  carrés  des  aires  des  parallélogrammes  construits  sur  trois 
diamètres  conjugués  pris  deax  à  deux  est  constante. 

Soient  («i/S,/),  {a'^P',/),  (^'^jS^Sy")  les  angles  d*un  système  de  diamètres 
conjugués  (a%  b\  e')  avec  les  axes.  On  a 

sin"  (6V)  =:  (cos  /^  cos  y"  —  cos  /9"  cos  y')*  +  (co«  y'  co*  «"  —  cos  /'  cos  a')* 

+  (cos  a'  cos  /3"  —  cos  «"  COS  /3')*. 

HaiS|  si  on  désigne  par  x"|  y'%  2^"  les  coordonnées  de  Textrémité  du  diamètre  6',  on 
sait  que 

a"  =  6'  cos  a'  =  a  cos  >',    y"  =  6'  cos  ^'  =  6  cos  ;«',    »"  =  b^  cos  •/  =  c  cos  v'  ; 
d'où 


a  h  e 

cosa'=  — cosV,    cos  ^' =:  —  cos /x',    cosy'  =  — cosv'. 


On  aura  aussi 


o    ,         b  a 

cos  «  =:  —,  cos  i,  COS  5  =  -7  COS  tt,   COS  y  =  -7  COS  v  ; 

a'  o  o' 

a  6  c 

COS  «"  s=  -7  cos  >",  COS  ô"  =  -7  cos  m",  cos  y"  =: — cos  v", 
c     '    '    c     '       0' 
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Ces  différentes  relations  conduisent  aui  égalités 

[6V  sin  (6'c')]»= 6V  (cos  /  cos  »"  —  cos  /'  cos  v')*  4-  aV  (cos  v'  cos  A"  —  cos  v"  cos  X'f 

+  a*b*  (cos  y  cos  fi"  —  cos  X"  cos  /»')•  ; 

{o'c'  sin  (o'c')]"  =  6V  (eos  /i"  cos  v  —  cos  /u  cos  »")'  +  <»*c*  l^^  v"  cos  X  —  cos  >  cos  i")* 

+  o"6"  (cos  X"  cos  fi  —  eos  /'  cos  X)*  ; 

[a'b'  sin  (a'6')]*  =  b^c*  (cos  /*'  cos  v  —  cos  /*  cos  v')*  -|-  oV  (cos  »  cos  X'  —  cos  v'  cos  X)* 

+  a«6«  (cos  X  cos  /t'  —  cos  X'  cos  /«)•• 

Si  on  ajoute  ces  équations  membre  à  membre,  on  verra  facilement  que  les  coefficients 
de  6'c',  a'c*,  a'6'  dans  le  second  membre  sont  les  carrés  des  sinus  des  angles  des 
directions  (X,  /k,  v)  ;  ils  ont  pour  yaleur  Tunité  puisque  ces  directions  sont  perpendi- 
culaires. Donc,  il  Tiendra 

[6 V  sin  (6V)]«  +  [a'e'  sin  (aV)]»  +  [o'6'  siu  (a'6')l«  =  6V  +  aV  +  a*b*. 

flft.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres  conjugués  sur  une 
ligne  fixe  est  constante. 

Réprésentons  par  a,  ^,  y  les  angles  d*une  droite  fixe  avec  les  axes,  et  par  c',  y',  z' 
les  coordonnées  de  Textrémité  du  premier  diamètre  a\  La  projection  de  a'  sur  la  droite 
est  «'  cos  a  -|-  y'  cos  j3  -[-  z'  cos  y,  ou  bien 

a  cos  X  cos  «  -|-  ^  cos  /u  cos  /S  -j-  c  cos  y  cos  y. 
On  aura  également  pour  les  projections  de  6'  et  c'  sur  la  droite  fixe 

a  cos  X'  cos  a  -|-  6  cos  /a'  cos  /S  -{-  e  cos  v'  cos  y, 
a  cos  X''  cos  a  -}-  6  cos  /t"  cos  /i  -|-  '^  oos  v"  cos  y. 

Élevons  ces  expressions  au  carré  et  faisons  ensuite  leur  somme  :  il  viendra 

o*  cos"  a  +  6*  cos"  ^  4-  c*  cos"  y, 
quantité  constante. 

!•.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres  conjugués  sur  un 
plan  est  constante. 

Soient  A,  fi,  C  les  projections  de  a',  h' y  e^  sur  une  perpendiculaire  au  plan  fixe, 
et  Al,  Bi,  Cl,  leurs  projections  sur  ce  plan;  il  viendra 

a't  =  A«  +  A,«,    Ô'"  =  B«  +  B4«,    c'«  =  C"  +  C,«; 
par  suite, 

y"  +  6'*  +  c"  =  o"  +  6"  +  c"  =  A"  +  B"  +  C"  +  A4«  +  B,"  +  C|«. 

On  en  déduit, 

A|'  +  Bj«H-C,«c=o«  +  6"  +  c«— (a"cos»a  +  6«cos"/8  +  c«cos"y) 

=  o*  sin"  a  +  6"  sin"  /5  +  c"  sin"  y  ; 

«I  p9  y  sont  les  angles  de  la  normale  au  plan  avec  les  axes. 


—  367  — 

19.  Lieu  da  point  dUntersectioa  de  trois  plans  tangents  à  Pellipsoïde  aux  extrémités 
de  trois  diamètres  conjugués . 

«•      V*      :»• 

»•         ^+^  +  T=3. 
o'      tr       c" 

19.  Équation  du  cône  circonscrit  à  1* ellipsoïde. 

!••  Les  cônes  qui  ont  pour  sommets  les  extrémités  des  axes  de  l'ellipsoïde,  et  qui 
s*appuient  sur  les  sections  principales  sont  représentés  par  les  équations 

(x  —  a)*      y*_ff_  (y  —  b)*m*      z*  _  (z  —  c)«      «•^y*^ 


K  Trouver  Téquation  du  cône  qui  a  son  sommet  au  centre  de  rellipsoïde,  et,  pour 
base,  la  courbe  d*intersection  du  plan  polaire  du  point  («',  y',  z^)  avec  la  surface. 

Si  on  désigne  par«i,  yi,  «i,  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  d'intersection 
du  plan  polaire  avec  la  surface,  il  faudra  éliminer  ces  quantités  entre  les  équations 


X       y       z  Xix'  ,  yiy'  ,  ZtZ^ 

On  trouvera  pour  Téquation  du  cône 


'      TT+lT+ir-ï- 


„«  "1"  frî  "T  c«  ~  \^o«  "^  6«  "^  c«  y 


•!•  Les  surfaces 

A»«  +  By«  +  C2»  =  I,       (A  +  A)»*  +  (B  +  *)y»  +  iC  +  A)i"  =  i 

ont  les  mômes  plans  cycliques. 
Ces  surfaces  sont  représentées  en  coordonnées  polaires  par  les  équations 

--  =  A  cos*  a  +  B  cos'  ^  +  C  cos*  y,       •^= A  cos*  a  +  B  cos*  /3  +  C  cos*  y  +  A. 

Or,  pour  les  points  d'une  section  circulaire  de  la  première,  la  quantité 

A  cos*  a  -f  B  cos*  /S  +  C  cos»  > 

est  constante  puisque  r  conserve  la  même  valeur;  par  conséquent,  R  est  aussi 
constant,  et  le  plan  cyclique  est  commun  aux  deux  surfaces. 

ts.  Deux  cercles  appartenant  aux  deux  systèmes  de  plans  cycliques  se  trouvent 
sur  une  même  sphère. 
Dans  l'ellipsoïdei  deux  plaQS  parallèles  aux  sections  circulaires  ont  des  équations 
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de  la  forme 


V^-i+'V c4-i=*'    *\/^-?-'V  ?-è=»5 


ea  multipliant  membre  a  membre^  on  trouve 


Mais,  d*après  l'équation  de  la  surface,  on  >i4"t  =  i~riî  P^  ^^^^>  Pégalité 
précédente  devient 

55 =i  +  yA. 

et  les  sections  eirtulaires  se  trouvent  sur  eette  spbère. 

•S.  Par  le  centre  de  Pellipsoïde  on  mène  des  plans  qui  coupent  la  surface  suivant 
des  ellipses  d*aire  constante;  trouver  le  lieu  des  normales  à  ces  plans  menées  par 
Torigine. 

On  sait  que  Paire  d'une  section  centrale  a  pour  expression 

ttciAa 

l^a*  cos*  a  -|-  6«  cos*  /9  +  c*  cos*  y 

ft,  /9y  y  étant  les  angles  directeurs  de  la  normale  au  plan  de  la  section.  ^  Paire  est 
constante^  on  doit  avoir 

a'  cos^  «  -}-  A*  cos*  ^  -i-c*  cos'  y  =  /*  (coost.). 

D'un  autre  côté,  les  équations  de  la  normale  sont 


cos  a     cos  /i      cos  y  ' 

le  lieu  cherché  sera  déflni  par  Téquation  obtenue  en  éliminant  les  cosinus.  On 
trouvera 

(a«  - /*) a»  +  (6«  — /^)  y*  +  (c«  - /«)  ;84  =  O. 

•4.  La  somme  des  carrés  des  réciproques  des  aires  des  sections  faites  dans  Pellip- 
solde  par  trois  plans  diamétraux  rectangulaires  est  coDstante. 
En  effet,  on  a 

=  a*  cos*  «1  +  6*  cos*  ^1 4-  c'  cos'  yi, 


S,* 


=  o'  cos*  «1  -|-  6*  cos*  /3i  +  «*  cos*  yt, 


=  o*  cos*  «5  +  A'  cos*  fLi  +  c*  cos*  y$, 
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Ko  faisant  la  somme  de  ces  équations,  on  trouve 

I  I  I   a* +(»*-{- ** 

9ft.  Trouver  le  lieu  des  intersections,  avec  le  plan  des  sy,  des  normales  menées 
aux  points  où  le  plan  z=zk  rencontre  Tellipsoîde. 
Il  faut  éliminer  m' et  y'  entre  les  équations 

x"     ~  j^    "      ^  '         o«  "^  6«  ""  '       c«  * 

Le  lieu  sera  Tellipse  représentée  par 

+  777Î Tr«  =  i- 


••.  Lieu  du  point  d*interseclion  de  trois  plans  rectangulaires  tangents  aux  surfaces 

n«  "^  fc«  "^  c«        '  a»  H-  A«  "^  6«  +  A«  "^  c«  +  A«  "~    '  a«  +  A«  ■*"  6«  +  A«  "*~  c«  +  /*« 

R.        ay«  +  y«  +  2«  =  o«  +  M  +  c«  +  *«  +  A«. 

99.  Lieu  des  points  d'intersection  des  sphères  décrites  sur  trois  demi-diamètres 
conjugués. 

Soient  xi^iift,  x^^z^^  x^yeZa  les  coordonnées  des  extrémités  des  diamètres,  la 
première  sphère  sera  définie  par  Téquation 

(.-î)V  (-?)■- (-ï)'=T 

ou  bien 

«*  +  y*  +  **  =  **i  +  yVi  +  **i  =  a  cos  11  •  of  +  *  cos  /«i  •  y  +  c  cos  vt  •  z. 
Les  équations  des  deux  autres  sphères  seront  aussi 

**  +  y'  +  ^'  =  fl  CM  i»  •  «  +  ^  C08  /*«  •  y  4-  c  cos  Vi  •  z, 
«*  +  y*  4-  «*  =  a  cos  )»  •  OB  +  ft  cos  /*8  •  y  +  c  cos  Va  •  r. 

Si  on  élève  ces  égalités  au  carré,  il  viendra,  en  les  ajoutant  membre  k  membre, 

3  (»«  +  y«  -f  ««)«  =  o»aj«  +  6  V  +  c«««. 

99.  Trouver  la  distance  entre  le  point  de  contact  d*un  plan  tangent  et  son  pôle 
par  rapport  à  une  surface  homofocale. 
Considérons  les  surfaces  homofoeales 

»*      y*      :f* g*  y*      ,       «■     

24 


=  1. 
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et  identifions  les  équations 


On  aura  les  égalités 


xt         y'         yt         «'         *i 


at       o«  +  A'     6«       6«  +  A'     c*       c«  +  a 
On  en  déduit 

•»-•=':?'    y*-y^=6ï'    *»-'=^' 

d'où  on  tire  pour  la  distance  cherchée  D  =  -  • 

•••  Trouver  Tequation  de  la  surface 

»'      V*      z* 
fl«  ^  6«  ^  c* 

rapportée  aux  trois  normales  des  surfaces  homofocales  qui   passent   par  un  point 

(»'y'sO. 
Si  on  transporte  d*abord  Torigine  au  point  («'y'^'),  et  si  on  pose 

«'«      v'*      «'* 
réquation  proposée  deviendra 

Afin  de  passer  au  système  d*axes  formés  par  les  normales,  remplaçons   tr,  y, 
par  les  expressions 

En  substituant  et  tenant  compte  des  relations 


«'«         y'«     ,    *'•    _        S 

o«a'*  '  6«6'«   '  eV«      a'«— a«* 

•'«               y'«       ,       »'*     _                S 

oV«a"«  '  6«6'«6"«   '  cVV'«^(a'«— a«)(o"«  — a«)' 

«'*       y'*       z'«           s                 X 

oV*  '  6«6'*   '  cV*~'(o'«  — a«)«      p'«ta'«— a«)' 

on  trouvera 

-4- 

y*        ,         -•            ,/     P'o,        ,       p"y       ,       p-s 

a*^ 
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K  Lo  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  &  un  système  de  surfaces 
homofocales  et  parallèles  à  un  plan  fixe  est  une  hyperbole. 

SI.  Les  sections  d*un  ellipsoïde  par  les  plans  tangents  du  cône  asymptote  d*un 
byperbolo!de  homofocal  ont  même  aire. 

St.  Les  lignes  focales  du  cône  asymptote  d*un  hyperboloîde  sont  les  asymptotes 
de  rbyperbole  focale. 

SS.  La  somme  des  angles  d*une  génératrice  quelconque  d*un  cône  avec  les  lignes 
focales  est  constante. 

54.  Les  plans  menés  par  les  lignes  focales  d'un  cône  et  une  génératrice  quelconque 
sont  également  inclinés  sur  le  plan  tangent  suivant  cette  génératrice. 

55.  La  différence  des  distances  d'un  point  quelconque  d*une  conique  focale  i  deux 
points  fixes  d*une  autre  conique  focale  est  constante. 

S«.  Si  par  une  droite  on  mène  des  plans  tangents  à  un  système  de  surfaces  bomo- 
focales,le  lieu  des  normales  correspondantes  est  un  paraboloîde  hyperbolique. 

S9.  On  peut  mener  deux  surfaces  bomofocales  tangentes  à  une  droite  et  les  deux 
plans  tangents  aux  points  de  contact  sont  rectangulaires. 

SS.  Étant  données  deux  surfaces  homofocales  (a,  A,  c),  (a',  fr'^e'),  on  dit  que  deux 
points  («,  y,  2),  (9%  y',  s'}  de  ces  surfaces  sont  correspondants,  si  on  a  les  égalités 

a      os'       y y'        z      z' 

ï^?"'     6""6^'     c~7* 

Gela  étant,  1®  La  différence  des  carrés  des  rayons  qui  joignent  le  centre  à  deux 
points  correspondants  est  constante;  2®  La  distance  de  deux  points  situés  sur  les  deux 
ellipsoïdes  est  égale  à  la  distance  des  points  correspondants. 

§  2.  THÉORÈMES  BT  PROBLÈMES  (COORDONNÉES  TÉTRAÉDRIQUES  BT  TANGENTIELLES). 

1.  Trouver  les  équations  en  u,  v  et  to  des  surfaces  du  second  ordre  rapportées 
a  leur  centre  et  à  leurs  axes. 
Soit  d*abord  l'ellipsoïde 

Le  plan  tangent  en  un  point  (ov'y  V)  est  représenté  par  Téquation 

««»'      yy'      «'_ 

Désignons  par  ti,  v  et  «0  les  coordonnées  tangentielles  de  ce  plan  :  on  aura 

9/  y'  z' 

tt  =  — ,        «  =  7^,        I0=:-. 
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On  en  déduit 

»»  y'  »' 

o»4  =  — ,      bv  =  T  »      cw  ^  —  : 
a  0  e 

en  ëleTaot  au  carré  et  ajoutant,  il  viendra  pour  Tëquation  de  Pellipsoîde  en  coor- 
données tangentielles 

On  trouverait  semblablement,  pour  l*hyperboloïde  à  une  nappe  et  l'byperboloFde 
à  deux  nappes,  les  équations 

a*tt*  +  ft*i>*  —  c«io'  =  I, 
a*ti*  —  6*«'  —  c»io*  =  I. 

•.  Trouver  les  équations  en  coordonnées  tangentielles  des  deux  paraboloîdes. 
Le  parabolofde  elliptique  ayant  pour  équation 


celle  du  plan  tangent  sera 


1 =  2*5 

p      9 


yy'  .  zz'      .     .     ,. 


par  suite 


— -i         -^*^  —il 

**"     X''      *'~"p«"      "'""g»' 


On  en  tire 


l'équation  demandée  sera 

pv*  -\-  qw*  os  —  211. 
Le  parabolofde  byperbolique  sera  représenté  en  coordonnées  u,  u  et  «;  par  Téquation 

pv^  —  qw^  =  —  an. 

S.  Équation  d*an  point  quelconque  de  la  normale  relative  au  point  de  contact  d*an 
plan  tangent  («Vu/)  à  la  surface  o*tt"  +  b^v*  +  c'io*  =  i. 

R.      a*uu^  +  6*«i/  4"  c'ioio'  +  X  (wu'  +  w'  -}"  «w*)  =  o, 
où  X  est  un  paramètre  arbitraire. 

4.  Condition  pour  que  trois  plans  (uoVotffo),  {utV^Wi),  {u^v^w^)  soient  parallèles 
à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface  o^n*  -f-  6*v*  -}-  r*io*  =r  x. 

R.        a*tt|U2  +  6Sv|t;, -f-e'fOitOj  =0, 

a"»o«»«  +  *'»o«'i  +  c'too^t  =  o> 
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B,  Trouver  Tez pression  de  la  dislaoce  entre  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  le  plan  tangent  de  la  surface 

Aa«  +  A'»«  +  A"io«  +  zBvtu  -f  aB'aw;  -f  aB"ti»j  =  H, 

et  le  point  de  contact  de  ce  plan. 

En  appelant  a',  y*,  s'  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  de  contact  et  P  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent,  on  aura 
éridemment 

I 


'1  _L  •«'! 


+  »'«  -h  10 


Mais,  le  point  de  contact  est  représenté  par  Téquation 

«A*f  +  vfvr  +  tofte,  —  (u'/"u/  +  v'f  t,  +  wTm)  =  o; 
par  suite,  il  viendra  en  posant  A  =  u'f'uf  +  vY'«/  +  ^*f'wty 

Substituons  ces  valeurs  dans  Texpression  de  D*;  on  trouverai  en  supprimant 
les  accents, 

A«  (fi«  +  v»  +  to«) 

se*      y*      *' 
Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  à  centre  serait  rellipsoîde  -^  +  tï  +  ~«  =  i» 

o'       o'       c' 

cette  expression  se  réduit  à- 

•.  Trouver  Téquation  qui  détermine  les  axes  de  la  surface 

Au»  +  A'f;«  +  A"io«  +  2Bvto  +  2B'i»io  +  2B"m»  =  H. 

Lorsqu'une  droite  menée  du  centre  au  point  de  contact  d*un  plan  tangent  est 
perpendiculaire  à  ce  plan,  elle  coïncide  avec  Tun  des  nxes  de  la  surface.  Dans  ce  cas, 
les  coordonnées  du  plan  tangent  satisferont  aux  équations 

vf'u  —  "/■'•  =  o,    io/'«  —  vf'to  =  0,    uf'w  —  wA'h  =  o» 

puisque  D  est  égal  à  zéro.  Soit  r  la  longueur  de  Paie  ou  la  droite  qui  joint  le  centre 
au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent.  On  aura 

/'m  =  Ax':=aU0',        «'  =  rcos),        cos>  =  rti, 

>  étant  Pangle  d'inclinaison  de  r  sur  Taxe  des  x\  on  en  déduit  /''M  =  2Hr*u.  On 
aura  aussi  f'v  =  aHr'v,  /'«  =  2Hr*w. 
Si  on  égale  ces  quantités  aux  dérivées  du  premier  membre  de  l'équation  proposée, 
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il  vient 

(A  —  r«H)  u  +  B"»  +  B'io  =  o, 

(*)        W'u  +  (A'  —  r«H)  tf  +  Bio  =  o, 

B'tt  +  B»  +  (A"  —  r  «H)  10  =  o. 

En  élimiDant  les  Tariables,  on  obtient  finalement  pour  déterminer  les  axes,  réqualion 
da  troisième  degré  relativement  à  r< 

A-r«H,    B",    B'     =0, 
B",    A'-r«H,    B 
B',    B,    A"— r«H 

Afin  de  déterminer  les  angles  des  directions  principales  avec  les  axes  coordonnés, 
posons  r*H  =  «;  il  viendra,  en  développant, 

(t)(A  — j)(A'  — t)(A"-j)-B«(A-f)-n'«(A'  — #)— B"«(A"-#i-haBB'B''=a 
Désignons  par  «i,  «t»  's  les  racines  de  l'équation,  et  posons 

A  -#t  =  «,      A'  — #t  =  a',      A"  — «i  =  o". 
Soit  10  =:m«,  o^hk;  les  équations  (k)  peuvent  b*écrire 

a  +  B"n  +  B'm  =  o, 
B''-f  a'fi  +  Bm=o, 

B^^Bfi  +  a''m  =  o. 
On  en  tire 


n  = 


BB'  —  o"B 


ff 


oV  — B«   • 


mz= 


a'o"  —  B« 


En  tenant  compte  de  l'équation  («)  qui  peut  s*écrire 

oa'a"  —  aB«  —  a'B'«  —  o"B"*  +  afifi'B"  =  O, 
on  trouvera  pour  Texpression  m*-{-n*-{-  u 

^t  I  „.  ,  ^_(B«^aVOH-(B-«~aa--)  +  (B-^«-oa-). 
^      ^    —  B«  — oV 

D*on  autre  côté,  les  égalités  to  =  mti^  v  =  fi«  donnent 

-^•*   +^ 55  -r«ii«-cosM' 

par  fuite,  il  viendra  finalement 


m' 


cosSl  = 


B«  —  o'o" 


(B«  —  a'a")  +  (B'»  —  oo")  +  (B"«  -  oo^) 
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De  même,  oo  aura 

g W^^aa'' 

^*   ^       (Bt  -  o'o")  +  (B'«  —  oa")  +  (B"«  -  aa')  ' 

, B^«  —  aa' 

^*   "      (B«  -  a'a")  +  (B'«  -  oo")  +  (B"»  -  ooO  ' 

Ce  8ont  les  cosions  des  angles  que  fait  )*ud  des  axes  de  la  surfiice  avec  les  axes 
coordonnés.  On  aurait  des  expressions  analogues  pour  les  autres  axes. 
Les  valeurs  précédentes  sont  indéterminées,  si  on  a 

Bt  —  o'o"  =  o,      B'«— ao"  =  o,      B"«  — ao'  =  o; 
et  la  surface  est  alors  de  révolution. 

9.  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  de  n  points  fixes  sur  un  plan  variable  est 
constante  et  égale  k  nk;  trouver  la  surface  enveloppe  du  plan. 
Si  les  points  sont  représentés  par  des  équations  de  la  forme 

Pi«  +  Çi«  +  *'iW  —1=0,      piU  +  q%v  +  rtto  —  i  =  o,  etc., 
l 'équation  de  la  surface  sera 

Ptw+^iv-f-rito— I      Pite4-9iv  +  riio— z  ,  , 
1 \- =fiA;. 

Vu*  +  «« + io«         {/^jzçi^nÇw^ 

En  appelant,  o,  6,  c  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  des  n  points  fixes,  elle  peut 
se  ramener  k  la  forme 

(A«  —  o«)  «•  +  (*«  -  ô*)  ««  +  (*«  —  e«)  10» 
—  2abuw  —  2arufo  —  ^evw  +  aoti  +  9bv  +  2Cio  =  X. 

C'est  Péquation  tangentielle  d'une  spbère. 

••  Si  la  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  de  n  points  fixes  sur  un 
plan  variable  est  constante,  ce  plan  enveloppe  une  surface  du  second  ordre. 

•.  Un  plan  variable  détermine  sur  trois  axes  rectangulaires  des  segments  dont  la 
somme  multipliée  par  une  aire  constante  est  égale  au  volume  du  tétraèdre  formé  par 
les  plans  coordonnées  et  ce  plan;  ce  dernier  enveloppe  une  surface  du  second  ordre. 

En  effet,  «,  v  et  to  étant  les  coordonnées  du  plan,  le  volume  du  tétraèdre  sera 

•7- — ,     et  si  a*  est  l'aire  constante,  l'équation  tangentielle  de  la  surface  enveloppe  sera 


\u     V      wj  6uvu> 


ou  bien 

6o'  (il»  +  tW  +  lOTl)  =  X. 

!•.  Un  plan  variable  retranche  du  cône  représenté  par  l'équation 

^■^ft«      e«""^ 
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un  volume  constant;  montrer  que  ce  plan  reste  tangent  k  un  hyperboloïde  a  deux 
nappes. 

Ou  sait  que  l'aire  d^une  ellipse  est  égale  à  ira6,  a  et  A  étant  ses  axes;  de  plus,  lorsque 
la  courbe  est  représentée  par  l'équation  A»* -\-2Bxy-{-Cy*^l,  le  produit  ab  a 

pour  valeur  77; — ^*  Si  elle  était  définie  par  l'équation  générale 

Ax<  +  aBy»  -{-  Cy^  -\-  aD»  +  aEy  =  i, 

on  transporterait  les  axes  au  centre,  et  on  trouverait  avec  Péquatîon  transformée  que 
Taire  de  la  conique  a  pour  expression 

7r[(A  +  D^)(C  +  E«)-(B  +  DB)*] 
^-  (AC-B«)f 

Soit   maintenant  ux -}- vy -{- toz  =z  i   l'équation    du    plan   sécant;   éliminons  la 
variable  z  entre  cette  équation  et  celle  du  cône;  il  viendra 


(^  ■"  **')  *'  "^  (iT"  -  «')  y*  -  2«*^»y 


-\-wx-\-zvy=  I. 


G*est  Péquation  de  la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  des  xy.  Par  Pappli- 
cation  de  la  formule  précédente,  Paire  de  cette  conique  sera 

ç nahew 

—  [c«to«  —  o«tt»  —  6«v«]t  ' 

Désignons  par  p  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  sécant,  par  9 
Pangle  qu*elle  fait  avec  Paxe  des  g,  et  par  S'  Paire  de  la  section  sur  le  cône.  On  aura 

S  =  S' cos  6.    p  «M ; 

w 

d*où  -  =s  S'p  ;  mais  S>  est  le  triple  du  volume  du  cône  retranché  par  le  plan  sécant  ; 
w 

S 
ce  volume  est  constant,  et  on  peut  supposer  —égal  à  nabc.  Si  on  remplace,  dans  Péqua- 

tion  précédente,  -  par  ttoôc,  on  trouve 

c*io*  —  a*»*  —  6*w*  =  I 
qui  définit  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 
11.  Que  représente  Péquation 

U*  V*  tt)« 

Un  système  de  surfaces  qui  ont  les  mêmes  plans  cycliques;  car  Péquation  de  ces 
surfaces  en  coordonnées  cartésiennes  est  de  la  forme 

(a«  +  >)aî«  +  {A«  +  ))y«-f  (c«  +  i)a«  =  i, 

et  elle  représente  des  surfaces  qui  admettent  les  mêmes  sections  circulaires. 
On  les  appelle  surfaee$  concyeliifuei. 
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!•.  Trois  surfaees  eoncyeliques  sont  tangentes  à  un  mâme  plan  de  l*espace,  et  les 
droites  qui  joignent  le  centre  aux  points  de  contact  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

En  effsl,  soient  %\  v\  lo'  les  coordonnées  d*un  plan.  Exprimons  que  Pëquation  des 
surface!  eoncyeliques  est  satisfaite  par  ces  coordonnées;  on  aura 


En  chassant  les  dénominateurs,   on  arrive   à  une  équation  du  troisième  degré 
en  X  qui  a  toujours  ses  racines  réelles* 
Soient  Ai,  X^  deux  racines  de  cette  équation;  les  surfaces 

•••  0*  10*      »•!>*«;*      

touchent  le  plan  («'o'to').  Les  équations  des  points  de  contact  seront 

Les  coordonnées  cartésiennes  de  ces  points  étant 


tt'  v'  uf 

—  at  +  i.»    ^  —6«4->,'    '    -"e«  +  i,' 

les  cosinus  directeurs  des  rayons  r'  et  r"  qui  joignent  ces  points  au  centre  auront  pour 
expressions 


COSa'  = 


vl  .  %}*  w 


eosm 


'  ss:  •  .      COS  /8'  ■■ .      COS  y'  =s  . • 

II'  v'  m/ 

COS «"  =  ■  ■  -    ■■- .    COS  /S" ;^  ^— ^^— — ,    COS  y"  =  ■    '  • 

D'où  on  tire 

z    r  •*'*  o'«  id'«  1 

'cosa"4-cosâ'cos/8"4-cosy'cosy"= 1 1-  I  I 

eo«a  -,-cosp  «»/>   -t-co./  ccy       r'r"[(««+i.)<«*+X.)^(6»+>,)(*»+>i)^(c»+>.M«*+>i)J 

Or,  si  on  retranche  membre  à  membre  les  équations  des  deux  surfilées,  on  verra 
que  le  second  membre  est  nul  ;  donc  les  ra}  ons  r'  et  r"  sont  perpendiculaires. 

IS.  Trouver  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  surfaces    conjuguées 
à  un  tétraèdre  et  passant  par  un  point  fixe  (AiBiGiDi). 
Soit  Ik-^-mB-^-nC-^-pD^o  le  plan  donné,  et 
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PéquatioD  des  surfaces  conjuguées  au  tétraèdre  de  rëféreuce.  Si  on  identifie  les 
équations 

ait AA'  +  flifBB' + ^a«CC'  -4-  o«4DD'  =  o,      / A  +  mB  +  nC + pD  =  o, 

on  arrive  aux  égalités 

OijA'  _  OMy  _  anC  _  044!^ 
/  it  m    "~    p     ' 

de  plus,  on  a  aussi  la  relation 

««Al»  +  OmBi»  +  a„Ci«  +  a44Di*  =  o. 
En  éliminant  les  coefficients  Ouy  an»  a»,  044,  on  trouve  pour  le  lieu  demandé 

M,«      mB,»      nC4«      PA,«_ 

a"*"    b"^c"*"d"~ 

C'est  une  surface  du  troisième  ordre. 

14.  Le  plan  polaire  d*on  point  fixe,  par  rapport  aux  surfaces  conjuguées  &  un 
tétraèdre  et  tangentes  &  un  plan  donné,  enveloppe  une  surface  de  troisième  classe. 

tft.  Le  lieu  du  pôle  d*un  plan  fixe  par  rapport  aux  surfaces  circonscrites  à  un 
quadrilatère  gauche  est  une  ligne  droite. 

L'équation  tangentielle  de  ces  surfaces  étant  AG  +  XBD:=o,  celle  du  pôle  d'un 
plan  (A'B'C'D')  est  de  la  forme 

AC  -f  CA'  +  >  (BD'  4-  DB')  =  o. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  >,  le  pôle  se  trouve  sur  la  droite  des  points 

AC  +  CA'  =  o,      BD'  +  DB'  =  o. 

!••  Le  plan  polaire  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  surfaces  circonscrites  à  un 
quadrilatère  gauche  tourne  autour  d'une  droite  fixe. 

19.  Trouver  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  tangente  aux  arêtes  d'un 
tétraèdre. 

Si  on  pose  C  =  D  =  0  dans  l'équation  générale  F  (A,  B,  C,  D)  =  o,  on  trouve  qu'elle 
se  réduit  i 

celle-ci  représente  deux  plans  passant  par  Taréte  A  :=  B  =  o  et  les  points  où  l'arête 
G^Dhbo  rencontre  la  snr&ce.  Mais,  si  elle  est  tangente  à  la  droite  G=sD=:o, 
on  doit  avoir  a*ti  =  atiOia*  On  trouverait  semblablement  les  relations 

Posons  «11^  p*^    an  =  9*,    ags^r*,    044  =  «*  ;  on  aura 
ait  =s±:pq^    ait  =  ±:pr,    at4  =  ±:p«,    au  =  àzgr^    0,4  =  ±7*,    a^^^dcrf 
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En  snbstitoâDt^  Péquation  demandëe  sera 

p«A«+ç'B«  -f  r«C« +#»D«  ±2pqKh±:2prACdb2psAD±  2qrBC  ±2qtN>dt2riCD=zù 

II  est  facile  de  Térifier,  en  formant  les  équations  du  eentre,  que  Tëquation  précé- 
dente  ne  représente  qu'un  cas  particulier  d'une  surface  du  second  ordre»  si  on  prend 
le  signe  +;  de  sorte  que  les  surfaces  du  second  degré  proprement  dites  qui  touchent 
les  arêtes  du  tétraèdre  seront  définies  par  Téquation 

pU»+7«B«+r«C«+««D«— ap^AB— 2prAC— ap«AD— 2îrBC—  a^tBG— 2r«CD=o. 
!••  Montrer  que  les  droites  suivantes 

— =  — =^ 

«11         «1»         Û14 


On" 

OtS 

Ou' 

A  ^ 

an" 

C 

ots 

D 

A  _ 

«51  " 

_  B  _ 

D 

A_^ 

«41  " 

B 

«41 

c 

(3)     -=— =- 

Obi       ^si       «84 

,  ^     A        B        C 

«41         «41         «4S 

appartiennent  à  un  même  hyperbolofde,  ainsi  que  les  droites  représentées  par  les 
équations 

d')  »5«B  =  a4.C  =  a„D, 

(«')  a45A=a4iC  =  at8D, 

(3')  ««4  A = 0146  =  a,  tB, 

(4')  ajsA  =  asiB  =  aa«G. 

!••  Quand  on  rapporte  une  surface  du  second  degré  aux  différents  tétraèdres 
conjugués  par  rapport  à  une  même  surface  du  second  ordre,  la  somme  des  coefficients 
des  carrés  des  variables  est  constante. 

Considérons  la  surface  du  second  ordre  représentée  par  Téquation 

A«  +  B«  +  C«  +  D«=o 

et  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD^o.  Si  elle  est  conjuguée  à  un  second  tétraèdre 
A'B'C/iy  ^  0|  on  aura  aussi 

où  les  variables  A',  B',  C,  D'  sont  des  expressions  de  la  forme 

A'  =  ot  A  +  oaB  +  ObC  +  a4D, 
B'  =  6i  A  +  6aB  +  61C  +  64D, 
C  =  Cl  A  +  ciB  4-  c,C  4-  C4D, 
ly  =  ils  A  +  (fiB  +  d,C  +  (fiD. 
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Par  la  substitution  de  ces  cipressions  dans  Tëquation   précédente,  on  arrive  aux 
relations 

«i*  +  V-f-Ci*  +  rf.«=i. 

«t*+V  +  c,«  +  «*,«=I, 

«/-hV  +  '^4'  +  d4«  =  i; 

<»iOi  +  *!*•  +  CfCt  +  didt  =  o, 
fltOs  +  61*8  -h  CiC»  +  rfirfs  =  o, 
«f  04  4-  M4  +  CtCt  +  rfidi  =  o, 
«•«3  +  frt*3  +  CfCs  +  dad,  =  o, 

fll«4  4-  6t*4  +  «1*4  +  ^*  =  o» 
<»stt4  4"  ^8^4  -|-  C»C4  4"  d3d4  =  O. 

Cela  éUBt,  soit 

(/8)        aitA*-fatsB*  +  a33C'  +  a4«D*+2aiiAB-f =  0 

réquation  d'une  surface  du  second  ordre  rapportée  au  premier  tétraèdre  ;  cherchons 
réquation  de  la  même  surface  par  rapport  au  second.  Si  on  multiplie  les  équations  (a) 
respectivement  par  «i,  61,  Ct,  dt,  et  si  on  les  ajoute,  il  viendra  en  vertu  des  relations 
précédentes, 

A  =  Oi  A'  +  6tB'  4-  C|C'  -4-  dtiy. 
On  aura  de  même 

B  =  o.A'  -f  b^W  +  e,C'  +  d,D', 
C  =  o,A'  -h  6,B'  +  cC'  +  d^D', 
D  =  a4A'  4-  64B'  +  C4i:'  +  djy. 
En  substituant,  Téquation  {fi)  devient 

(«iifli"  +  «M^t"  4- a»»aa*  +  »44«4*  +  2«iit«iai 4. ....)  A'" 
+  («11*!*  +  Oê^n*  +  rtsafts"  +  a44*4*  +  a«ii*i''i  +••••)  B'» 
-|-  (ffifCi*  +  «tt^i*  -4-  «53C»*  4-  «41' 4*  4-  3an<*t«i+  ••••^  C" 
4-  («iidt«4-  «tid.»  4-  a„d5*  +  044d4*  +  2«itdid,4- ....)  D  « 

4- 

=0. 

Si  on  fait  la  somme  des  coefficients  des  carrés  des  variables  on  trouve 

«11  4-  «M  4-  «8»  +  «44» 

c*esi-i-dire,  la  somme  des  coefficients  analogues  de  l'équation  (fi);  donc,  etc. 

9m,  Les  arêtes  d*un  tétraèdre  rencontrent  une  surface  du  second  ordre  en  douze 
points  I  ou  mène  des  plans  par  les  points  d*intersection  situés  sur  les  arêtes  d*un 
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même  sommet;  les  quatre  plans   ainsi  obtenus    renconlrent  les  faces  opposées  du 
tétraèdre  suivant  quatre  droites  d'un  même  hyperboloîde  (Chasles). 
On  le  démontre  facilement»  en  considérant  Téquation  particulière  du  second  degré 

At  +  B«  +  C«  +  D«-(«i,  +  ^)AB~/^ii„  +  JL  j^^ 

On  trouvera  pour  les  équations  de  quatre  plans 

(I)        A  =  a„B  +  a„C  +  auD, 
(a)         B  =  a„ A  H-  o,sC  +  a,4D, 

(3)  C  =  a»,  A  +  asiB  +  a,«D, 

(4)  D  =:  a4iA  +  ««B  +  a46C. 

On  a  vu  précédemment  que  les  droites  représentées  par  les  équations 

A  =  o,  ai|B-{-ai8C-4-ai4D  =  0, 
B  =  o,  oiiA  -|-  otsC  -|-  <hJ^  "^  o, 
C=:09  asiA-f*a8tB-)-ag4D  ^O, 
0  =  0,  a4iA-f-a4iB-f-045C=:0, 
appartiennent  à  un  même  hyperboloîde. 

•1.  Par  les  arêtes  d*un  tétraèdre  quelconque  on  mène  douae  plans  tangents  à  une 
surlace  du  second  ordre;  ces  plans  se  rencontrent  trois  a  trois  en  quatre  points;  si  Ton 
combine  ceux  qui  passent  par  les  côtés  d*une  même  face  du  tétraèdre,  les  droites  qui 
réunissent  ces  points  aux  sommets  du  tétraèdre  opposés  aux  faces  sont  quatre  généra- 
trices d*un  même  hyperboloîde. 


§   3.    LIEUX   GÉOMÉTRIQUES. 

i.  Une  droite  se  déplace  en  ayant  toujours  les  trois  mêmes  points  dans  trois 
plans  fixes  et  perpendiculaires  entre  eux;  trouver  le  lieu  décrit  par  un  point  de  cette 
droite. 

Les  plans  fixes  étant  pris  pour  les  plans  coordonnés,  soient  A,  B,  C  les  points  de  la 
droite  mobile  qui  sont  dans  les  plans  yz,  xx  et  «y.  Prenons  sur  la  droite  un  point 
M  (a,  y,  z)f  et  posons  MA  :=  a,  MB  =  6,  MC  =  c.  On  aura 

«  =  acos«,        y^6cosâ,        sr^ccos  y, 

a,  ^,  y  étant  les  angles  de  la  droite  avec  les  axes.  Par  Télimination  de  ces  angles 
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variablety  on  trouve  poar  PëquatioD  du  lieu 

a-»      !/■      2* 

0*        6"       c" 


9.  Ëfant  doonées  deux  droites  fixes,  trouver  le  lieu  de  la  ligne  d*interseelion  de 
deux  plans  rectangulaires  passant  respectivement  par  ces  droites. 
Les  équations  des  plans  sont  de  la  forme 

X  —  oz  —  p  =  >  (y  —  6'  —  9)9      af  —  n'z  —  p'  =  fi{y  --  b'z  '■-  ç'), 
avec  la  condition 

i  +  V  +  (>6-a)0*6'-a')  =  o, 
ou 

I  -ï- oa'  —  aft'/t  —  a'bX  +  (i  +  66')  >/»  =0. 

Si  on  remplace  les  paramètres  variables  X  et  /&  par  leurs  valeurs,  on  arrive  à  une 
équation  du  second  degré. 

Afin  de  mieux  déterminer  la  nature  de  la  surface,  rapportons  les  droites  i  un 
système  d'axes  particuliers.  Soit  AB  =  2d  la  plus  courte  distance  des  droites  fixes. 
Plaçons  l'origine  au  milieu  de  AB  et  prenons  le  plan  des  xy  perpendiculaire  k  AB. 
Enfin,  nous  supposerons  que  Taxe  des  x  coïncide  avec  la  bissectrice  de  l'angle  des 
projections  des  droites  sur  «y.  Les  équations  des  lignes  fixes  seront 

£  =  df  (  sr  =  —  d, 

ys=mx;  (y  =  — fiMp; 

par  suite,  celle  des  plans  passant  par  ces  droites  peuvent  s'écrire 

sr  —  d  =  >(y— >fii«),      a  +  d  =  /*(y  +  »M'), 
et  on  aura  la  condition 

I  4-  (i  —  m*)  >/ui  =  o 

qui  exprime  que  les  plans  sont  perpendiculaires.  En  éliminant  X  et  />&,  il  vient  pour 
le  lieu  cherché 

y*— inV  +  (i  —  m*)2*  =  d"(i — m"): 

équation  qui  représente  toujours  un  hyperbolofde  à  une  nappe. 

-S.  Trouver  le  lieu  des  points  è  égale  distance  de  deux  droites. fixes. 
Avec  le  même  système  d'axes  et  les  mêmes  notations  que  dans  l'exemple  précédent, 
on  trouvera 

mxy  +  {i -\- m*)  dz  :=  o. 

(Test  un  paraboloide  hyperbolique. 

4.  Trouver  le  lieu  d'un  point  dont  la  distance  à  un  point  fixe  est  égal  à  n  fois 
sa  distance  à  une  droite  donnée. 
"Soft  H  le  point  fixe;  prenons,  pour  axe  des  »,  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
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point  sur  la  droite  D;  plaçons  l'origine  en  un  point  O,  à  une  distance  a  du  point  H; 
enfin,  prenons  l'axe  des  z  parallèle  i  D.  L*équation  du  lieu  sera  de  la  forme 

d  désigne  la  distance  de  la  droite  D  à  Torigine.  En  développant  elle  devient 

(I  —  «")«■  +  (i  —  n*)  y*  +  **  ~  ^<'«  +  2«*<<«  =  «"d*  —  o", 
et  représente  une  sar&ce  de  révolution. 

ft.  Trourer  le  lieu  d'un  point,  tel  que  le  produit  de  ses  distances  aux  faces  d'un 
parallélipipède  qui  aboutissent  à  un  sommet  soit  égal  à  celui  de  ses  distances  aui 
faces  qui  passent  par  le  sommet  opposé. 

Soient  2a,  26,  2e  les  longueurs  des  arêtes  du  parallélipipède  oblique.  Plaçons 
]*origine  au  centre  et  prenons  les  axes  parallèles  aux  arêtes.  Les  équations  des  faces 
seront 

x=:  —  a,      y  =  —  6,      «=:  —  c. 
Désignons  par  A,  yui,  v  les  cosinus  des  angles  des  axes,  et  posons 

it  =  |/l  +  2Vv  ->•  — A*"- V*. 
Les  distances  du  point  mobile  aux  faces  du  parallélipipède  seront  : 

A^llliL.,      A-y:zi_,      *-l=l^; 

yn^      yT^*      VT^* 

1^    «  +  «  ^_y-j-6_        ^    x  +  9 

i/73ir»'     Kî^^'     i/r=^ 

L*équation  du  lieu  s*en  déduit  immédiatement;  on  trouvera 

(*-»)(y-6)(*-«)  =  («+a)(y-f6)(*+«), 

ou  bien 

ayz  +  hxt  +  9my  +  06c  =  o  ; 
elle  définit  un  byperboloîde  â  une  nappe  dont  le  centre  est  l'origine  des  coordonnées. 

•.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  &  une  surface 
à  centre  du  second  ordre. 
Considérons  l'ellipsoïde 

."S  +  w  +  :j  "~  '• 


a" 


On  sait  que  le  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  le  point  (vfy^x^  est  représenté 
par  l'équation 
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ou  bien 


y'z''  x'z'  9'y*        , 

Pour  que  It  surface  soit  de  rëvolntion,  il  faut  que  l'on  ait 

B'B"  BB"  BB' 

A =  A'  -  —-  =  A" . 

B  B'  B" 

Or,  si  on  remplace  les  coelBcients  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

égalités  impossibles  et,  pour  que  la  surface  soit  de  révolution,  Tune  des  coordonnées 
y,  y',  g*  devra  être  nulle  afin  que  deux  des  trois  coefficients  B,  B%  B"  soient  égaux 
à  léro. 

Supposons  d*abord  is'  =  o;  dans  cette  bypotbèse,  l 'équation  du  c^ne  circonscrit  se 
réduite 

Puisque  B  et  B'  sont  nuls,  il  faut  et  il  suffit  pour  que  la  surface  soit  de  révolution 
que  Ton  ait 

(A  -  A")  (A' -  A")  =  B"*,    ou    A"(A"  — A  — A')  +  AA'  =  B"«. 

x"      y'* 
Si  on   substitue  aux  coefficients  leurs  valeurs  et  si  on  pose  i^= hTr^'i 

on  trouve 

ou  bien 

Enfin,  en  remplaçant  ir  par  sa  valeur  et  faisant  les  réductions,  on  trouve,  pour  le 
lieu  du  sommet  du  c6ne  de  révolution  dans  «y,  Téquation 


-   1 L       y  T 


Si  on  pose  successivement  y'  =  o,  a'  =  o,  on  arrive,  par  des  calculs  semblables, 
aux  équations 


»'■       ,       z**  y'«       ,       »'• 


Z I        ^         rri  ^  I  — 


:=I. 
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On  voit  donc  que  le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  et  de  révolution  se 
compose  des  trois  coniqnes  focales. 
Si  la  surface  donnée  est  le  parabololde  elliptique 

le  cône  circonscrit  est  représenté  par  Téqnation 


aî«  +  2-»y  + =0. 

P 


ou  bien 

P\9  J       9\P  )         pq         ^*  q 

On  yerra  que  le  cône  ne  peut  être  de  révolution  à  moins  que  son  sommet  ne  se 
trouve  dans  Tun  des  plans  principaux.  En  posant  «'  =  0  et  appliquant  la  condition 

A"  (A"  -  A'  -  A)  +  AA'  =  B"«, 
on  arrive  à  l'équation 

Enfln,  dans  le  cas  où  y*  =  0,  on  trouvera 

«'■=(«'  — P)  (a*'  — p). 
Ce  sont  les  lignes  focales  du  paraboloîde . 

••  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  tangentes  à  sept  plans 
donnés. 
Soient 

Ai  =  /t«  +  m^y  +  ntZ  — pj  =:  0,        Aj  =  Ux  +  tn^y  +  n^t  — p^  =  o, 
As  =  o,      A4  =  o,      A5  =  o,      As  =  o,      A7:=o, 

les  plans  donnés;  x,  y»  2  les  coordonnées  du  centre  et  a,  6,  c  les  demi-axes  de  la 
surface.  On  sait  que  le  carré  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan 

X*      y*      z* 

tangent  à  Tellipsoîde     -i-4-T-j|+*7=i     a  pour  expression 

a*  cos"  «4-6*  cos*  /3  +  c"  cos*  y, 

a,  ^,  y  sont  les  angles  de  la  normale  au  plan  avec  les  axes. 

Si  on  désigne  par  «i/Sr/j,  «t^iy,,  a^^m  les  angles  directeurs  des  axes  de  la  sui*face 
tangente  aux  plans  donnés,  on  aura 

cos  a  =  /i«i  +  ifii/9i  +  nr/i, 
COS  ^  =  /la,  +  ffitjSi  +  n,/«, 
cos  y  =  l^oLz  +  nix^z  H-ni/s  ; 

25 
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par  suite,  l'expression  da  carré  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  premier 
plan  sera 

De  sorte  que  les  coordonnées  du  centre  devront  vérifier  les  égalités 

(/t«  +  «iV  -h  ntz  —  pi)«  =  a»  (/lai  +  mijSi  +  niyt)"  +  6"  (/i«i  +  mi/9,  +  Ht/»)  • 

+  c*  (^«5  +  mi/85  +  «iyj)«, 

+  c"  (/i«i  +  Wi/9i  +  n,yi)", 


(/t»  +  »hy  +  ni^r  —  p,)«  =  o*  (ZtKi  +  ffh^i  +  nTVt)*  +  6*  (^«1  4-  »»7^i  +  «7yt)' 

Il  faut  éliminer  a,  6,  c  et  les  neuf  cosinus  directeurs  des  axes.  On  y  parvient  focile- 

ment  en  désignant  par  >t)  ^1 ^7  des  coefficients  dont  les  rapports  sont  déterminés 

par  les  équations 

>Wi"  +  >i'i*  + +  hii*  =  o, 

>i»»i*+ =0, 

hni*  + =0, 

ViWi  +  >i^ifWf  +   •     •     •     -\-X^t^m^  =  Of 

Wi«i+ =0, 

^l»»i*»i+ ^O. 

Si  on  multiplie  les  équations  précédentes  respectivement  par  ^i,  Xt ^ti  et  si  on 

les  ajoute  membre  à  membre,  il  viendra  une  équation  du  premier  degré  qui  représente 
le  lieu  des  centres  des  surfaces  tangentes  aux  plans  donnés.  Le  lieu  cherché  est  donc  un 
plan. 


••  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  tangentes  à  six  plans  et  dont  la  somme 
des  carrés  des  demi-axes  est  constante. 

En  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  Texemple  précédent,  il  faudra  éliminer 
a,  A|  e  et  les  cosinus  directeurs  des  axes  entre  les  équations 

(liX  +  iwiy  +  niz  —  pi)*  =  o«  (^«4  +  «i/Si  +  fiiyiY  +  6*  (/la,  +  m,^,  +  «iv,)« 
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+  c*  ('««a  4-  wie^s  +  n,ys)*, 

a«  +  6«  +  c*  =  *«. 
Si  00  pose 

>i^*+ W.*  =  i, 

>i»»i*+ =1, 

>ini*+ =1, 

MiWi+ +V6m,  =  o, 

V»wi+ =0, 

^•iWtWi  + =0, 

les  équations  précédentes,  multipliées  respcctirement  par  >i,  )| >,  et  ajoutées 

membre  à  membre,  conduisent  i  une  égalité  où  le  premier  membre  est  une  fonction 
du  second  degré  ne  renfermant  pas  les  rectangles  yz,  xz^  xy\  de  plus,  les  coefficients 
des  carrés  s',  y\  2'  sont  égaui  et  le  second  membre  se  réduit  à  a*  -f*  ^'  +  (^*  =  A*. 
Le  lieo  des  centres  est  donc  une  sphère. 

•.  Le  lieu  des  sommets  des  trièdres  dont  les  faces  sont  parallèles  à  un  système  de 
plans  diamétraux  conjugués  d*un  ellipsoïde  (a,  6,  e)  et  tangentes  à  un  autre  ellipsoïde 
(o',  b\  c']  est  la  surface  représentée  par  Téquation 

»*       w*       z*  /oc^       â*       v*\  /a'«       â'«       v'«\ 


a^y,  a'^V,  a"/i"y"  sont  les  angles  des  axes  o',  6',  e'avec  les  axes  a,  6,  e. 

f  •.  Trouver  le  lieu  d*un  point  dont  les  distances  à  deux  droites  fixes  non  situées  dans 
un  même  plan  sont  dans  un  rapport  constant. 

il.  Trouver  le  lieu  d*une  droite  qui  reste  tangente  à  une  surface  du  second  ordre  et 
qui  glisse  sur  deux  autres  droites  fixes  tangentes  à  la  même  surface. 

tt.  Etant  donnés  un  point  et  deux  plans  rectangulaires,  trouver  le  lieu  des  points  tels 
que  la  distance  de  chacun  d*eux  au  point  fixe  soit  moyenne  proportionnelle  entre  ses 
distances  aux  plans  fixes. 

IS.  Trois  droites  rectangulaires  issues  d'un  même  point  rencontrent  une  surface  du 
second  degré  en  trois  points  ;  le  plan  qui  passe  par  ces  points  enveloppe  une  surface  de 
révolution  lorsque  les  droites  tournent  autour  du  point  fixe. 

14.  Par  un  point  fixe  on  mène  trois  droites  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués 
quelconques  d*une  surface  à  centre,  et,  aux  points  où  elles  rencontrent  une  autre  surface 
du  second  ordre,  des  plans  tangents  à  cette  surface  ;  trouver  le  lieu  du  point  d^intersec- 
tien  de  ces  plans. 
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ift.  Trouver  TenTeloppe  du  plao  passant  par  les  extrëmités  de  trois  diamètres 
conjugués  de  i*eIlipsoîde. 

!••  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par  Téquation 

**  +  y*  "  **  -f"  ^P^^  +  ^y^  —  *•*  ^  26y  -|-  3«»  =  o 
dans  laquelle  a,  6,  c  sont  des  constantes  données,  p  et  9  dos  paramètres  arbitraires. 

flV.  Quel  est  le  lieu  des  intersections  des  plans  tangents  à  un  cône  du  second  ordre 
suivant  deux  génératrices  rectangulaires? 

19.  Trouver  le  lieu  des  intersections  des  plans  tangents  à  un  cône  du  second  ordre 
et  perpendiculaires  entre  eux. 


L  On  donne  trois  points  fixes  A,  B,  C;  trouver  le  lieu  d*un  point  P  de  Pespace  tel 
que  Pon  ait  :  PA»  +  PB»  =  PC». 

••.  (Joe  sphère  mobile  reste  tangente  à  deux  lignes  droites  rectangulaires  qui  ne 
se  rencontrent  pas  ;  montrer  que  le  centre  de  la  sphère  décrit  un  paraboloîde  hyper- 
bolique. 

tfl.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  Tellipsoîde  suivant  des 
ellipses  d*aire  constante. 

tt.  On  mène  un  plan  par  les  extrémités  d*un  système  de  diamètres  conjugués  d*une 
surface  à  centre;  trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur 
ce  plan. 

IS.  Montrer  que  le  lieu  des  diamètres  de  rellipsoîde 

X»       !/•       i« 

--4-— +— =x 

qui  sont  parallèles  aux  cordes  divisées  en  deux  parties  égales  par  les  plans  tangents 

X*      y*      z* 
du  cône  -j^  -j ;y  ^=  ^9  ^^^  '®  ^^^  représenté  par  l'équation 

ir  +  'br'"ér=o. 

•4.  Trouver  le  lieu  des  perpendiculaires  abaissées  de  l*origine  sur  les  plans  tangents 
au  cône 

o»"  -f"  *y'  +  ^^*  +  3'»'y«  +  2b' gx  -t-  Zc'xy  =  o. 

tft.  Sur  chaque  rayon  d*un  ellipsoïde  de  centre  C,  on  prond  un  point  H  tel  que 
TcAGM  est  Paire  de  la  section  centrale  perpendiculaire  à  CM  ;  montrer  que  le  lieu  du 
point  M  est  représenté  par  Téquation 

a*bh* 


J 


CHAPITRE  XIV. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES   DES 

DU     SECOND     ORDRI 


SURFACES 


Méthode  de  la  notation  abrégée  (coordonnées  oartésiennos.) 


SoMMAiBB.  —  Surfatsêê  du  êeeond  ordre  «utt^etties  à  certaines  conditiotu:  eurfaeee 
passant  par  huit  points^  par  sept  points;  surfaces  doublement  tangentes  et  circonscrites; 
théorèmes  divers,  —  Intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre;  équation  du 
ifi  degré  cl'oà  dépend  la  nature  de  cette  courbe.  —  Relation  analytique  entre  dix 
points  d*une  surface  du  second  ordre,  entre  dix  couples  de  points  conjugués  à  une  telle 
surface. 


§  1 .  SCBFACES   DU   SECOND   ORDRE  ASSUJETTIES   A   CERTAINES  CONDITIONS. 


990.  L*ëquation  générale  du  second  degré  renfermant  neuf  paramètres, 
il  faut  en  général  neuf  conditions  géométriques  pour  qu'une  surface  du 
second  ordre  soit  complètement  déterminée,  en  admettant  que  chaque 
condition  donne  lieu  à  une  relation  unique  entre  les  paramètres.  Lorsqu'il 
s'agit  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde,  ces  neuf  conditions  sont 
indispensables;  mais  ce  nombre  se  réduit  d'une  unité  pour  un  parabo- 
loïde,  puisque  les  paramètres  de  l'équation  satisfont  à  la  condition 


A  B"  B' 
B"  A'  B 
B'   B    A" 


=  o. 


Il  ep  est  de  même  pour  une  surface  coni<|ue;  car,  dans  ce  cas^  les 


coefficients  Térifienl  la  relation 


ijk*:^ 

^~ 
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latK 
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m 
B" 

B' 

C 

B" 

A' 

B 

C 

B' 

B 

A" 

C" 

C 

C 

C" 

F 

=  o. 


Un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique  est  déterminé  par  sept  condi- 
tions. En  effet,  si  on  exprime  que  les  plans  du  centre  passent  par  une 
même  droite  en  identifiant  les  équations 

on  arrive  aux  égalités 

AJ^m'     B''  +  W     W  +  }B_C  +  XC\ 
W      ~       B       "^     A"     ~      C"     ' 

par  réiimination  de  >,  on  trouvera  deux  relations  distinctes  entre  les 
coefficients. 

Dans  le  cas  où  l'équation  générale  représente  un  cylindre  parabolique, 
les  plans  du  centre  sont  parallèles  et  doivent  se  rencontrer  suivant  une 
droite  à  rinfini;  nnis  pour  que  les  plans 

n=o,  /;-o,  /-j^o 

soient  parallèles,  il  faut  que  l'on  ait  les  égalités 

d'où  on  tire  les  trois  relations  distinctes 

AA'  =  B*,      AA"  =  B'S      AB  =  B'B". 

Ainsi,  un  cylindre  parabolique  exige  six  conditions  pour  être  complè- 
tement déterminé. 

990.  Parmi  les  conditions  diverses  auxquelles  on  peut  assujettir  une 

m 

surface  du  second  ordre,  nous  citerons  les  suivantes  : 

i^  Un  point  ou  un  plan  tangent  vaut  une  condition  simple  donnant 
lieu  à  une  relation  de  la  forme 


/*(«',  y\  «')  •==  o,      f{u',  v\  w')  =  Q. 
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3°  Une  droite  équivaut  à  trois  conditions;  car  elle  ne  peut  être  entière- 
ment située  sur  la  surface  sans  avoir  trois  points  communs  avec  elle. 
Autrementi  si  on  combine  les  équations 

x  =  aZ'\-pj      y  ==  6«  -[-  qr 

avec  f{x,  y ,  2)  sa  o  pour  éliminer  x  et  y  y  on  arrivera  h  une  équation  du 
second  degré  en  z^  par  exemple, 

Pz*  +  2Qz  +  R  =  o 

qui  doit  être  vérifiée  quel  que  soit  z;  ce  qui  exige  que  Ton  ait  Pe=o, 
Q  =  o,  R  =  o^  et,  par  conséquent,  on  a  trois  équations  distinctes 
entre  les  coeflScients  de  Téquation  du  second  degré. 

3*  Si  la  surface  est  assujettie  à  avoir  pour  centre  le  point  {xuyif  Zi)^ 
on  aura 

f!,  (aPi,  y* ,  Zi)  =  o,      /•; (ar,,  yi,  Zi)  =  o,      f,  (xi,  y„  z,)  =  o; 

par  suite,  le  centre  équivaut  k  trois  conditions  simples. 

4'*  Un  plan  tangent  en  un  point  donné,  un  plan  avec  son  pâle  équi- 
vaut à  trois  conditions;  car,  en  identifiant  les  équations 

ax  +  6y  +  cz+d  =  o,      a/,', +y/';,+ z^,  +  </î,«o, 
il  vient  les  égalités 

a        b        e        d  ^ 

elles  donneront  trois  relations  distinctes  entre  les  paramètres. 

5*  Assujettir  une  surface  i  passer  par  une  conique  équivaut  à  cinq 
conditions,  puisqu'il  faut  cinq  points  pour  déterminer  cette  courbe.  Il  en 
est  de  même,  si  la  conique  est  un  cercle.  En  effet,  soit 

JE  =  o,   a  («* + y*)  +  ''^ + ^y + f^^  ^ 

les  équations  du  cercle;  celle  d'une  surface  quelconque  qui  passe  par  cette 
ligne  peut  s'écrire 

*  [a  {x*  +  y')  4-  6a;  +  cy  +  /]  +  A"jr»  -j-  B'xz  +  Byz  +  C"z  =  o  ; 

elle  ne  renferme  plus  que  quatre  coefficients  indéterminés. 

6®  Une  surface  qui  passe  par  deux  coniques  qui  ont  une  corde  com- 
mune satisfait  à  huit  conditions;  car  chaque  conique  est  déterminée  par 
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les  points  communs  et  trois  autres  points;  la  surface  passe  donc  par  huit 
points  distincts.  En  gënëral,  il  n'est  pas  possible  de  mener  une  surface 
du  second  ordre  par  deux  coniques  qui  ne  se  rencontrent  pas,  puisque 
cinq  points  étant  nécessaires  &  la  détermination  de  chacune  d'elles, 
la  surface  devrait  passer  par  dix  points  distincts  choisis  i  volonté  sur  les 
coniques;  ce  qui  est  impossible. 

901.  Surfaces  passant  par  huit  points.  Lorsque  la  surface  du  second 
ordre  représentée  par  Téquation  générale  /'(x,  y,  z)  »=  o  est  assujettie  à 
passer  par  huit  points,  on  a  huit  relations  linéaires  entre  les  paramètres 
de  la  forme  f{xu  yo  i^i)  =  o;  elles  permettront  d'exprimer  tous  les  para- 
mètres moins  un  en  fonction  du  neuvième.  Soient  a  +  A6,  a'  -{-  A6\ 
a'^-}-X6''  etc.,  ces  fonctions,  où  a,  6,  a^•..  sont  des  quantités  connues 
et  A  un  coefficient  indéterminé  :  l'équation  de  la  surface  qui  passe  par 
les  huit  points  pourra  s'écrire 

(a  +  A6)  a»  +  (a' +  316')  y«  + =o, 

ou  bien 

(i)        S  +  XS'  =  o, 

S  et  S'  étant  deux  polynAmes  du  second  degré  en  x,  y,  z»  Cette  équation 
définit  un  système  de  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  de  passer  par 
les  huit  points;  elle  est  satisfaite  quel  que  soit  A  en  posant  S  =  o, 
S' a  o,  et  les  points  communs  à  ces  deux  surfaces  déterminées  appar- 
tiennent aussi  à  une  surface  quelconque  du  système.  Gomme  deux 
surfaces  du  second  degré  se  rencontrent  suivant  une  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par  huit  points  donnés 
ont  en  commun  une  même  courbe  gauche  du  4*  ordre  passant  par  ces 
points. 

Les  surfaces  S  «a  o.  S'  =  o  correspondent  aux  valeurs  A  b=s  o,  A  s»  oo, 
et  passent  par  les  huit  points  donnés.  Il  en  résulte  qu'une  courbe  gauche 
du  4*  ordre  sera  complètement  déterminée,  si  elle  est  assujettie  à  passer 
par  huit  points  de  l'espace;  car  on  pourra  trouver  deux  surfoces  du 
second  ordre  qui  passent  par  cette  ligne  et  qui  la  déterminent  de  forme  et 
de  position. 

Nous  avons  vu  (N^  148)  que  neuf  points  de  l'espace  déterminent  en 
général  une  surface  du  second  ordre  et  une  seule.  Cependant,  si  les 
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points  appartenaient  à  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
toute  surface  menée  par  huit  de  ces  points  passera  nécessairement  par 
le  neuvième  :  il  y  aurait  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  qui 
satisferaient  à  la  condition  de  renfermer  les  neuf  points  donnés.  Il 
en  est  encore  ainsi,  lorsque  six  points  appartiennent  h  une  même  conique 
plane;  car  ils  ne  forment  que  cinq  points  distincts,  nombre  suflBsant 
pour  déterminer  la  conique;  par  suite,  la  surface  menée  par  les  neuf 
points  ne  satisferait  plus  qu'à  huit  conditions. 

THéoaÎMB  1 .  Lêê  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  avx  surfaces  qui  ont 
huit  points  eommuns  poisent  par  une  droite  fime. 

En  effet,  soient  P:=o,  Q^o  les  ëqaations  des  plans  polaires  d'on  point  («',  y',  z') 
par  rapport  aux  surfaces  S  et  S'  qai  passent  par  les  huit  points.  D*après  la  manière 
de  former  les  équations  P==0y  Q  =0«  le  plan  polaire  du  mâme  point  relativement 
à  une  surface  quelconque  du  système  S  -f-  ^'  =o  sera  représenté  par  Téquation 

P  +  AQ=:0; 

elle  est  satisfaite  en  posant  P=o,  Q  =  o  quel  que  soit  >,  et  tous  les  plans  qu*elle 
définit  passeront  par  la  droite  d*intersection  des  plans  P  et  Q. 

On  sait  que  si  le  pôle  («%  y',  z')  s'éloigne  à  Tinfini  sur  une  droite  D,  le  plan  polaire 
devient  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette  direction.  On  en  déduit  ce  théorème  : 

Lei  plans  diamétraux  conjugués  d'une  même  droite  dans  les  surfaces  du  second  ordre 
qui  passent  par  huit  points  ie  coupent  suivant  une  droite  fixe  (Lamé). 

•.  Les  droites  conjuguées  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  surfaces  du  second  ordre 
qui  ont  en  t:ommun  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  appartiennent  à  un 
même  htfperboloîde  à  une  nappe. 

Soient 

P  +  >Q  =  o,      R  +  iS  =  o 

les  équations  des  plans  polaires  de  deux  points  de  la  droite  fixe  ;  Tintersection  de  ces 
plans  est  la  droite  conjuguée  de  la  précédente;  mais,  si  on  élimine  le  paramètre  >,  il 
vient  Téquation  du  second  degré 

PS-QR  =  o 

qui  représentera  le  lieu  des  diverses  positions  de  la  droite  conjuguée;  c*est  un  hyperbo- 
loîdeàunenappe. 

S.  Le  pôle  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  surfaces  guipassent  par  huit  points  décrit 
une  courbe  du  troisième  ordre,  intersection  de  deux  hyperbolotdes  à  une  nappe  qui  ont 
une  génératrice  commune. 

Considérons  les  équations 

P  +  >Q  =  o,      R  +  >S  =  o,      T  +  >U  =  Q 
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des  plans  polaires  de  trois  points  choisis  dans  le  plan  fixe  ;  ces  plans  se  eoapent  en  an 
point  qai  sera  le  pôle  du  plan  donne.  Le  lieu  du  pôle  s'obtiendra  en  éliminant  >;  ce  qui 
donne  les  équations 

PS-RQ  =  o,        PU-QT  =  o,       RU  — ST=o 

qui  représentent  trois  hyperboloïdes  à  une  nappe;  les  deux  premiers  ont  une  généra- 
trice commune,  la  droite  d*intersection  des  plans  P  et  Q;  comme  Pintersection  de  deux 
surfaces  du  second  degré  est  une  courbe  du  4*  ordre,  tous  les  autres  points  communs 
aux  deux  hyperboloïdes  devront  appartenir  à  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre  : 
ce  sera  le  lieu  du  pôle  du  plan  fixe,  en  négligeant  la  génératrice  commune  qui  ne  se 
trouve  pas  sur  le  troisième  hyperboloîde. 

Si  le  plan  fixe  s*éloigne  à  Tinfini,  son  pôle  coïncide  aTcc  le  centre  de  la  surface,  et  le 
théorème  précédent  devient  : 

X«f  tetiirêê  des  »urfaee$  du  second  ordre  qui  ont  huU  pointé  communs  sont  sur  une 
courbe  gauche  du  troisième  ordre, 

sot.  Surfaceê  passant  par  sept  points.  Si  on  exprime  que  la  surface 
A^»y9^}  =  o  V^^^  P&i*  sept  points  donnés,  on  obtient  un  nombre 
d'équations  suffisantes  pour  exprimer  sept  paramètres  en  fonction  des 
deux  autres,  et  mettre  leurs  valeurs  sous  la  forme  a  +  ^^-l'^f^} 
a'  +  b'X  +  c'iJL  etc.  où  X  et  p  sont  deux  coefficients  indéterminés  et 
a,  b,  e...  des  nombres  connus.  Il  en  résulte  que  Téquation  générale  des 
surfaces  qui  passent  par  sept  points  sera  de  la  forme 

S  +  iS'  +  f;iS"  =  o, 

S,  S',  S"  étant  des  fonctions  du  second  degré  en  x,  y,  2.  Or  elle  est 
toujours  satisfaite  par  les  valeurs  des  variables  déterminées  par  les 
équations 

S=o,    S'=:o,    S"  =  o 

qui  ont  en  général  huit  solutions  communes.  Donc  (otites  les  surfaces 
du  second  ordre  qui  passent  par  sept  points  passent  par  un  huitième 
point  fixe. 

D'après  un  théorème  démontré  précédemment  (N^  287),  les  huit 
points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  second  ordre  étant  partagés 
en  deux  groupes  seront  les  sommets  de  deux  tétraèdres  conjugués  à 
une  même  surface  du  second  degré. 

THéoniMB  i.  Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  surfaces  du  second 
ordre  qui  passent  par  sept  points  donnés  passent  par  un  pohu  fixe. 
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Soient  P  =  o,  Q  =o>  R  =  o  les  plans  polaires  d'un  point  (œ^,  y',  s')  par  rapport  aux 
surfaces  S  =  o,  S'  =0,  S"  =  o.  L'équalion  du  plan  polaire  du  même  point  par  rap- 
port à  une  surface  du  système  S  -|-  >S'  -j-  f*^"  =  ^  sera  de  la  formé  *" 

P  +  )Q  +  y.R=o; 

quels  que  soient  >  et /ui,  elle  définit  des  plans  qui  passent  par  le  point  d*intersection 
de  P,  Q,  R. 

Si  le  point  fixe  s'éloigne  à  Tlnfini  sur  une  droite  D,  les  plans  polaires  deviennent 
les  plans  diamétraux  conjugués  de  cette  droite.  Donc,  Uê  plam  diamétraum  eonjuguéê 
d^unê  droite  fixe  dan»  le»  tnrfaee»  du  »eeond  ordre  qui  paseent  par  »ept  point»  donné» 
pa»»eHt  par  un  point  fixe  (Lamé). 

9.  Le  p6U  d^un  plan  fixe  par  rapport  aum  eurface»  du  »eeond  ordre  quipa»»entpar 
»ept  point»  décrit  une  eurfaee  du  troieième  ordre. 
Prenons  dans  le  plan  fixe  les  points  (»',  y\  z'),  (x'\  y'\  z'%(pc^'\  y'" y  z'")^  et  soient 

P'  +  >Q'+/*R'  =  o,    P"  +  >0"H-/«R"=o,    P'"  +  >Q'"  +  /«iR'"=o 

leurs  plans  polaires  qui  se  rencontrent  suivant  le  pôle  du  plan  donné.  Si  on  élimine 
les  paramètres,  on  trouve,  pour  le  lieu  du  pôle,  Téquation  du  troisième  degré 

F      Q'      R'       =0. 

P"     Q"     R" 

P'"    0"'    R'" 

Quand  le  plan  fixe  est  à  Tinfini,  le  pôle  devient  le  centre  de  la  surface;  donc,  le» 
centre»  de»  »urfaee»  du  »econd  ordre  qui  pa»»ent  par  »ept  point»  appartiennent  à  une 
eurfaee  du  troieième  ordre, 

998.  Construction  du  huitième  point.  Cette  conatruction  découle  du 
théorème  suivant  :  Étant  donnés  huit  points  a,  6,  e,  d  et  a\  6',  e\  d' 
tels  que  toute  surface  du  second  ordre  qui  renferme  les  sept  premiers 
passe  par  le  huitième^  si  on  mène  par  les  points  d  et  d'  les  droites  éE 
/T,  jG  et  c'E',  /*'F',  ji'G'  qui  s'appuient  sur  les  côtés  opposés  de  Fhexa- 
gone  ahca'h'c\  elles  détermineront  les  sommets  de  deux  hexagones 

efgEFGy     e'fg'E'F'G' 

dont  les  côtés  sont  les  génératrices  d^un  même  hyperboloïde. 

Les  diagonales  des  deux  hexagones  se  coupant  en  un  même  point, 
les  côtés  opposés  sont  dans  un  même  plan;  par  suite,  une  droite 
qui  glisse  sur  les  côtés  pairs  de  Tun  d'eux  engendrera  un  hyperboloide 
passant  par  les  côtés  impairs,  puisque  chacun  de  ces  derniers  rencontre 
les  trois  autres.  Les  côtés  du  premier  hexagone  sont  donc  sur  un  certain 
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liTperboloIde  (H)  et  les  cAtés  du  second  sur  an  byperbolotde  (B').  Nous 
allons  voir  que  ces  deux  surfaces 
coïucident,  en  prouvant  que  chi- 
que c6Xé  de  l'un  des  polygones 
rencontre  les  cAlës  pairs  de 
l'autre  ou  ses  cAt^s  impaire.  Con- 
sidérons d'abord  le  cAtë  e'p  du 
second  beiagone  et  montrons 
qu'il  1-eneontre  les  cAtéa  impairs 
ef,  gZ,  PG  du  premier.  II  est 
visible  que  les  droites  ef,  ^f 
se  rencontrent  dans  le  plan  de 
^«  ^-  l'angle  fi;  le  cAté  e'f  rencontre 

aussi  FG  comme  nous  allons  l'établir,  en  montrant  que  les  points  e',  f, 

F,  G  sont  dans  un  même  plan. 
Soit 

M»  +  mB'  +  nC*  +pD*  =-  o 

l'équation  de  la  surface  conjuguée  aux  deux  tétraèdres  abed,  a'b'ed', 
"^o,  B  =  o,  C  =  o,  D  =  o  étant  les  équations  des  faces  opposées 
aux  sommets  o,  6,  c,  d.  Désignons  par  «.«»«,«„  (3,|3tP,(3.,  ytytyi/*, 
5i3t3y3,  les  coordonnées  des  sommets  du  second  tétraèdre;  les  équations 
des  faces  respect! yemcnt  opposées  h  a\  b',  c',  d'  seront  {N-  287) 

A'  =  /a,  A  -]-  m<X|R  -|-  nasC  +pa,D  =  o, 
B'  =  /p,  A  +  m(3,B  +  npsC  +  p(3,D  =  o, 
C'  =  ly,A'+-  my,ft  -\-  Hy,C  -[-pyj)  =  o, 
D'  =  /J,  A  +  mJiB  +  itèsC  +  pJ^D  =  o. 
avec  les  conditions 

/«,{3,  +  m«,p.  +  n«,p,  4-  pa,|3.  =  o, 
(«)        lixiyt  +  m«,7i  +  na,ys  -{-paty*  =  o. 


Le  plan  polaire  du  point  e'  qui  se  trouve  sur  l'arétc  ah  passera  par  edj 
de  plus,  ce  point  est  sur  une  droite  du  plan  a'b'd'  et  le  plan  polaire 


—  397  — 

devra  renfermer  le  poiat  c\  pôle  de  la  face  a'b'd'.  Avec  ces  conditions, 
rëquation  du  plan  polaire  du  point  t'  par  rapport  à  la  surface  sera 

(c'j      yiA  —  yiB  =  o. 

On  trouvera  de  même,  pour  le  plan  polaire  du  point  f\  Téquation 

{(')     ajB  —  a,C  =  o. 

Le  point  F  étant  sur  Taréte  h'e\  le  plan  polaire  correspondant  aura 
une  équation  de  la  forme 

B— ÀC'  =  o; 

mais  ce  point  est  dans  le  plan  bcd^  et  le  plan  polaire  doit  passer  par  le 

a 

point  a;  cette  condition  donne   AsstL;   par  suite,  Téquation  précé* 

y* 

dente  devient 

(F)       mi^tyi  —  P,y.)  B  +  n(/3,y,  —  p,y,)  C  +  p(P*yi  —  ^.y*)  D  =  o. 

Enfin,  le  plan  polaire  du  point  G  renferme  la  droite  d'intersection 
des  plans  A  =  o,  C  »=>  o,  et  son  équation  peut  s'écrire 

A  — ÀC'  =  o. 

En  exprimant  qu*il  passe  par  le  pôle  du  plan  da'c  qui  renferme  le 
point  G^  réquation  précédente  se  présente  sous  la  forme 

(G)      f  a  lyt  A  +  at  (myiB  +  ny  sC  -j-  p/iD)  =  o . 

Les  quatre  plans  (e'),  (/'),  (F),  (G)  passent  par  un  même  point;  car 
si  on  substitue  dans  les  équations  (F)  et  (G)  les  valeurs  de  A  et  C  tirées 
des  égalités  (e')  et  (/*'),  on  trouve 

[m«t{|3«yi  —  Piyj)  +  Iia8(p5yi  —  ^iy%)]  B  +  pai  (Piyi  —  y^PO  D  =  o, 
(faiyi  +  maiyi  +  nasy»)  B  +  p«ty4D  =  o  ; 
mais,  en  éliminant  {  entre  les  relations  (a),  on  obtient 

mat(Ptyi  —  Pjyi)+ n«j(P3yi  —  /3iyj)  +  pa4((34yi  —  Piyé)  =  o, 

et  les  équations  précédentes  peuvent  s'écrire 

—  ajà  +  aiD  =  o,       «iB  —  «iD  =  o; 

on  voit  qu'elles  sont  identiques. 
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Puisque  les  plans  polaires  passent  par  un  même  point,  les  pôles 
^'9  f'j  ^}  ^  so^^  ^^^^  ""  même  plan,  et  la  droite  e'f  rencontre  FG.  On 
verrait  semblablement  qu*elle  rencontre  aussi  le  cdté  gE  du  second 
hexagone.  On  peut  donc  considérer  comme  établi  que  les  deui  hyper- 
bololdes  coïncident,  puisqu'un  cêté  quelconque  du  second  hexagone 
rencontre  les  côtés  pairs  du  premier. 

De  là  cette  construction  :  étant  donnés  les  sept  points  a,  6,  c,  d, 

a',  6',  c',  on  mènera  par  Tun  d'eux  d  des  droites  qui  rencontrent 

les  côtés  opposés  de  Thexagone  gauche  formé   par  les  autres   :    on 

trouvera  ainsi  Thexagone  efgEFG  dont  les  côtés  sont  les  génératrices 

A  A 
de  l'hyperboloïde  H;  les  plans  des  angles  a,  6...  détermineront  par 

leur  intersection  avec  la  surface  les  différents  côtés  du  second  hexa- 
gone eYYE'F'G'  dont  les  diagonales  se  couperont  suivant  le  huitième 
point  cherché. 

%9Â,  Cette  construction  due  à  M.  Hesse  est  en  défaut  lorsque 
l'hexagone  efgEFG  est  plan,  car  Thyperboloïde  se  réduit  alors  à  deux 
plans,  le  plan  du  polygone  et  un  autre  qui  est  inconnu.  Cette  circon- 
stance se  présente  lorsque  le  point  d  est  le  sommet  d'un  cône  du  second 
ordre  qui  passe  par  les  autres  points  a,  6,  c,  a',  6',  e\  Imaginons,  en 
effet,  un  tel  cône  et  coupons-le  par  un  plan  P;  les  arêtes  qui  aboutissent 
aux  sommets  de  Thexagone  abca'b'c'  vont  déterminer  sur  ce  plan  un 
hexagone  od^oL^^'y'  inscrit  dans  la  conique  d'intersection;  le  point  de 
concours  des  côtés  <x/3,  a'|3'  doit  appartenir  à  la  droite  d'intersection  des 
plans  dabf  da'6',  et,  par  conséquent,  il  se  trouve  sur  la  ligne  eE.  Ainsi, 
les  trois  droites  eE,  /T,  gG  aboutissent  aux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  de  l'hexagone  a^a'^'y'  et  seront  situées  dans  un  même  plan 
avec  l'hexagone  efgEFG. 

Il  y  a  une  infinité  de  cônes  du  second  ordre  qui  jouissent  de  la 
propriété  de  passer  par  les  six  points  a,  6,  c,  a',  6',  c%  et  leurs  sommets 
sont  sur  une  surface  du  quatrième  ordre.  En  effet,  soient  R  =  o, 
S  =  o,  T  =  o,  U  «=3  o  les  équations  de  quatre  surfaces  du  second 
ordre  qui  passent  par  ces  points  :  l'équation 

aR  +  fiS  +  vT  +  pu  =  o 

définit  une  surface  quelconque  du  second  degré  jouissant  de  la  même 
propriété.    Si  elle  représente   un  cône,    les  coordonnées  du  sommet 
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doivent  vérifier  les  ëquations 

XR'.  +  fxS',  +  vT'.  +  pU'.  =  o, 
AR',  +  ^'y  +  vr,  +  pU'y=o, 
^'.  +  pS'.  +  vT',  +  pU'.  =  o, 
XR'i  +  iiS't  +  vT^  +  pU'*  =  o. 

Par  réliminatioQ  des  paramètres,  on  arrive  à  l'équation  du  quatrième 
degré 


R', 
R'. 
R'^ 


S'. 

S'. 
S'. 


r. 


=  o 


qui  représente  le  lieu  des  sommets  des  cdnes  passant  par  les  points 
Qy  by  Cj  a'i  6',  c\  Chaque  fois  que  le  septième  point  se  trouve  sur  cette 
surface,  la  construction  de  Mt  Hesse  n'est  plus  applicable.  M.  P.  Sbrret, 
Géomitrie  de  dinclian,  p.  332,  complète  le  théorème  du  géomètre 
allemand. 


f9S.  Surfaces  doublement  iangetUes.    Considérons    deux    surfaces 

du  second  ordre 

S  =  o,     S'  =  o 

qui  se  touchent  en  deux  points  m  et  n.  Menons  un  plan  par  la  droite  tnn 

et  un  troisième  point  p  de  Tinlersection  des  surfaces  :  il  coupera  celles-ci 

suivant  deux  coniques  doublement  tangentes  en  m  et  n,  et  passant 

par  un  autre  point  p;  ces  courbes  satisfont  à  cinq  conditions  identiques 

et  doivent  coïncider.  Mais,  deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  en 

commun  une  même  conique,  ne  peuvent  plus  se  rencontrer  que  suivant 

une  courbe  du  second  degré  puisque  leur  intersection  est  une  courbe 

du  4<*  ordre.  Par  conséquent,  les  deux  surfaces  doublement  tangentes 

se  rencontrent  suivant  deux   courbes  planes.    Si    on  représente    par 

A  =  o,   fi  eao  les   équations  des  plans   des  coniques   d'intersection, 

Téquation 

S  +  AAB  =  o, 

où  X  est  un  paramètre  arbitraire,  définit  un  système  de  surfaces  du 
second  ordre  doublement  tangentes  à  S  >=3  o. 
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Nous  avons  vu,  en  géométrie  plane,  que  deux  coniques  sont  homo- 
thétiques  lorsque  les  coeflScients  des  carrés  des  variables  sont  propor- 
tionnels; on  peut  étendre  facilement  ce  résultat  aux  surfaces  de  second 
ordre.  Gela  étant,  si  S  8=0  représente  une  surface  du  second  degré, 

Téquation 

S-f  U»0 

définit  un  système  de  surfaces  homothétiques  à  la  proposée  :  c'est  un 
cas  particulier  de  Téquation  S4-^Afi  =  0,  celui  où  le  polynôme  B 
se  réduit  k  une  constante.  Les  surfaces  homothétiques  se  rencontrent 
donc  suivant  deux  coniques  planes,  Tune  située  à  une  distance  finie 
dans  le  plan  A  =:  0,  l'autre  h  Tinfini  dans  le  plan  A:  =  0.  En  particulier, 
deux  sphères  quelconques  doivent  être  considérées  comme  ayant  en 
commun  un  cercle  imaginaire  à  l'infini. 

THBOftàHB  • .  Lonque  troia  $ur faces  du  second  ordre  patsent  par  une  mêtne  conique, 
ieê  plam  des  autres  coniques  d'intersections  de  ces  surfaces  prises  deux  à  deux  passent 
par  une  droite  fixe. 

Ce  théorème  découle  des  équations 

S=0,    S-fUB  =  0,    S  +  ;t*AC  =  0; 

en  les  combinant  par  soustraction,  on  verra  que  les  coniques  dUnlersection  se  trouvent 
dans  les  plans 

B  =  0,    C  =  0,    AB  — /tC  =  0. 

t.  Étant  donnée  une  surface  du  second  ordre  doublement  tangente  à  une  sphère,  le 
carré  de  la  tangente  à  la  sphère  menée  d*un  point  de  la  surface  est  dans  un  rapport 
constant  avec  le  produit  des  distances  du  même  point  aux  plans  des  coniques  d'inter^ 
section. 

Ce  théorème  est  la  traduction  de  Téquation  S  -{-  ^AB  =  0,  lorsque  S  représente  le 
premier  membre  de  l'équation  d*une  sphère. 

S.  Le  lieu  d^un  point  tel  que  le  carré  de  la  tangente  menée  par  ce  point  à  une  sphère 
est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  de  ses  distances  à  deux  plans  fixes  A  =  0, 
B  =  0  e«t  une  surface  du  second  ordre  ayant  un  double  contact  avec  la  sphère. 

Bn  effet,  l'équation  du  lieu  sera  de  la  forme 

g 
-— =  A  (const.),  ou  S  — AAB=:0. 

Ao 

Si  la  sphère  se  réduit  à  un  point,  on  a  ce  théorème  :  Le  lieu  d'un  point  tel  que  le  carré 
de  sa  distance  à  un  point  fixe  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  de  ses  distances 
à  deux  plans  A  =  0,  B  =  0,  est  une  surface  du  second  ordre  ayant  un  double  contact 
avec  le  point  fixe. 

Ce  point-sphère  aura  deux  sections  planes  communes  avec  la  surface;  c'est  ce  point 
que  nous  avons  appelé  foyer  d'une  surface  du  second  ordre. 
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t06.  Surface»  dreonêcrùes.  Si,  dans  Tëquation  S-f-ÀAB  =  0|  on 
pose  A  s=8  B,  elle  devient 

S  +  AA*  =  o. 

Celle-ci  représentera  un  système  de  surfaces  du  second  ordre  dont 
les  sectioQS  planes  communes  coïncident;  elles  se  touchent  en  tous  les 
points  de  la  conique  du  plan  A  =»  o;  car  Téquation  du  plan  tangent 
à  la  surface  en  un  point  (x%  y' y  z')  de  cette  courbe  est  de  la  forme 

P  +  UA'  =  o, 

P  =3  o  étant  lo  plan  tangent  à  S,  et  A'  la  valeur  du  polynôme  A  pour 
les  coordonnées  x^y  y',  z';  mais  le  point  de  contact  étant  dans  le  plan  A, 
on  a  A'  ss  o,  et  le  plan  tangent  P  b»  o  sera  commun  &  toutes  les 
surfaces  de  la  série.  On  dit  alors  que  les  surfaces  se  raccordent  tout 
le  long  de  cette  conique  ou  qu'elles  sont  cireonêerites  Tune  à  l'autre. 
Les  surfaces  homothétiques  et  concentriques  à  une  surface  du  second 
ordre  S  =3  0  sont  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

S  +  fc=3o; 

c'est  un  cas  particulier  de  la  précédente,  celui  où  le  polynôme  A  se 
réduit  k  une  constante.  Il  en  résulte  que  l'on  doit  considérer  les  surfaces 
homothétiques  et  concentriques,  comme  se  raccordant  suivant  une 
conique  dans  le  plan  à  l'infini  X;  sa  o. 

Il  faut  remarquer  qu'un  plan  sécant  rencontre  les  surfaces  circon- 
scrites suivant  des  coniques  qui  ont  un  double  contact.  En  particulier, 
lorsqu'un  plan  sera  tangent  en  un  point  ombilic  de  la  surface  S  b=  o,  il 
•rencontrera  la  surface  S  -{~  ^'  =  o  suivant  une  conique  qui  aura  un 
double  contact  avec  ce  point,  et,  par  conséquent,  l'ombilic  sera  l'un  des 
foyers  de  celte  conique. 

Donc,  si  deux  surfaces  du  second  ordre  sont  circonserites  l'une  à 
Vautre,  les  plans  tangents  aux  ombilics  de  l'une  des  surfaces  rencontre 
Vauire  suivant  des  coniques  qui  ont  ces  points  pour  foyers. 

Lorsque  l'une  des  deux  surfaces  est  une  sphère,  tout  plan  tangent 
à  la  sphère  déterminera  par  son  intersection  avec  la  surface  du  second 
ordre  une  conique  dont  Vun  des  foyers  sera  le  point  de  contact. 

THÉoEàMi  fl.  Dewù  surfacet  du  aecond  ordre  nireonierites  à  une  Iroieième  te  coupent 
êuivanl  deux  courbes  plcmet, 

36 
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En  retranchant  membre  à  membre  les  équations 

il  Tient  AA'  — /uB'so  qai  définit  deaz  plans  passant  par  les  points  conmiuns  aax 
surfices. 

9.  Qwmi  troU  iurfacea  du  êecond  ordre  êont  circotueritei  à  «fie  quatrième,  eUet 
ê990upmt  f  utoaiil  4m  courhu  planée  et  let  sim  ptatu  de  ee$  courbes  patêmt  trois  à  troie 
par  une  même  droite. 

Les  équations  des  sarfaees  eiroonscrites  k  S  étant 

S  +  A»  =  o,       S  +  B»=:o,       S  +  C*=o, 
les  six  plans  des  coniques  d'intersection  seront  représentés  par 

A«-B«  =  o,        A«-C*  =  o,        B«-C»  =  o; 
ils  formeront  quatre  groupes  de  trois  plans  passant  par  une  même  droite. 

S.  Lonqu'une  ewfaee  dn  eeeond  ordre  est  eêreoneerite  à  une  ephhre^  le  rapport  de  la 
tangente  à  la  tphère  iesue  d*ttii  point  de  la  eurfaee  à  la  dittanee  de  ce  point  au  plan  de 
raeeordement  eet  eonetant. 

Ce  théorème  est  la  traduction  de  l'équation  de  S-j-  XA':=o»  quand  S=o  représente 
une  surface  sphérique. 

4.  Le  lieu  d'un  point,  tel  que  le  rapport  de  la  tangente  ietue  de  ce  point  à  une 
aphère  Sàea  dietanee  à  un  plan  fime  A  =  o  eet  tonetant^  eet  une  eurfare  d»  eeeond 
ordre  eirconeet*ite  à  la  ephère  euivant  le  plan  fiae. 

En  effet,  Téquation  du  lieu  est  de  la  forme  --^  =  i^,    on    S  —  AA'  =  o. 

t97.  Quand  une  surface  du  second  ordre  est  circonscrite  d  un  qttadri^ 
latire,  toute  transversale  rencontre  la  surface  et  les  plans  des  angles 
opposés  du  quadrilatère  en  six  points  en  involution.  (Polie,  Mémtnres 
de  VAcademie  de  Belgique,  tome  XXXIX.) 

Soient  As=3  0  et  Gs^o,  B=3  0  et  Ds^o  les  plans  des  angles 
opposés  d'un  quadrilatère  gauche.  L*ëquation  d'une  surface  quelconque 
du  second  ordre  circonscrite  à  ce  polygone  est  de  la  forme 

AC  —  XBD  =  o. 

Supposons  que  les  équations  des  plans  A,  fi,  C,  D  soient  ramenées 
à  la  forme 

(A)  z  -f-  aiX  +  aty  —  o  «=  o, 

(B)  z  +  biX  4^  6iy  —  6  =  o, 

(C)  2  +  cix  +  Cty  —  c  =  o, 

(D)  «  +  d|X-|-d»2/  —  d=o; 
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a,  bf  c,  d  désignent  les  distances  à  l'origine  o  des  points  où  les  plans 
rencontrent  l'axe  des  z.  Appelons  a,  |3,  a',  |3'  ces  points,  m  et  m'  ceux 
oi!i  le  même  axe  perce  la  surface.  Si  on  pose  x  =y  =  o  dans  rëqualion 
AC  —  ^BD  =  o,  elle  se  réduit  k 

(^_a){2-e)=i(«-fc)(«-d). 
En  remplaçant  successivement  z  par  les  segments  om,  om'  il  viendra 
les  égalités 

(om  —  a)  (om  —  c)         (om'  —  a)  [om'  —  c) 


{om  —  b)  (om  —  d)  (om'  —  b)  [om'  —  d) 


ou  bien 


ma  •  mx' 
mf- 

et,  par  conséquent,  les  six  points  a.  et  a.',  |3  et  j3',  m  et  m'  forment  une 
ioTolnlion. 

M8.  Si  un  hexagone  gauche  inscrit  d  une  lurface  du  eeeond  ordre 
est  formé  de  iix  génératrices  dont  trois  appartiennent  d  un  mime 
système,  les  plans  des  angles  opposés  se  coupent  suivant  trois  droites 
situées  dans  un  ni^e  plan  (Foue). 

Soit  un  hexagone  gauche  133456  inscrit  i  une  surface  du  second 
ordre  dont  les  calés  12,  34,  56  sont  des  gêné- 
ratrices  d'un  même  s]'stéme  et  les  calés  23, 

45,  61  des  génératrices  du  second  système.  | 

Si 

Al  =  0,     Ai  ^  0,     A,  c=  o,     At  =  o, 
A)^=o,     A«^^o 

sont  les  équations  des  plans  des  angles  i  ,2,  etc., 

les  plans  opposés  seront  Ai  et  A4,  A|  et  Ag,  ^'s-  ^' 

Al  et  A|.  Soit  a  le  point  de  rencontre  des  câtés  45  et  12;  les  deux 

quadrilalires  165a,  234a  sool  inscrits  dans  la  surface  et  ont  une  face 

commune  A  =■  o.  Il  en  résulte  que  la  surface  peut  être  représentée  par 

l'une  ou  l'autre  des  équations 

^AA«  —  f^iAi  =3  o,     ^|AAi  —  ^iA|A4  =>  o; 
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d'où  on  déduit  l'idenUtë 

XAAe  —  (J1A4A5  =  A1AA3  —  |^iAtA4; 
par  suite,  les  équations  équivalentes 

A  (XAe  —  AiAs)  =  o,     /ixAi  As  —  fAiAiAé  ==  o 
représentent  le  même  lieu.  La  seconde  est  satisfaite  en  posant 

A4  =  O,    Aï  =  O  ; 
A5  =  o,    A4=so; 

ces  équations  donnent  les  droites  12,  45  qui  déterminent  le  plan  A. 
De  plus,  elle  est  encore  satisfaite  en  posant 

.      Al  =  0,    A4  =  o; 
A5SS0,    Aj  =  o; 

et  les  droites,  d'intersection  de  ces  plans  opposés  devront  appartenir  au 
plan  AAe  —  X|As  =  o  donné  par  Tautre  équation;  comme  ce  dernier 
passe  par  Tintersection  des  plans  Ae  et  As»  le  théorème  est  démontré. 

999.  On  a  trois  surfaces  du  second  ordre  S,  Si,  Si,  ;  on  mène  deux 
surfaces  du  second  degré  Si  et  Si  la  première  par  IHntersection  de  S  et 
Si,  la  seconde  par  Vintersection  de  S  et  8%;  la  courbe  d^intersecUon  des 
surfaces  Si  et  St  se  trouve  sur  une  même  surface  du  second  degré  avec 
la  ligne  d'entersection  de  Si  et  Ss. 

En  effet,  les  équations  des  surfaces  (si)  et  {st)  étant  de  la  forme 

S  —  kiSi  =  0,        S  —  *iSt  =  o, 

on  trouve,  en  les  retranchant  membre  à  membre, 

kiSi  —  kfSi  =  o. 

Cette  équation  du  second  d^ré  représente  une  surface  du  second 
ordre  passant  par  la  ligne  d'intersection  de  Si  etSs;  comme  elle  provient 
des  précédentes,  elle  renfermera  aussi  la  courbe  gauche  du  4*  ordre 
suivant  laquelle  les  surfaces  St  et  s%  se  rencontrent. 

SOO.  Étant  données  trois  surfaces  du  second  ordre  S,  Si  6(  S  —  kSi 
qui  passent  par  la  même  courbe  gauche  du  ^^  ordre ^  et  une  autre 
surface  déterminée  a,  on  mène  par  les  lignes  d'intersection  de  s  et  S, 
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8  et  Si  deux  surfaces  Si  et  st}  la  courbe  d^interse^ion  de  St  et  8%  ainn 
que  l'intersection  de  s  et  S  —  kSt  appartiefinent  à  une  même  surface 
du  second  ordre. 
En  effet,  si  on  retranche  membre  à  membre  les  équations 

(Si)    S  — A:i«  =  o,     Si — kt8  =  Oy 

après  avoir  multiplié  la  seconde  par  ky  on  trouve  , 

S  —  fcSi  —  (*i  —  kk%)  s  =;=  o; 

équation  qui  définit  une  surface  du  second  ordre  passant  par  Tintersec- 
tion  de  s  et  S  —  kSi  ainsi  que  par  l'intersection  de  Si  et  8%. 

30t.  Étant  données  deux  sphères  Ci,  G«  et  une  surface  du  second 
ordre  S,  par  les  lignes  d'intersection  deS  etC^y  S  et  Ct  on  mène  deux 
surfaces  du  second  degré  St  et  Si\  la  courbe  d'intersection  de  Si  et  «> 
se  trouve  sur  une  sphère  passant  par  le  cercle  d'intersection  des  sphères 
G|  et  Ci* 

Les  équations  des  surfaces  St  et  8%  sont  de  la  forme 

(Si)    S  — A:iCi=o,        (st)    S— A,C,  =  o; 

on  en  déduit  par  soustraction 

kiCi  —  fciCî  =  o. 

Cette  dernière  équation  représente  une  sphère  passant  par  Tinter- 
section  de  Cl  et  Ct  ainsi  que  par  la  courbe  gauche  du  4*  ordre  suivant 
laquelle  se  rencontrent  les  surfaces  «i  et  St. 

§   2.    INTERSECTION   DE   DEUX  SURFACES   DU   SECOND   ORDRE. 

Z0%.  Considérons  les  surfaces  définies  par 

(i)      R  =  an»*  -|-  auy*  +  assz'  +  aut*  +  2aita;y  +  2aitXZ'\'2ai^t 

+  2aiiyz  +  2ai4yt  -\-  2az^t  =  o, 

(2)      S  =  ai  ix»  +  ajît/*  +  ^"^'  +  «*'*'*  +  aoitay+aa/sacz  -{-  2044«« 

+  2auyz  -|-  2auyt  4-  2054^  =  o. 

Elles  se  rencontrent  suivant  une  courbe  gauche  du  4*  ordre  et  il  existe 
une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  représentées  par  l'équation 

(3)      R  +  XS  =  o 
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jouissant  de  la  propriété  de  passer  par  cette  ligne.  Dans  ce  système, 
il  y  a,  en  général,  quatre  surfaces  coniques;  car,  si  on  exprime  que  la 
surface  (3)  est  un  cAne,  on  a  la  relation 


Oit  +X04| 

ati  -|-  Aat  1 
asi  -j-  Aasi 


«If  +  Aaji 
<i4î  -f-  ^4t 


«15  +  W» 
«««  +  ^f  8 

HSS  +  ^M 
«48  -p  /Il48 


«U  +  ^'flU 
««4  +  ^t4 
084  +  ^S4 
«44  +  ^44 


Cette  condition  est  encore  la  même  lorsque,  dans  les  équations  des 
surfaces,  âp,  y,  z,  (  désignent  les  coordonnées  tétraédriques  A,  B,  G,  D. 

En  développant,  on  trouve  une  équation  du  quatrième  degré  par 
rapport  à  A  et  de  la  forme 

3  -j-eA+i  (pA«  +  e'A»+(îa*  =  o. 

3  et  d'  sont  les  discriminants  de  R  et  de  S;  les  coeflicients  9  et  6'  sont 
donnés  par  les  formules 

dan   '         dan  ' 


•  •  • 


••  • 


On  les  obtient  donc  en  multipliant  les  coefficients  de  l'une  des  surfaces 
par  les  dérivées  du  discriminant  de  Tautre  prises  par  rapport  aux  divers 
coefficients  qu*il  renferme. 

Enfin  la  valeur  de  9  s'obtient  aussi  en  répétant  une  opération  sem- 
blable sur  6  ou  sur  6'.  Ainsi,  par  exemple,  pour  les  surfaces 

ax*  +  ^y'  +  <î^*  +  di*  =  o, 
a'x*  +  by  +  c'z»  +  d'i*  =  o, 

on  aurait  :    d  «=  obcd,    d'  =»  a'b'e'd'.  Ensuite 


a'bcd  +  6'acd  +  c'abd  +  rf'aftc, 


a6'c'rf'-|-  ôo'c'd'-h  co'6'rf'+  do'6'c'. 
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EnfiOi  on  trouvera  pour  9  : 

«=  2  Ia'6'cd  +  o  VM  +  a'd'6c  +  b'&ad  +  6'd'ac  +  c'd'a6]. 

Toutes  ces  quantités  sont  des  invariants  simultanés  des  formes  R  et  S, 
et  une  transformation  des  coordonnées  ne  changerait  pas  les  racines  de 
l'équation  en  A.  En  général,  celle-ci  n'a  pas  de  racines  nulles  ou  infinies  : 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudrait  que  d  ou  d'  soit  nul;  mais  alors  l'une 
des  surfaces  devrait  se  réduire  à  un  cône;  ce  qui  est  contre  notre  hypo- 
thèse. 

Après  avoir  résolu  Péquation  du  quatrième  degré,  on  substituera  suc- 
cessivement les  racines  dans  (3)  et  on  obtiendra  les  équations  des  quatre 
cdnes  passant  par  l'intersection  des  surfaces  du  second  ordre  RetS.  Soit 
A|  l'une  des  racines;  le  sommet  du  cône  correspondant  sera  déterminé 
par 

Rj;-f- AiSi  =  o,    Ry"f-AiSy  =  o,    Ri-{-^iSi  =  6,    RJ-]-AiSJs=o. 

Ces  équations  du  premier  degré  représentent  quatre  plans  qui  se 
coupent  en  un  même  point.  Les  sommets  des  cônes  seront  réels  ou  ima-* 
ginaires  en  même  temps  que  les  racines  de  l'équation  en  A. 

SOS,  Le  tétraèdre  dont  les  sommets  coïncident  avec  les  sommets  des 
cAnes  passant  par  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre  est 
conjugué  par  rapport  d  toutes  les  surfaces  qui  passent  par  cette  courbe* 

En  effet,  le  plan  polaire  d'un  point  {x'y'z't')  par  rapport  à  la  surface 
R-^  AS  =  o  est  représenté  par  l'équation 

(P)x(Ri  +  AS;.)  +  y(R;.  +  AS;0  +  z(R;  +  AS;.)  +  <(R'f  +  AS9  =  o. 

Mais  si  le  pôle  coïncide  avec  le  sommet  du  cône  qui  correspond  à  la 
racine  A|,  on  a  les  relations 

Ri'  +  AjSi'  =  o,     Ri^'  +  AiS;.  =  o,     Rt  +  AiS;.  =  o,    R'f  4-.A|Sf  =  0; 

par  suite,  l'équation  précédente  se  réduit  à 

(A  —  Al)  (xsî. +ys;' + «s;. + tSi) = o 

ou 

xs'^ + ys;. + zs;. + IS9 = o. 
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Cette  dernière  définit  un  plan  fixe;  c'est  le  plan  polaire  du  sommet  du 
cdne  par  rapport  à  la  surface  S;  ce  sera  en  même  temps  le  plan  polaire 
du  même  poiat  par  rapport  &  toutes  les  surfaces  du  système.  Les  autres 
sommets  des  cAnes  jouiront  évidemment  de  la  même  propriété. 

Réciproquement,  si  un  .point  de  l'espace  a  le  même  plan  polaire  rela- 
tivement aux  surfaces  R  -j-  ^S  =»  o,  il  doit  coïncider  avec  Tun  des  som- 
mets des  quatre  cônes  passant  par  Tintersection  de  R  et  S.  Car,  pour  que 
réquation  (P)  représente  le  même  plan  quel  que  soit  A,  on  doit  avoir 

• 

et,  en  éliminant  x',  y\  z\  V  entre  ces  égalités,  on  trouve  que  la  quan- 
tité k  doit  vérifier  l'équation  du  quatrième  degré  en  A;  par  suite,  le 
point  {x'y'z'f)  sera  l'un  des  sommets  des  quatre  cônes  dont  on  a 
démontré  Texistence. 

Enfin,  nous  allons  voir  que  le  plan  polaire  du  point  {x'tfz'i')  est  celui 
qui  passe  par  les  sommets  des  autres  cônes.  Multiplions  les  égalités 

Ri'+^iS«'=o,  r;.+Ais;'=o,   r;  +  /is;.=o,   R^+iiSt^-o, 

^vt  x*\y"i  zf'jt"  et  faisons  leur  somme;  multiplions  de  même  les 
équations 

Ri"  "f"  ^fSi"  ="0,  Ry"  -j-  A«S^"  =  o,  Ri'»  -|-  ?.iSi"  =  0,   Rf'  +  /iSf  =  o,  • 

par  x',  y\  z',  f  et  ajoutons-les  membre  à  membre  ;  en  retranchant  les 
sommes  ainsi  obtenues,  il  viendra 

en  observant  que  dans  les  expressions 

on  peut  échanger  les  accents  sans  changer  leurs  valeurs.  Donc,  si  Xi  et 
1%  sont  des  racines  dififérentes,  le  sommet  (x'y '«"<")  se  trouve  dans  le 
plan  polaire  du  point  {x*y*z'i').  On  verrait  de  la  même  manière  que  les 
deux  autres  sommets  des  cônes  appartiennent  au  même  plan.  Le 
tétraèdre  des  sommets  est  donc  conjugué  à  toutes  les  surfaces  du  sys- 
tème. 

S94.  Lorsque  les  racines  Ai,  Ai,  As,  A4  sont  réelles  et  distinctes,  en 


_j 
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rapportant  les  surfaces  R  et  S  au  tétsraèdre  conjugué,  leurs  équations 
seraient  de  la  forme 

/A«  +  fwB*  4-  mC«  +  pD«  =  o, 
/'A«  +  m'B»  +  n'C*  +  p'D^  =  o, 

A  =  o,     B  =  o,     C==o,     D  =  o 
étant  les  équations  des  faces.  L'équation  en  A  rte  réduit  alors  à 

dont  les  racines  sont  : 

/'  m'  n'  p' 

et  les  cônes  correspondants  seront  représentés  par 

(wt/' — /fïi')  B« -f  (w/'  —/n')  C«  +  (pP  — /p')  D«==o, 
{/m'  —  ml')  A»  +  (nm'  —  m/i')  C«  -f-  (pm'  —  mp')  D«  =  o, 
(/„'  _  ni')  A«  +  (mw'  —  wm')  B«  +  {pn'  —  iip')  D«  =  o, 
(/p'  —  p/')  A«  +  (wip'  -pm')  B»  +  (/ip'  —  pn')  C«  =o. 

Pour  que  l'un  de  ces  cAnes  soft  réel,  il  faut  que  son  équation  renferme 
au  moins  un  terme  négatif;  on  peut  vérifier  ici  en  attribuant  différents 
signes  aux  coefficients  /,  /'  etc.  qu*il  y  a  toujours  au  moins  deux  équa- 
tions représentant  des  cônes  réels.  La  courbe  d'intersection  des  surfaces 
ne  peut  être  réelle  que  si  les  quatre  cônes  le  sont;  car,  dans  l'hypothèse 
de  deux  cônes  imaginaires,  si  cette  courbe  était  réelle,  en  joignant  ses 
points  aux  sommets  des  cônes,  il  en  résulterait  nécessairement  quatre 
cônes  réels» 

Avant  de  considérer  d'autres  cas,  il  est  bon  de  remarquer  que  le  cône 
correspondant  à  une  racine  imaginaire  de  l'équation  en  A  est  lui-même 

imaginaire.  Posons,  en  effet,  Ai  =  a  +  pj/ —  i;  le  cône  correspondant 
sera  défini  par 

ou  

R  +  aS  +  (3j/— i.S  =  o; 

les  coordonnées  d'un  point  réel  yérifiant  cette  égalité  devraient  satisfaire 
h  In  fois  aux  équations  R  =:  o,  S  =  o  qui  représenteraient  ainsi  un  seul 
et  même  cône* 
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Suppofloas  que  rëquation  en  A  ait  deux  racines  réelles  et  deux  racines 
imaginairesi  et  prenons  pour  les  équations  des  surfaces 

an  A*  -{-  atiB*  -|-  osbC  -|-  q^aD*  +  aaisAB-^-  aoisAG  +  aaiiAD  +  aotiBC 

-}-  2ai4BD  -|-  2a54CD  =  o, 

a/iA*  4-  ot'iB»  -j-  o»',C«  4-  aUD*  +  aa/tAB  +  2a/»AC  +  2o;4AD 
+  2aflsBC  -{-  2a«4BD  +  2as4CD  =  o. 

Aux  deux  racines  réelles  correspondent  deux  sommets  réels  a  et  |3;  les 
deux  autres  sommets  des  cônes  sont  imaginaires  conjugués  et  la  droite 
qui  les  réunit  est  réelle.  Soient  y  ei  d  deux  points  de  cette  droite; 
rapportons  les  deux  surfaces  au  tétraèdre  a^.  Un  point  quelconque 
(Ao  Bo  o  o)  pris  sur  a^  admet  un  plan  polaire  passant  par  yd)  or,  l'équa- 
tion de  ce  plan  pour  la  première  surface  est  : 

Ao  (an A  +  aiiB  -l"  a^C  +  auD)  +  Bo  (anA  +  ottB  +  a^C  +  af4D)  =  o, 

et  pour  qu'elle  ne  renferme  que  les  coordonnées  A  et  B  on  doit  avoir 

ûi8  =  o,    a«4  =  o,     a%z  =  o,     ai4  =  o. 

En  exprimant  ensuite  que  le  plan  polaire  du  sommet  a  passe  par  |9»  on 
trouve  encore  ait«=o;  il  en  résulte  que  les  équations  des  surfaces 
rapportées  au  tétraèdre  a^yi  seront  de  la  forme 

/A*  +  iiiB»  +  nC«  +  pD«  +  2rCD  =  o, 
/'A«  +  m'B«  +  fi'C»  +p'D«  +  2r'CD  =  o. 

Cherchons  encore  les  coordonnées  des  sommets  imaginaires  des  eAnes 
situées  sur  yd.  Les  plans  polaires  d'un  point  (o  o  Co  Do)  de  cette  droite 
sont  définis  par 

C  (nCo  +  rDo)  +  D  (pDo  +  rCo)  =  o, 

C  (n'Co  +  r'Do)  +  D  (p'Do  +  r'Co)  =  o. 

Pour  les  sommets  des  cônes  ces  plans  doivent  coïncider  et,  par  suite, 
on  doit  avoir 

nCo  +  rPo  _  pDo  -f-  ^ 
n'Co  +r'Do  "~p'Do  +  KCo 

ou,  en  développant  et  supprimant  les  indices, 

(it)      (nr'  —  rw')  C«  +  (np'  —  pn')  CD  +  (rp'  —  pr')  D*  —  o. 
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D'un  autre  cAtë  les  points  dlnlevseolion  de  la  première  surftioe  avee 
la  droite  Py  satisfont  à  Téquation 

»C*  +  pD*  +  2rCD  =  o; 

ces  points  sont  harmoniquement  conjugues  par  rapport  aux  sommets 
imaginaires.  Si  on  exprime  que  les  plans  des  deux  dernières  équations 
forment  un  système  harmonique,  on  trouve  : 

np' — pn'esso,    ou  bien.    -;  =  -^. 

Eu  égard  à  ces  relations,  Téquation  (k)  se  réduit  k 

«C*  —  pD"  =»  o. 

Ces  points  devant  être  imaginaires,  il  faut  que  n  etp  soient  de  signes 
contraires;  en  choisissant  convenablement  les  sommets  y  ei  d  sur  la 
droite  yi^  on  peut  encore  poser  n  =  —  p.  Diaprés  cela  les  équations 
des  surfaces  peuvent  s'écrire 

/A«  +  mB«  +  Il  (C»  —  D«)  +  2rCD  =  o, 

r  A«  +  rn'B*  +  n'  (C«  —  D«)  +  2r'CD  =«  o. 

Dès  lors  réqualion  en  A  se  réduit  à 

(/  +  II')  (m  +  Am')  [(n  +  An')'  +  (r  +  Ar')']  =  o, 

et  les  cônes  qui  correspondent  aux  racines  réelles  : 

A  =  ^-,    A  =  — — 
/'  m' 

seront  représentés  par 

{mV  -  Im')  B«  +  (w/'  —  In')  (C«  —  D«)  +  2  (W  —  Ir')  CD  =  o, 
{ml'  —  Im')  A«  +  (iwn'  —  nm')  (C«  —  D«)  +  2  {mr'  —  rm')  CD  «=  o. 

Enfin,  si  on  divise  par  ml'  —  /m%  les  équations  des  cônes  se  présen- 
teront sous  la  forme, 

B«  -f  it  (C*  —  D«)  +  2ACD  =  o, 
A«  +  A'  (C«  —  D«)  +  2A'CD  =  o. 

Ces  cônes  sont  réels;  car,  si  keik'  sont  positifs,  en  posante  es  o, 
leurs  équations  donnent  des  plans  réels  qui  rencontreront  le  plan  C 
suivant  des  droites  réelles  appartenant  aux  cônes,  et  les  points  d'inter- 
section de  ces  droites  seront  des  points  réels  de  la  courbe  commune  aux 
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deux  quadriques;  on  arrive  au  même  résultat  pour  D  s»o,  lorsque  k  et 
A;'  sont  négatifs.  Si  k  et  A'  sont  de  signes  contraires,  on  posera  G  e=s  -^  D 
lorsque  h  et  h'  sont  positifs,  et  G  =  D  lorsque  h  et  A'  sont  négatifs;  enfin, 
si  X;  et  k'  sont  de  signes  contraires  ainsi  que  h  et  A',  en  posant  G  &=  pD 
on  vérifie  encore  qu'il  est  toujours  possible  de  déterminer  p  de  manière 
h  obtenir  des  plans  réels.  Donc,  lorsque  l'iquaHon  en  la  deux  racines 
réelles  et  deux  racines  imaginaires  la  courbe  d'intersection  des  surfaces 
est  toujours  réelle. 

Enfin,  lorsque  l'équation  en  A  admet  quatre  racines  imaginaires,  les 
cAnes  sont  imaginaires,  mais  leurs  sommets  étant  des  points  imaginaires 
conjugués,  on  pourra  construire  les  droites  qui  les  réunissent  deux-à- 
deux.  Soient  D  et  D'  ces  droites;  en  menant  par  D  un  plan  quelconque, 
il  rencontrera  les  cônes  qui  ont  leurs  sommets  sur  D  suivant  des  droites 
imaginaires;  or  les  deux  droites  d'intersection  du  premier  cône  étant 
respectivement  conjuguées  aux  droites  analogues  du  second  cône,  elles 
se  rencontreront  en  deux  points  réels.  Par  conséquent,  lorsque  Féquation 
en  A  a  quiUre  racines  imaginaires^  la  courbe  d'intersection  des  deux  fua- 
driques  est  toujours  réelle. 

SOft.  Gonsidérons  maintenant  quelques  cas  exceptionnels  où  l'équa- 
tion en  X  admet  une  racine  multiple.  Soient,  en  premier  lieu,  les  équa- 
tions 

mB«  +  nC*  -f  pD«  +  2rAD  =  o, 
^*^  rn'B»  +  n'C*  +  p'D'  +  ar'AD  =  o, 

qui  représentent  deux  surfaces  du  second  ordre  passant  par  le  sommet  a 
du  triangle  de  référence  et  se  touchant  en  ce  point;  le  plan  tangent 
commun  est  D  =>  o.  Si  on  forme  l'équation  du  4*  degré,  on  trouve 

(r  +  Ar')*  (m  -f-  hn^)  (n  +'  An')  =  o  ; 

elle  admet  une  racine  double  et  deux  racines  simples.  Le  cône  corres- 
pondant à  la  racine  double  est  représenté  par 

(fwr'  -  rm')  B»  +  (wr'  -  m')  C«  +  (pr'  —  rp')  D*  =  o. 

Il  a  son  sommet  au  point  de  contact  des  surfaces.  Tout  plan  mené  par 
a  coupera  les  surfaces  suivant  deux  coniques  qui  se  touchent  en  ce 
point;  ce  dernier  est  un  point  double  sur  la  courbe  d'intersection  du 
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4*  ordre  et  ses  tangentes  sont  les  droites  d'intersection  du  plan  tangent 
commun  avec  le  cAne,  c'est-i-dire,  les  droites 

D  =  o,      {mr'  -  rm')  B«  +  {nr^  —  m')  C«  =  o. 

Si,  dans  le  système  (s),  on  pose  p  c=p'  m  o,  on  obtient  les  équations 

mB*  4-  nC«  +  2rAD  =  o, 
m'B«  +  n'C«  +  2r'AD  =  o. 

Elles  représentent  deux  surfaces  qui  se  touchent  aux  points  a  et  J  du 
tétraèdre  de  référence;  leurs  plans  tangents  en  ces  points  sont  respec- 
tivement :  D  =  o  et  A  =  o.  L'équation  en  1  reste  la  même,  mais  le 
cône  correspondant  à  la  racine  double  se  réduit  aux  deux  plans 

(nir'  —  rm')  B«  +  (nr'  —  m')  C«  =  o. 

La  courbe  d'intersection  des  surfaces  se  compose  alors  de  deux 
coniques  planes. 

Posons  encore  dans  le  système  {s)  m  =»  ftr,  m!  »=  kr'  ;  il  viendra  les 
équations 

wC»  4-  pD»  +  r  (fcB«  +  2AD)  =  o, 

n'C«  +  p'D^  +  r'  (ifcB»  +  2  AD)  =  o 

r 
donnant  lieu  à  une  racine  triple  :     À  = -'    Le  cône  correspondant 

est  défini  par 

(wr'  —  rv!)  C«  +  {fr'  —  rp')  D«  =  o, 

et  se  réduit  à  deux  plans  distincts.  Les  surfaces  se  touchent  toujours  au 
point  unique  a;  leur  courbe  d'intersection  se  composent  de  deux  coniques 
planes  qui  admettent  une  même  tangente  au  point  de  contact  commun, 
la  droite  d'intersection  des  plans  G  et  D. 
Si  Ton  avait  p  =  p'  =  o,  les  équations 

nC«  +  r  (ikB'  +  2AD)  =  o, 
n'C*  +  r'  (ii:B«  +  2AD)  =  o 

donneraient  lieu  aussi  à  une  racine  triple;  mais  le  cône  correspondant 
se  réduit  à  deux  plans  qui  coïncident,  G*  =»  o. 

Les  deux  coniques  d'intersection  se  superposent  et  les  surfaces  se 
raccordeiit  tout  le  long  de  cette  conique  double. 
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Dans  le  cas  d'une  racine  triple,  il  pourrait  aussi  arriver  que  le  cdne 
correspondant  soit  un  cdne  proprement  dit;  alors  la  ligne  d'intersection 
des  surfaces  serait  toujours  une  courbe  du  4*  ordre  ayant  un  point  double 
&  tangente  unique,  c  est-i-dire,  un  point  de  rebrousscment. 

S06.  Soit,  en  second  lieu,  le  système  d'équations 

mB»  +  «C«  +  2/)BD  +  2r  AC  =  o, 
m'B«  +  n'C«  +  2p'BD  +  2r'AC  =  o. 

Elles  définissent  deux  surfaces  qui  passent  par  une  même  droite  : 
Boseo,  Csso,  et  qui  se  touchent  aux  points  a  et  d  de  cette  droite. 
L'équation  en  X  se  réduit  à 

(r  +  Ar')Mp  +  V)'  =  o; 

elle  admet  donc  deux  racines  doubles  et  les  cAnes  correspondants  sont 
représentés  par 

(wr'  —  m')  B«  +  (nr'  —  m')  C*  +  2  {pr'  —  rp')  BD  =  o, 
{mp'  —  pm')  B«  +  («/}'  —  pn')  C«  -j-  2  {rp'  —  pr')  AC  =  o. 

Ils  ont  aussi  la  droite  ad  pour  arête  commune.  En  laissant  celle-ci  de 
côté,  la  courbe  de  pénétration  des  surfaces  ne  sera  plus  que  du  troisième 
ordre;  on  lui  a  donné  le  nom  de  cubique  gauche* 

Une  cubique  gauche  provient  donc  de  l'intersection  de  deux  hyperbo* 
loïdes  ou  de  deux  paraboloîdes  qui  ont  une  génératrice  commune.  Elle 
sera  représentée  d'une  manière  générale  par  deux  équations  du  second 
degré  avec  six  paramètres  arbitraires;  car  les  surfaces  du  second  ordre 
qui  passent  par  une  droite  satisfont  &  trois  conditions  distinctes  et  elles 
ne  peuvent  plus  être  assujetties  qu'à  six  conditions  nouvelles.  Il  s'ensuit 
qu'une  cubique  gauche  est  complètement  définie  par  six  de  ses  points. 

Deux  plans  ou  toute  surface  du  second  ordre  ne  peuvent  rencontrer 
une  cubique  gauche  en  plus  de  six  points;  par  suite,  une  surface  du 
second  ordre  qui  passe  par  sept  points  de  cette  courbe  doit  la  renfermer 
entièrement.  Nous  avons  vu  précédemment  que  les  surfaces  du  second 
ordre  menées  par  sept  points  de  l'espace  passent  par  un  huitième  point 
fixe;  mais  si  les  points  appartiennent  à  une  cubique  gauche,  le  huitième 
point  sera  indéterminé  et  pourra  occuper  une  position  quelconque  sur 
cette  courbe.  Il  résulte  de  cette  remarque  que  huit  points  d'une  cubique 
gauche  sont  <eb,  qw  toute  surface  passant  par  les  sept  premiers  passera 
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par  le  huitième  et  deux  tétraèdres  inscrits  dans  une  cubique  gauche  seront 
conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre. 

P0SOQ8,  mainteaanty  dans  le  système  qui  précède,  p  =  kr^  p'  =a  kr'  ;  les 
équations  deviennent 

mB«  +  nC«  +  2r  (/kBD  +  AC)  -=  o, 
m'B'  +  '^'C*-!-  2r\kBD  +  AC)  =  o. 

Elles  donnent  lieu  à  une  racine  quadruple  dont  le  cône  correspondant 
se  réduit  aux  deux  plans  : 

{mr'  —  rm')  B«  +  {nr'  —  m')  O  =  o, 

qui  se  rencontrent  suivant  la  génératrice  commune.  On  vérifie  facilement 
que  les  surfaces  ont  les  mêmes  plans  tangents  tout  le  long  de  cette  droite; 
elles  se  raccordent  suivant  la  génératrice  commune  qui  doit  être  consi- 
dérée comme  une  droite  double  dans  l'intersection.  Le  plan  d'une  section 
commune  rencontre  chaque  surface  suivant  cette  droite  et  une  autre 
génératrice.  Les  deux  surfaces  ont  ainsi  en  commun  trois  lignes  droites. 
Le  système  suivant  : 

pD«  +  r  [A  (B»  +  C*)  +  2AD]  =  o, 
p'D«  +  r'  [k'  (B»  +  C«)  +  2AD]  =  o, 

donne  également  une  racine  quadruple^  mais  le  cône  correspondant  se 
réduit  a  deux  plans  coïncidents  :  D'  bs  o. 

Comme  ce  plan  rencontre  les  surfaces  suivant  les  deux  mêmes  droites^ 
il  s'ensuit  que  l'intersection  se  compose  de  deux  droites  doubles,  c'est-à- 
dire  que  les  surfaces  se  raccordent  tout  le  long  des  droites  communes. 

Dans  le  cas  où  le  cône  correspondant  à  la  racine  quadruple  serait  un 
cône  proprement  dit,  on  démontre  que  l'intersection  des  surfaces  se 
compose  d'une  droite  et  d'une  cubique  gauche  qui  touche  cette  droite. 

%  3.  RELATION  ANALYTIQUE  ENTRE  DIX  POINTS  d'uNE  SURFACE  DU  SECOND  ORDRE, 
ENTRE   DIX   POINTS   CONJUGUÉS   A   UNE   MÊME    SURFACE.    APPLICATIONS. 

SOT.  Lorsque  dix  points  représentés  par  les  équations 

p,  =s  tixi  +  vyi -|- trj^i  —  1=0,    Pj  =  o, ,  p,o  =  o 

appartiennent  à  une  même  surface  du  second  ordrcj  on  peut  déterminer 
des  constantes  Ai,  As ho  de  manière  à  avoir  l'identité 
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Rëciproquement|  si  dix  points  de  l'espace  dtmnent  lieu  à  ceite  relation 
identique^  ils  seront  situés  sur  une  même  surface  du  second  ordre. 

Supposons  que  les  dix  points  (xiyiZi),  (^i^i^t), appartiennent 

à  la  surface 

ax*  +  a'y*  +  *"*'  +  ^^^  + •     •  2c"z  =  i  ; 

on  aura  les  dix  égalités 

axj  -|-  a'j/î  +  a"«î  +  2by^z^  + +  ^«''«i  =  i> 

axj  +  a'yî  +  o";5Î  +  26y,Zj  + +2c"«,  =  i, 

(/i)axî  +  o'yî  +  a%«H-26y,«,+ +2c''z,^i, 


Pour  que  ces  équations  admettent  un  système  de  valeurs  déterminées 
pour  les  paramètres,  on  doit  avo 


(•) 


x\  y]  «î  y««, 
«î  y\  «î  y.«. 


*    M* 
10  710 


x,\  y 


D'ua  autre  cAté,  si  on  a  l'ident 


•     • 


z,  I 


«1*0  I 


o. 


té 


il  faut  que  les  coeflBcients  des  diverses  puissances  des  variables  u,  t>,  to 
soient  nuls  séparément  ainsi  que  le  terme  indépendant;  on  aura  aussi 
les  dix  conditions 

/,x» + Vî -H /,«;  + iio*i*o  =  o« 

Ky\+ =0. 

Viyi  +  V»yi+ +^io«ioyio==o. 

\yt'i  + =o> 

Vi+^«*t+ +^10*10=0. 

\y,-\-, =°» 

^,'t-\-' =0» 

\-\-h+ =o- 


(*) 
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Ces  équations  admettront  un  système  de  valeurs  déterminées  pour  les 
rapports  X|  :  Ai  :  As, avec  la  condition 


(«') 


X|    Xj    X3 

yî  y\  yî 

-1 


y*» 


=  0. 


î/i^i 


^0*40 


Cela  étant,  si  les  dix  points  appartiennent  &  une  surface  du  second 
ordre,  la  condition  (<)  est  satisfaite  puisque  les  équations  (A)  sont 
vérifiées  par  un  seul  système  de  valeurs  des  paramètres;  mais,  la  condi- 
tion {$)  est  la  même  que  (s'),  et,  par  conséquent,  il  sera  possible  de  déter- 
miner des  coefficients  A4,  A| qui  donnent  l'identité  2|®A^Pj  =  o. 

Réciproquement,  si  Pidentité  précédente  existe,  la  condition  («')  sera 
vérifiée  ainsi  que  la  condition  («);  donc  les  équations  (h)  donneront 
un  seul  système  de  valeurs  pour  les  paramètres  et  il  existera  une  surface 
du  second  ordre  passant  par  les  dix  points. 

D'après  la  signification  du  premier  membre  de  Téquation  d'un  point, 
le  théorème  précédent  revient  à  dire  que  la  condition  nécessaire  et  suffis 
santé  pour  que  dix  points  de  f  espace  appartiennent  à  une  même  surface 
du  second  ordre^  c'est  que  le$  carrés  de  leur  distance  à  un  plan  quel- 
conque soient  liés  par  une  relation  linéaire  et  homogène  2{®A^P'  =  o 
(P.  Sbrrbt). 

308.  L'identité 

2ÎA.PÎ=o 

exprimera  que  toute  surface  du  second    ordre   passant   par  les  huit 
premiers  points  passera  par  le  neuvième.  En  effet,  on  a  les  dix  conditions 

A,x«  +  A,x;-1- K^l=o, 

\y*+ =0, 

(a)     \y^z,  + A^3X«  =  o, 

^+^«  + 4-A,-=o. 

27 
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Si  on  exprime  que  la  surface  renferme  les  neuf  points,  on  a  les 
neuf  égalités 

aaj  +  a'yî+ —  i=o, 

aaj-|- —  i  =  o, 

(«') 

oxj  +  o'yj  + —  1=0. 

Multiplions  les  équations  (a)  respectivement  par  a,  a%  a"^  26,....,  —  i, 
et  ajoutons-les  membre  à  membre;  il  viendra 

+  ^9  («î + «'yî  4 i)  =  o. 

En  supposant  que  les  quantités  a,  a* soient  les  coefficients  de 

l'équation  d*une  surface  dn  second  ordre  quelconque  qui  passe  par  les 
huit  premiers  points,  la  relation  précédente  montre  qu'elle  passera 
aussi  par  le  neuvième;  donc,  etc. 

Réciproquement,  si  neuf  points  de  l'espace  sont  tels  que  toute  surface 
du  second  ordre  menée  par  les  huit  premiers  passe  par  le  neuvième, 
on  aura  les  équations  (a')  et  aussi  la  relation  (^)  quelles  que  soient 
les  valeurs  des  paramètres;  en  égalant  à  zéro  les  coeflScients  de  a, 
a'  etc.,  on  retrouve  les  conditions  (a)  qui  expriment  que  l'identité 
2ÎX|P;  =  oalieu. 

On  démontrera  de  la  même  manière  que,  si  on  a  l'identité 

entre  huit  points  de  l'espace,  toute  surface  du  second  ordre  menée  par 
sept  de  ces  points  passera  par  le  huitième;  réciproquement,  si  huit 
points  sont  tels  que  toute  surface  du  second  ordre  menée  par  sept  d'entre 
eux  passe  par  le  dernier,  on  aura  l'identité  précédente. 

S09.  Lorsque  dix  couples  de  points 

p,p/  =  o,      P«Pi'=-o, ,      P,oP/o  =  o 

sont  conjugués  d  une  même  surface  du  second  ordre,  il  est  toujours 

possible  de  déterminer  des  constantes  A|,  >t de  manière  d  avoir 

l'identité  l\%V,Vl  =  o. 

Réciproquement,  si  on  a  l'identité  précédente  entre  dix  couples  de 
points  de  l'espace,  ils  seront  eorgugués  d  une  même  surface  du  second 
ordre  (P.  Sbrrbt). 
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En  dki,  A  on  eifrime  que  dix  couples  de  points  (o^iyiZi),  xlyUl), 
ete.|  sont  conjugués  par  rapport  à  la  surface 


il  vient  les  dix  égalités 

axixi  +  o'y  lyi  +  a"zizl  +  6  (y<  zi  +  «ly /)  -|- 
oxsxt  +  a'ytyi  +  a"ztzi  +  6  (yizi  +  «iy«)  + 


(d) 


=  I 


•  •  •  • 


+  c(ai  +  x/)+  .  •  =  !, 
=  1, 


axiox/o  4"  a'yioyio  +  a^Ziozlo  +  6  (yioi/o  +  «loy/o)  +  •  « 
D'un  autre  côté,  pour  que  Tidentité 

2*  ^Ai  (iut;i  +  «yi  +  ^^t  —  i)  (««/  +  ^y*  +  tozi 
existe,  on  doit  avoir 


~i)  =  o 


W 


l^x^x{  +  A,y,yi  + 

^ly^yi  +  ^«y«yi  + 
^i(yi«/+«*yO+ 


"{"  A|oX|oX4« 

•  Aïoyioy/o 

•     A|oZZi04  0 


o, 
o, 
o, 
o, 


Si  on  a  la  condition 


+x 


40 


X|X4         XtXi 


XioXio 


yizl  +  Zij/i 


==  I. 


le  système  d'équations  (d)  donnera  des  valeurs  déterminées  pour  les 
coeflBcients  ùy  a',  a"  etc.,  et  le  système  {d')  admettra  aussi  une  solution 

commune  pour  les  constantes  Ai  :  Ai  :  As II  en  résulte  que  si  les 

points  sont  conjugués  &  une  même  surface,  il  existera  un  système  de 
valeurs  pour  A|  :  At....  :  Aio  donnant  Tidentité  2}%PiP/^o,  et  réci- 
proquement. 
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110.  Les  théorèmes  qui  précèdent  conduisent  à  des  conséquences 
nombreuses  et  importantes;  elles  ont  été  développées  par  M.  P.  Sbrrbt 
dans  un  ouvrage  remarquable  :  Géométrie  de  direction.  Nous  allons 
en  donner  quelques  applications,  afin  de  montrer  avec  quelle  facilité 
on  peut  déduire  plusieurs  théorèmes  des  identités  fondamentales. 
D*abord,  si  on  décompose  la  relation  identique  ^iX^P'^o  en  deux 
équations  équivalentes 

2ÎA,PÎ  =  o,        2?X,PÎ  =  o, 

elles  doivent  représenter  la  même  surface  du  second  ordre  qui  sera 
conjuguée  &  la  fois  aux  deux  tétraèdres  PiPiPsP4  =  09  PsPePiPs^o. 
Donc,  huit  points  de  l'espace^  tels  que  toute  surface  du  second  ordre 
menée  par  sept  de  ces  points  passe  par  le  huitième,  étant  partagés  en 
deux  groupes  de  quatre  points^  seront  les  sommets  de  deux  tétraèdres 
conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre. 

Réciproquement^  étant  données  les  deux  dernières  équations ,  on  en 
déduit  l'identité  primitive;  par  suite,  si  deux  tétraèdres  sont  conjugués 
d  une  même  surface  du  second  ordre^  toute  surface  menée  par  sept 
sommets  passera  par  le  huitième. 

Si  les  sommets  i  et  5  des  deux  tétraèdres  1234,  5678  coïncident, 
on  aura  six  droites  12,  13,  14,  16,  17,  18  issues  d'un  même  point; 
cinq  d'entre  elles  suffisent  &  la  détermination  d'un  cône  du  second 
ordre  ayant  pour  sommet  le  point  i,  car  un  plan  rencontrera  ces 
droites  en  cinq  points  qui  déterminent  une  conique  appartenant  au 
cône  mené  par  les  cinq  droites.  Il  en  résulte  que  si  deux  tétraèdres 
ont  un  sommet  commun  et  sont  conjugués  à  une  même  surface  du 
second  ordre,  les  six  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet  commun  appar- 
tiennent à  un  même  cône  du  second  ordre. 

Ce  dernier  théorème  a  lieu  si  le  sommet  commun  est  au  centre 
de  la  surface,  et  si  les  six  arêtes  forment  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués.  Quand  la  surface  est  une  sphère,  trois  droites  rectangulaires 
quelconques  issues  du  centre  forment  un  système  de  diamètres  con- 
jugués. Donc,  deux  systèmes  de  droites  rectangulaires  issues  d'un  même 
point  appartiennent  toujours  à  un  cône  du  second  ordre. 

SU.  L'identité  1^\^\  =  o  conduit  encore  aux  équations 

iJA.PÎ  =  o,        \?l  +  A,P?  +  A,PJ  ==  o 
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qui  définissent  le  même  lieu.  La  seconde  représente  une  conique 
dans  le  plan  678  et  conjuguée  au  triangle  qui  a  ces  points  pour 
sommets;  la  première  indique  que  cette  même  courbe  doit  être  con« 
juguée  au  pentagone  plan  formé  par  les  traces  du  plan  678  sur  les 
plans  des  angles  du  polygone  gauche  12345.  D'après  une  propriété 
d'une  cubique  gauche,  huit  points  de  cette  courbe  donnant  lieu 
a  ndenUté 

on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  :  Le  triangle  ayant  pour  som'^ 
mets  les  traces  d'un  plan  sur  une  cubique  gauche  et  le  pentagone 
formé  par  les  intersections  de  ce  plan  avec  les  plans  des  angles  d'un 
pentagone  gauche  inscrit  dans  la  courbe  sont  conjugués  d  une  même 
conique. 

La  conique  étant  déterminée  par  la  condition  d'être  conjuguée  à 
un  pentagone,  la  troisième  trace  d'un  plan  qui  passe  par  deux  points 
a  et  6  d'une  cubique  gauche  s'obtiendra  en  déterminant  le  pôle  de 
la  droite  ab  par  rapport  à  la  conique. 

Zt%,  Les  sommets  des  douze  cônes  passant  par  les  intersections 
de  trois  surfaces  du  second  degré  appartiennent  à  une  même  surface 
du  second  ordre. 

Soient  S,  S^  S"  les  trois  surfaces  ;  PiPtPsPi  =  o,  les  sommets 
des  cônes  passant  par  la  courbe  d'intersection  de  S  et  S';  PsP6P7P8  =  o, 
PftPioPiiPit  =  o,  les  sommets  des  cônes  passant  par  l'intersection 
de  S  et  S'',  S'  et  S",  La  surface  S  étant  conjuguée  aux  deux  premiers 
tétraèdres,  on  aura 

{d)        2ÎA,PÎ  =  o. 

De  même,  la  surface  S'  étant  conjuguée  au  premier  et  au  troisième 
tétraèdre,  on  peut  écrire  l'identité 

(e)        2îf^.PÎ  +  2lVoPÎ=o- 
Enfin,  on  aura  aussi  la  relation 

if)     2i»v.p;=o, 

qui  exprime  que  la  surface  S''  est  conjuguée  au  second  et  au  troi- 
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sième  tétraèdre.  Éliminong  Ps  et  Pu  entre  (d),  (e),  (/):  il  viendra 
une  nouvelle  identité  renfermant  les  points  1234,  5^7*  9»  ^^f  et  11; 
donc  ces  dix  points  sont  sur  une  même  surface  du  second  ordre* 
Mais  toute  surface  qui  passe  par  les  sommets  1234567,  1234,  9,  10,  11 
de  deux  tétraèdres  respectivement  conjugués  à  une  même  surface  du 
second  ordre  renferme  le  huitième;  par  suite,  les  points  8  et  12 
doivent  appartenir  à  la  même  surface  du  second  ordre  que  les  autres 
sommets. 


CHAPITRE  XV. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE.  («w«.) 

Méthode  de  la  nctatioii  abréftée  (eoordonnée*  tangentiellee). 


SoMMAïu.  —  Surfaeet  dû  ieeonde  ekute  tangenteê  à  huit  planêf  à  êept  pUau;  iurfaees 
dovblemeni  tangentes  et  dreonêeritet  ;  théorèmet  diven,  —  Déoeloppable  eircanê' 
erite  à  deux  eurfaeeë  de  êeconde  elaiêe;  ordre  et  elasee  de  cette  déveioppabte,  —  Rela^ 
tion  analffUçue  entre  dix  plant  tangents^  diaplans  conjuguée  à  une  surface  de  seconde 
classe. 


%  1.  SURFACES   DE   SECONDE   CLASSE  ASSUJETTIES   A   CERTAINES   CONDITIONS. 

SIS.  Considérons  deux  surfaces  de  seconde  classe  définies  par  les 
équations  tangentielles 

S  =  o,       S'  =  G. 

Les  plans  tangents  communs  h  ces  surfaces  se  rencontrent  successive* 
ment  suivant  des  droites  dont  le  lieu  est  une  nouvelle  surface  qui  les 
enveloppe  complètement  et  qu*on  appelle  surface  développable  eircon- 
écrite  aux  premières.  Nous  étudierons  plus  loin  les  propriétés  des 
surfaces  développablcs;  il  nous  suflBt,  pour  le  moment,  de  savoir  que 
la  classe  d'une  telle  surface  se  désigne  par  le  nombre  de  plans  tangents 
qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  de  Tespace.  Or,  si  on  élimine  entre 
les  équations  S  et  S'  et  celle  d'un  point  A  =  o,  les  variables  u  et  v, 
on  arrivera  à  une  équation  du  4«  degré  en  w  dont  les  racines  corres- 
pondent aux  plans  tangents  communs  passant  par  le  point  A.  Donc, 
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la  développable  eircotuerite  d  deta  surfaces  du  second  wdre  est  gini' 
rakment  de  la  quatrième  classe. 

Nous  verrons  bientôt  que  la  classe  de  la  développable  peut  s^abaisaer 
d'une  unité  dans  certains  cas;  c'est  ce  qui  arrive  quand  les  surfaces  de 
seconde  classe  sont  des  hyperboloîdes,  des  paraboloïdcs  ou  des  cônes  qui 
ont  une  génératrice  commune. 

SI  4.  Surfaces  tangentes  à  huit  plans.  Si  on  désigne  par  S=so, 
S' sa  o  les  équations  de  deux  surfaces  déterminées  et  tangentes  à  huit 
plans  donnés,  l'équation  du  second  degré 

S-|./S'«o, 

où  A  est  un  paramètre  arbitraire,  définit  une  surface  quelconque  de 
seconde  classe  jouissant  de  la  même  propriété  de  toucher  les  plans 
donnés;  car  les  coordonnées  de  ces  plans  annulent  S  et  S'  et  vérifient 
l'équation.  De  plus,  les  surfaces  S  et  S'  sont  tangentes  k  une  même 
développable  de  la  4*  classe  et  tout  plan  tangent  commun  à  S  et  S' 
touchera  aussi  une  surface  quelconque  du  système.  Donc,  toutes  les 
surfaces  de  seconde  classe  tangentes  d  huit  plans  sont  inscrites  dans 
une  même  développable. 

Nous  avons  vu  (N*"  37i)  qu'en  général  neuf  plans  tangents  déterminent 
une  surface  de  seconde  classe  et  une  seule.  Cependant,  si  les  plans 
donnés  étaient  tangents  &  une  même  développable  de  la  4*  classe, 
circonscrite  à  deux  surfaces  S  et  S',  il  y  aurait  une  infinité  de  surfaces 
de  seconde  classe  renfermées  dans  l'équation  S-f-XS'=3  0  qui  satis- 
feraient à  la  condition  de  toucher  les  neuf  plans  donnés;  on  dit  alors 
que  ces  plans  ne  sont  pas  distincts. 

THÉOftiME  t.  Le  pâle  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  eur faces  de  eeconde  clasee 
tangeniee  à  huit  plané  décrit  une  ligne  droite» 

Car,  rëqaation  du  pôle  d'un  pian  par  rapport  à  la  surface  S-l-^'  =  0  est  de 
la  forme 

P-}->F  =  o, 

et,  quel  que  soit  1,  il  se  trouvera  sur  la  ligne  qui  joint  les  points  F  =0,  F  as  o. 

Si  le  plan  fixe  est  à  Tinfini,  son  pôle  coïncide  avec  le  centre  de  la  surface;  donc, 
les  centrée  des  eurfaoee  de  eeconde  datée  tangentes  à  huit  plans  sont  sur  une  même  droite, 

9,  Les  droites  conjuguées  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  surfaces  de  seconde 
classe  tangentes  à  huit  plans  sont  sur  un  mêtne  hyperboloîde. 
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En  effet,  les  pôles  de  deaz  pltns  passant  par  la  droite  donnée  ayant  pour  équations 

P  +  AP'  =  o,     Q4-iQ'=o. 
la  droite  qui  les  joint  engendrera  la  surface  PQ'  ^  QP'  =r  o. 

S.  Lô  plan  polaire  d*ttn  point  fiae  par  rapport  ans  êurfaeeê  iangenteg  à  hnit  plam 
enveloppe  une  turfaet  développable  de  la  S*  elatêe, 

4.  les  plane  diamétraux  eot^u^nèe  d'une  même  direction  dane  les  eurfacee  tangeniee 
à  huit  plane  enveloppent  une  enrfaee  développable delaZ*  elaeëe, 

SI 6.  Surfaceê  tangentes  à  sept  plans.  Soient 

S  =  o,      S'  =  o,      S"  =  o 
les  équations  de  trois  surfaces  tangentes  à  sept  plans  donnés.  L*équation 

S  +  ÀS'  +  fjiS"  =  o 

où  A  et  |ui  sont  des  coefficients  indéterminés  représentera  d'une  manière 
générale  toutes  les  surfaces  de  seconde  classe  tangentes  aux  mêmes 
plans,  puisque  leurs  coordonnées  annulent  les  polynômes  S»  S'  et  S'' 
quels  que  soient  A  et  [x.  Mais  les  équations  du  second  degré 

S  =  o,       S'  =  o,       S"  =  o 

donnent  en  général  huit  solutions  communes;  il  en  résulte  que  toutes 
les  surfaces  du  système  ne  touchent  pas  seulement  les  sept  plans  donnés, 
mais  encore  un  huitième  plan  fixe.  Donc,  toutes  les  surfaces  de  seconde 
classe  tangentes  à  sept  plans  touchent  un  huitième  plan  fixe. 

D'après  un  théorème  démontré  précédemment  (N^  288),  les  huit 
plans  étant  partagés  en  deux  groupes  seront  les  faces  de  deux  tétraèdres 
conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre. 

TaioaiMB.  1.  Le  pôle  d*un  plan  fiae  par  rapport  au»  eurfacee  de  eeeonde  elaeee 
tangentee  à  sept  plane  décrit  un  plan  fiae. 
Car  Téquation  du  pôle  est  de  la  forme 

P  +  >Q  +  A*»  =  o, 

et,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres,  ce  point  reste  dans  le  plan  passant 
par  les  points  P  =  o,    Q  =  o«    R  =  o. 

t.  Le$  centres  dee  surfaceê  de  seconde  classe  tangentes  à  sept  plans  sont  dans  un 
même  plan  ' 
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s.  Le  pkm  polaire  d'un  point  fime  par  rapport  aum  eurfaeee  de  êecondt  ekuëe 
tangenteê  à  eept  plane  enveloppe  une  eurfaee  de  3«  elaeee. 
En  effet,  si  on  élimine  >  et  /«  entre  les  équations 

P'  +  Xy  +  /«R'  =  0,      F'  +  )Q"  4-  mR"  =  o,      P"'  +  IQ"'  +  pW"  =  o 

qoi  représentent  les  pôles  de  trois  plans  passant  par  le  point  fixe,  on  arrive  i  réqnation 
du  troisième  degré 

F      Q'      R'      =0. 
P"    Q"     R" 
F"    0"'    R'" 

4.  Lee  plane  diamétraum  confuguée  d^une  même  direetion  dane  lee  eurfaœe  de  eeeondê 
elaete  tangentee  à  eept  plane  enveloppent  une  eurfaee  de  troieième  elaeee, 

•!••  Si  dans  l'équation  S-{*AS'=io,  la  surface  S'  se  réduit  à 
l'ensemble  de  deux  points  AB  =  o,  il  yient 

S  +  AAB  =  o. 

Dans  cette  hypothèse,  la  développable  circonscrite  à  S  et  S'  se  réduit 
au  système  de  deux  cènes  circonscrits  et  ayant  leurs  sommets  aux  points 
A  =3  o,  B  sa  o.  L'équation  précédente  est  satisfaite  quel  que  soit  A  par 
les  coordonnées  des  plans  tangents  à  S  passant  par  les  deux  points  A  et  B; 
elle  définit  une  série  de  surfaces  de  seconde  classe  inscrites  dans  les  deux 
cônes.  Les  plans  tangents  i  S  et  passant  par  les  sommets  A  et  B  seront 
communs  aux  deux  cônes  et  toucheront  toutes  les  surfaces  du  système. 
Celles-ci  sont  donc  doublement  tangentes  et  devront  se  couper  suivant 
deux  courbes  planes;  chacune  d'elles  satisfait  k  huit  conditions,  et,  par 
conséquent,  on  doit  regarder  l'équation  précédente  comme  représentant 
en  coordonnées  tangcntielles  une  surface  quelconque  de  seconde  classe 
doublement  tangente  k  S.  Les  surfaces  représentées  par  les  équations 

S  =  o,    S  +  AAB  =  0,    S  -f  fxAC  =  o 

sont  inscrites  dans  un  même  cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est 
A=so;  en  les  retranchant  membre  k  membre,  il  viendra  pour  les  sommets 
des  autres  cônes  circonscrits  aux  surfaces  prises  deux  k  deux, 

B  a=  o.    C  =  o,     XB  —  fxC  =  o. 

On  voit  que  ces  trois  points  sont  sur  une  même  droite. 
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SI  7.  Lorsque  les  sommets  des  cônes  circonscrits  aux  surfaces 
S  +  ^Afi  =3  o  coïncident,  on  a  l'équation 

elle  représentera  une  série  de  surfaces  qui  se  touchent  tout  le  long  de 
la  courbe  de  contact  du  cône  avec  S;  c'est  l'équation  générale  en 
coordonnées  tangentielles  des  surfaces  de  seconde  classe  circonscrites 
à  S,  A  as  o  étant  le  pôle  du  plan  de  raccordement. 
Les  équations 

définissent  deux  surfaces  circonscrites  &  S  suivant  les  coniques  d'inter- 
section avec  cette  surface  des  plans  polaires  des  points  A  s»  o,  B  &»  o. 
En  les  retranchant  membre  à  membre,  on  trouve 

U«  —  uB»  =  o. 

Cette  équation  représente  les  sommets  de  deux  cAnes  circonscrits 
aux  deux  surfaces;  ces  sommets  jouissent  de  la  propriété  de  se  trouver 
sur  la  droite  des  points  A  et  B,  et  de  former  avec  eux  un  système 
harmonique. 

118.  Lorêqu^une  iurfaee  de  seconde  classe  est  drcanserite  à  un 
quadrilatère^  les  plans  tangents  menés  par  une  droite  à  la  surface  et  les 
plans  passant  par  cette  droite  et  les  sommets  opposés  forment  un  faisceau 
de  six  plans  en  involution  (Foub). 

Soit  0123  un  quadrilatère  gauche  dont  les  sommets  ont  pour  équations 

Ao  ^  o^         Ai  Ks  o.         As  =  0,         As  ■"  o. 

Là  surface  circonscrite  est  représentée  en  coordonnées  tangentielles  par 
l'équation 

AoAt  —  AA1A3  B=»  o. 

Menons  par  une  droite  d  un  plan  P  tangent  à  la  surface;  désignons 

par  po  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  o  sur  la  droite  d^  et 

A 
par  o,P  l'angle  d'un  plan  mené  par  d  et  le  point  o  avec  le  plan  P. 

On  aura 

A«  A 

:  Po  sin  o,r* 


|/tt*  4"  ^*  +  <*^' 
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De  mémey 

A,  .A  A,  .A  A,  .A 

»PiSini,P,    — ==  =ptSin2,P,  z=r=p88iD3,P. 


l/tï'+ï^+tr»  j/m*+u*+w«  (/ii«+r*+io> 

En  substituant  dans  Téquation  de  la  surface,  il  viendra 

A         A 
fopt  sin  o,P  sin  29P      . 

A         A 
pifs  sin  i,P  sin  3, P 

On  aura  aussi  pour  le  second  plan  tangent  P'  passant  par  la  droite  d 

A          A 
PqP%  sin  o,P'  sin  2,P' . 

pipssin  i,P'sin3,P' 
On  en  déduit 

.     A         A  A         A 

sin  o,P  sin  2,P      sin  o,P'  sin  2,P' 

sin  i,P  sin  3,P      sin  i^P'  sin  3,P' 
et,  par  conséquent,  les  six  plans  forment  une  involution. 

S 19.  Si  un  hexagone  gauche  formé  de  six  génératrices  appartenant 
trois  à  trois  aux  deux  systèmes  est  inscrit  dans  une  surface  de  seconde 
classe^  les  droites  qui  joignent  les  sommets  opposés  concourent  en  un 
même  point  (Folie). 

Soit  1 23456  (Fig.  56)  rhexagone  gauche,  et 

A|  =  o,     Al  ^  o,     Aa  =  o,     A4  =  o,     A5  =  o,    A6  =  o 

les  équations  des  sommets.  Si  on  prolonge  le  côté  45  jusqu'à  sa  rencontre 

en  a  avec  le  côté  12,  on  obtient  deux  quadrilatères  inscrits  1560,  234a 
qui  ont  un  sommet  commun  A  b=  o.  L'équation  tangentielle  de  la  surface 
sera 

AAAé  —  |uiAiA6  =  o     ou     iiAAj — |uiiA«A4bbo; 
d'où  on  déduit  l'identité 

/AAe  —  |xAi  As  ^  /lAAs  —  fji|AiA4. 
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Il  en  résulte  que  les  équations 

A  (AAe  —  A1A5)  =3  o,     fxAiAs  —  /JI1A1A4  =  o 
représentent  le  même  lieu;  la  seconde  est  satisfaite  en  posant 

Afsso,    Ai=»o; 
Ab  =  o,    A4  =  o; 

ces  équations  déterminent  le  point  a,  intersection  des  lignes  AiAf, 
A4AB;  elle  est  encore  vérifiée  en  posant 

Ai  =  o,    A4  =  o; 
Ab  =  o,     At=»o; 

ces  équations  définissent  le  poiot  dMntersection  des  diagonales  14,  25,  et 
comme  il  doit  coïncider  avec  le  point  AAe  —  ^As  =  o  de  la  première 
équation,  on  voit  que  les  diagonales  ont  un  même  point  commun. 

190.  Étant  données  trois  surfaces  de  seconde  classe  S,  Si,  Si,  on 
mène  une  surface  Si  inscrite  dans  la  diveloppable  circonscrite  à  S  et  Si; 
une  surface  s^  inscrite  dans  la  développable  circonscrite  d  S  e(  Ss; 
les  développables  respectivement  circonscrites  aux  surfaces  Si  et  Sf, 
Si  et  St  sont  tangentes  à  une  même  surface  de  seconde  dasse. 

En  effet,  les  équations  tangentielles  de  Si  et  St  sont  de  la  forme 

S  —  kiSi  =  0,     S  —  *,Si  =  o  ; 

on  en  tire  par  soustraction 

fciSi  —  fcjSî  =  o  : 

équation  qui  représente  une  surface  de  seconde  classe  inscrite  dans  la 
développable  circonscrite  à  Si  et  St»  ainsi  que  dans  la  développable  cir- 
conscrite &  Si  et  ss,  puisqu'elle  est  satisfaite  en  même  temps  que  les 
précédentes. 

191.  Étant  données  trois  surfaces  de  seconde  classe  S,  Si,  S  —  kSi 
inscrites  dans  une  mime  diveloppable^  et  une  autre  surface  diterminie 
8  =3  Oy  on  mène  deux  surfaces  Si  et  St,  l'une  inscrite  dans  la  dtvelop^ 
pable  circonscrite  d  s  e<  S,  l'autre  dans  la  diveloppable  circonscrite  à 
s  6(  Si,  les  divdoppables  respectivement  circonscrites  à  Si  et  St>  s  et 
S  —  tôi,  touchent  une  mime  surface  du  second  ordre. 
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En  eflfety  si  on  retranche  membre  à  membre  leè  équations  des  sur- 
faces #1  et  $% 

après  avoir  multiplié  la  seconde  par  it»  il  Tient 

S  —  ifcSf  —  (*i  —  kkt)  s  —  o. 
Donc,  etc. 
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r 

SM.  Soient  les  deux  surfaces  de  seconde  classe  représentées  par  les 
équations. 

R  =3  aiiU*  -f-  Oh»'  +  CssiD*  +  «44r*  +  aanuu  +  zaï^uw  +  zauur 

-f- aanvw  +  201  iVr  +  aawirr  =  o, 

S  =  oiiii'  +  aitv*  -f-  Osa*;*  +  o^V*  +  so/tu»  +  aoisuu?  +  20  uur 

+  20tsVti;  +  2auw  +  2084trr  =  o. 

Les  lettres  «,  v,  tv,  r  peuvent  aussi  désigner  les  coordonnées  tétraé- 
driques.  L'équation 

R  +  fjtS  =  o, 

dans  laquelle  (i  est  un  paramètre  arbitraire,  définit  un  système  de 
quadriques  ayant  les  mêmes  plans  tangents  communs  que  les  deox 
premières;  elles  sont  inscrites  dans  la  développable  circonscrite  &  R  et  S. 
Dans  ce  système,  il  y  en  a  quatre  qui  se  réduisent  à  des  coniques  planes  ; 
car,  si  on  exprime  que  Téquation  représente  une  conique,  on  a  les 
relations  (N<»  373) 

(p)  R;+pis;=o,  R;+fxs;=o,  R;+f*si=o,  R;+ps;=o, 

et,  en  éliminant  les  variables,  on  trouve 

oii+fjtoii,    ati-\'iMili9    Oi»+/xo/i,    Oi4+fx»44       =0. 
o«4  +  ftoii,    au  +f*«««>    an+iiaizi    014  +fxot4 

«51  +1^151,     Ojt  +/^05î,      05»  4"/^*">     *»♦  +  f^^»* 

04I+|U1041,       04t+fJl04t,       O43+PO4J,       044+fX044 
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ou  bien,  en  développant, 

d + Jtfx + i /jx»  +  if fji»  +  dy  —  o. 

Les  coeffidento  d  et  éP  sont  les  discriminants  de  R  et  de  S;  les 
coefficients  k,  k^  et  /"s'obtiennent  par  l'opération  indiquée  précédemment 
pour  0,  6'  et  cp.  Cette  équation  du  quatrième  degré  étant  résolue»  on 
substituera  chaque  racine  dans  les  relations  (p)  pour  en  déduire  les 
coordonnées  du  plan  de  la  conique  correspondante.  Ainsi,  il  exisUt  en 
général^  quatre  coniques  inscrites  dans  la  diveloppable  eirconserite  d 
deux  surfaces  de  seconde  classe.  On  les  appelle  souvent  lignes  de  striction 
ou  lignes  nodales  de  la  développable. 

SM.  Les  plans  des  cofiiques  inscrites  dans  la  diveloppable  forment  un 
tétraèdre  conjugué  à  toutes  les  surfaces  du  système. 

L'équation  du  pôle  d'un  plan  {u'  t/  w'  r')  par  rapport  à  la  surface 
R  ^  |iS  =  o  est  de  la  forme 

Or,  si  le  plan  {u'  v'  uj'  r')  coïncide  avec  celui  de  la  conique  quf 
correspond  i  une  racine  fxi,  on  a  : 

R^  +  i^iSi»  =  0,     Ri»  +  fXiSj»  =  o,     Ri^  +  (iiS^  =  o,     Rî*  +  f*«SJ*  =  o, 

et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

(fx  —  fxi)  [mS^.  +  «Si»  +  irS,;.  +  rS;-]  =  o, 

ou  bien 

tis^.  +  «s;»  +  ti?si. + rs;»  =  o 

qui  représente  un  point  fixe.  On  démontre  aussi  que,  réciproquement, 
si  un  plan  a  pour  pôle  un  point  fixe  par  rapport  k  toutes  les  surfaces  du 
système,  il  coïncidera  avec  l'un  des  plans  des  coniques  inscrites  dana  la 
développable. 

De  plus,  le  pôle  du  plan  {u'v'u/r')  est  le  point  d'intersection  des  plans 
des  trois  autres  coniques.  En  effet,  pour  les  coniques  correspondantes 
aux  racines  /uii  et  fxi,  on  a  : 

Rn' + f**si' — o,   Ri.+^is;.  =  o,   Rif+inSi^  =  o,   r;.  +  juiis;- =» o, 

Ri"+fAïSi"s=o,     Ri"+fxtSi"==o,     Ri"+fXfSi"  =  o,     RJ"+|ui«S^»«=Q. 
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Multiplions  les  premières  égalités  respectivement  par  u'\  v'%  w"^  r''  et 
faisons  leur  somme;  de  même,  multiplions  les  autres  par  ti',  v%  w\  r' 
pour  les  ajouter  ensuite  membre  à  membre;  en  retranchant  les  deux 
sommes  ainsi  obtenues,  on  trouve 

(fx,  —  fx,)  (tt"S;.  +  t;"S;  +  w'^S;^  +  r"S;)  =  o  : 

relation  qui  prouve  que  le  plan  u"j  v",  w'\  r"  passe  par  le  pAle  du 
plan  (tf'y  v'f  to'f  r',).  On  démontre  de  la  même  manière  que  les  autres 
plans  passent  par  le  même  point;  donc  le  pâle  d'une  face  du  tétraèdre 
des  plans  des  coniques  est  le  sommet  opposé  et  ce  tétraèdre  est  conjugué 
k  toutes  les  surfaces  du  système. 

194.  La  détermination  des  coniques  de  la  développable  et  celle  des 
cônes  passant  par  Tintersection  de  deux  quadriques  dépend  de  la  même 
équation  du  quatrième  degré.  En  effet,  nous  avons  vu  que,  pour  les 
surfaces 

0 

R  =  anX*  +  a%^*  + =  o, 

S  =  a4i  x'  +  atij' -)- =0, 

réquation  du  quatrième  degré  en  A  est  : 

d+  ei + i  (fi*  +  e'A»  +  d'i*  =  o, 

d  et  3'  étant  les  discriminants  de  R  et  de  S,  et  les  coeflScients  0  et  0'  ayant 
pour  expressions 

ô  =  rtiiAii -|-oitAit  + 

â' =  au  Ail  4"  ûnAit  + 

Enfin,  le  coeflBcicnt  9,  d'après  son  origine,  est  le  produit  des 
déterminants  du  second  ordre  que  Ton  peut  former  avec  les  coeflS- 
cients de  i  par  les  déterminants  analogues  mais  complémentaires  de  d\ 
Ainsi,  on  a 

Cela  étant,  considérons  les  équations  en  coordonnées  taugentielles  des 
mêmes  surfaces 

Antl* -|- AmW' -}- •     •      •     •     •  =0 
A|iM*  +  A',tw*  + =0, 
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€t  formons  réquation  en  [i  pour  celles-ci.  Ce  sera 

d  +  k(i  +  J/*^»  +  *>•  +  d>*  =  o . 

Les  coeflScîents  d  et  d'  sont  les  discriminants  des  équations  précédentes 
ou  les  déterminants  réciproques  de  S  et  de  3\  En  vertu  d^une  propriété 
de  ces  déterminants,  on  aura 

Le  coefficient  k  s'obtient  en  multipliant  A/i,  Att  etc.  par  les  premiers 
mineurs  de  d  qui  ont  pour  valeurs  au$*j  au^*  etc.;  il  vient  donc 

k  =  3*(ai4A/i  +  awAf',  +  •  •)  =  ^'(î'. 

On  aura  de  même,  k'  =»  ^^'^ 

Enfin,  le  coefficient  /* est  une  expression  de  la  forme 

f=  (AhA„  —  Al.)  (AijA;*  —  AiJ)  +  ..., 

ou  bien,  en  remplaçant  les  seconds  mineurs  des  réciproques  par  leurs 
valeurs 

/•=r  W  [{aizau  —  as*)*  (a/iaii  —  ait)*  -] ] 

c'est-i-dire 

f=  (fdd'. 

En  substituant  ces  diverses  valeurs,  Téquation  en  (a  devient  : 

à 

Or,  si  Ton  pose  :  fi  =  -r-  »  on  retrouve  Féquation  du  quatrième  degré 

en  >.  Donc,  connaissant  les  racines  de  celle-ci,  on  aura  immédiatement, 
par  la  relation  précédente,  les  racines  de  l'équation  en  fx,  et,  par  suite, 
les  coniques  planes  de  la  développablc  circonscrite  aux  deux  quadriques. 

SS5.  La  discussion  faite  dans  le  chapitre  précédent  sur  la  nature  des 
cônes  et  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre 
s'étend  d'elle-même  aux  coniques  planes  et  à  la  développablc  de  ces 
surfaces  définies  par  des  équations  tangentielles.  Ainsi  : 

i<*  Lorsque  les  racines  de  V équation  en  /ji  sont  réelles  et  différentes^  les 
plans  des  lignes  nodales  sont  toujours  réels  et  si  les  coniques  qu'ils  renfer- 
ment sont  réelles^  la  développahle  circonscrite  est  réelle;  il  n'arrive  jamais 
que  les  quatre  coniques  sont  imaginaires;  si  deux  d'entre  elles  sont  réelles 
seulemenfy  la  développablc  circonscrite  est  imaginaire. 

3^  Lorsque  l'équation  en  fx  admet  deux  racines  réelles  et  deux  racines 

28 
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imaginaires^  il  existé  seulement  deux  plans  rieh  renfermant  deux  lignes 
nodales  réelles^  et  la  divetoppable  circonscrite  est  toujours  réelle. 

3®  Lorsque  Inéquation  en  (Jl  a  quatre  racines  imaginaires^  les  lignes  de 
striction  sont  imaginaires,  mais  la  développable  circonscrite  est  toujours 
réelle. 

S96.  La  développable  circonscrite  à  deux  quadriques  est  de  la  qua^ 
trième  classe  et  du  huitième  ordre. 
Pour  le  démontrer,  soient 


=  0, 

=  0, 


les  équations  des  surfaces.  Si  on  les  combine  avec  celle  d'un  point 
quelconque 

o'a  -f-  t'o  +  c'ii?  +  d^r  =  o, 

on  trouvera  quatre  solutions  communes;  par  suite,  il  exisle,  en  général, 
quatre  plans  tangents  passant  par  ce  point,  et  la  développable  est  une 
surface  de  la  quatrième  classe. 

De  plus,  toutes  les  quadriques  inscrites  dans  la  développable  sont 
données  par  Téquation 

(ail  +  /^an)«*'  +  («M  +  fJta«i)w*  + =  Oi 

ou  bien,  en  coordonnées  ponctuelles. 


an  4-fJUï/i 
ûti  -j-f^aii 
«51  +  (^aii 

X 


an  4"  Fû«« 

«M  +  /^^«« 

«Si  4"  /^^»« 

y 


an-^ixalz 
au  -f-  iJ-aiz 


at4  +  F« 


«55  +  fJtajj     034  -|-  fJta 
«45  +  paij     044  +  iJia 


X 

y 

z 

t 

o 


o. 


La  surface  développable  doit  être  considérée  comme  Tenveloppe  de 
ces  surjhces.  Or,  si  on  cherche  la  valeur  du  déterminant,  on  arrive  à  une 
équation  du  troisième  degré  en  ^  de  la  forme 

a/ui'  -j"  frf^'  -j-  C|ui  -|"  ^  =  o 
où  a,  b,  c,  d  sont  des  fonctions  du  second  degré  en  x,  y,  z,  t.  Posons 

f(^)  Ess  au^  -f"  V  -hci^-^-d 
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et  donnons  au  paramètre  /x  un  accroissement  très  petit  A.  Pour  deux 
aiirfaeea  infiniment  voisines^  on  aura 

d'où  on  déduit,  en  faisant  tendre  A  vers  zéro, 

7îf^+A)-/ï^y 


lim .  0 


') 


ou  bien,  ^  =  o.  Ainsi,  à  la  limite,  quand  la  courbe  d'intersection  des 
surfaces  appartient  à  la  développable,  on  a  : 

En  éliminant  u  entre  ces  égalités,  on  obtiendra  l'équation  ponctuelle 
de  la  développable.  Le  calcul  d'élimination  se  simplifie  en  rendant  la 
fonction  homogène.  On  pose 

cette  équation  peut  se  remplacer  par  la  suivante  : 

et,  X  et  jx  étant  en  général  différents  de  zéro,  si  ffi  =  o,  on  doit  aussi 
avoir  />  =  o.  L'équation  de  la  développable  s'obtiendra  donc  en  éliminant 
1  et  /x  entre  les  équations  dérivées 

3afx*  +  26/xX  +  cA*  =  o, 

ôfx*  4-  2CfxA  +  3dX*  =  o . 


Il  vient  ainsi  : 

3a    26     c      0 

=  0, 

0     3a    26     c 

•  6     2C    3(2     0 

0      6203^ 

ou  bien,  en  développant, 

{hc  —  gorf)»  =  4  (6«  —  zac)  («•  —  36^). 

La  surface  développ 

able  est  donc,  en  gêné 

irai,  du  huitième  ordre. 

S97.  On  peut  considérer  les  différents  cas  particuliers  signalés  dans 
le  chapitre  précédent,  en  supposant  que  les  équations  renferment  les 
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coordonnées  tangentielles;  on  en  déduira  sans  peine  la  nature  de  la 
développable.  Ainsi,  par  exemple,  les  équations 

fwB*  +  nC*  +  2rAD  =  o, 
m'B«+n'C«+2r'AD=o 

définissent  deux  surfaces  qui  se  touchent  en  deux  points;  les  faces  a^  et 
i^  sont  des  plans  tangents  ayant  le  même  point  de  contact  sur  les  deux 
surfaces.  Il  y  a  une  racine  double  et  la  ligne  nodale  correspondante  se 
réduit  &  deux  points.  Les  plans  tangents  communs  devant  passer  par  Tun 
de  CCS  points,  la  surface  développable  circonscrite  se  composera  de  deux 
cdnes  du  second  ordre. 
Les  équations 

mB«  +  nC«  +  2pBD  +  2rAC  =  o, 
m'B«+n'C*+2p'BD+2r'AC=:  o 

donnent  lieu  à  deux  racines  doubles  pour  l'équation  en  /x.  Les  surfaces 
ont  une  génératrice  commune,  puisque  les  équations  sont  satisfaites  en 
posant  B  =  o,  C  =  o;  tous  les  plans  passant  par  |3y  sont  des  plans 
tangents  communs.  Les  lignes  nodales  sont  représentées  par 

(wf  —  rm*)  B*  +  {nt'  —  rn!)  C«  +  2  (pr'  -  rp')  BD  =  o, 
{fw!  —  fwp)  B*+  {;pn'  —  np')  C«  +  2  {ipr'  —  rp')  AC  =  o. 

En  divisant  par  pr'  —  rp',  ces  équations  peuvent  se  ramener  &  la 
forme 

P'  +  9^^  +  2BD  =  o, 
*B«+AC«  +  2AC  =  o, 
ou  bien 

5C«  +  B(/B  +  2D)  =  o, 
fcB«  +  C  (AC  +  2A)  =  o. 

Posons  :     A'  =  AC  +  2 A,    D'  ==  /B  +  2D  ;     il  viendra 

jC»  +  BD'  =  o, 
*B«  +  CA'  =  o. 

Rapportons  les  surfaces  au  tétraèdre  A',  B,  C,  D';  en  supprimant  les 
accents,  il  faudra  déterminer  la  classe  et  l'ordre  de  la  développable 
ayant  pour  lignes  nodales 

yC«4-BD  =  o, 

AB«  +  CA  —  o. 
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Au  lieu  de  suivre  la  méthode  générale,  on  y  arrive  plus  simplement 
comme  nous  allons  l'indiquer.  Soit 

AoA  +  BoB  +  CoC  +  DoD  =  o 

l'équation  d'un  plan  tangent  de  la  développable  ;  ses  coordonnées  doivent 
satisfaire  aux  équations  précédentes,  et  Ton  aura 

sc;+BoDo  =  o,  ab;  +  CoAo  =  o. 


On  en  déduit 


MJq  =  —  ■  9        Kjq  =  —  — — 

Bo  Ao 


Si  on  pose  :  a  =  -- ,  on  trouve 

Bo 

Co Do j       Ao k 

Bo  Bo  Bo  (x. 

En  substituant,  Téquation  du  plan  tangent  devient 

AA  —  aB  —  a*C  -{-  ya'D  =  o. 

Or,  en  remplaçant  les  coordonnées  par  celles  d'un  point  quelconque 
(A'B'C'D')  de  l'espace,  cette  équation  donnera  trois  valeurs  pour  a;  il  y  a 
donc  trois  plans  tangents  de  la  développable  passant  par  ce  point,  et  cette 
surface  est  de  la  troisième  classe. 

Afin  d'arriver  à  l'équation  ponctuelle  de  la  développable,  rendons 

l'équation  du  plan  tangent  homogène  en  mettant  ^  au  lieu  de  a:  on  aura 

P 

AP»A  —  «P'B  —  ««pC  +  ga^D  =  o, 
d'où  résultent  les  équations  dérivées 

3Jtp«A  —  2aj3B  —  a«C  =  o, 
—  |3*B  —  2aPC  +  35a«C  =  o. 
En  éliminant  a  et  /3,  il  vient  l'équation  du  4"  degré 

{gkgAB  —  BC)*  =»  4(3*AC  +  B«)  (sgBD  +  C«). 

Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  surfaces  du  second  ordre  ayant  une  géné- 
ratrice commune,  la  développable  circonscrite  n'est  plus  que  du  4*  ordre. 

Par  deux  points  de  l'espace,  on  peut,  en  général,  mener  six  plans 
tangents  h  une  développable  de  la  troisième  classe,  de  sorte  qu'une  telle 
surface  ne  peu^  avoir  plus  de  six  plans  tangents  communs  avec  une 
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surface  du  second  ordre.  Ainsi,  toute  surface  de  seconde  classe  tangente 
à  sept  plans  d'une  dëveloppable  de  la  3*  classe  sera  inscrite  dans  celle-ci* 
Nous  avons  vu  précédemment  que  toutes  les  surfaces  de  seconde  classe 
tangentes  à  sept  plans  touchent  un  huitième  plan  fixe;  dans  le  cas 
particulier  où  les  sept  plans  sont  tangents  k  une  dëveloppable  de  la 
3*  classe,  le  huitième  plan  sera  indéterminé  et  pourra  coïncider  avec 
tout  autre  plan  tangent  &  la  dëveloppable. 

Donc,  huit  plans  tangents  quelconques  d'une  surface  développahle  de  la 
troisième  classe  sont  tels  que  toute  surface  du  second  ordre  tangente  d 
sept  de  ces  plans  touche  nécessairement  le  huitième,  et,  partagés  en  deux 
groupes^  ils  forment  deux  tétraèdres  conjugués  à  une  même  surface  de 
seconde  classe. 


%   3.    RELATION   ANALYTIQUE   ENTRE   DIX   PLANS   TANGENTS,    DIX   PLANS 
CONJUGUÉS    A    UNE    SURFACE   DE    SECONDE    CLASSE. 

898.  Si  dix  plans 

sont  tangents  d  une  même  surface  de  seconde   classe,   il  existe  des 
constantes  A^,  P......  qui  donnent  la  relation  identique  2\^^i^\  =o. 

Réciproquement,  si  on  a,    entre  dix  plans  de  l'espace,    Videntitè 

ces  plans  sont  tangents  à  une  même  surface  du  second  ordre. 
Considérons  la  surface  de  seconde  classe  représentée  par 

et  exprimons  qu'elle  est  tangente  aux  dix  plans  (Uii;iti7i),  (tfiVit&i) 

11  viendra  les  dix  relations 

awî-j-a't?î+ =1, 

au\  + «I, 

{h) 

«uîo+ =i> 
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La  condition  nécessaire  et  suflBsante  pour  que  ce  système  ait  une 
solution  commune  pour  les  paramètres  sera 


{s) 


u]      V\       w]        V^tV^ 


O. 


"îo    C    M^îo    v.ott;,, I 

D'un  autre  cdté,  pour  que  Ton  ait  Tidentité 

2l°^4  (w^x  +  u^y  4-  tt7,jr  —  i)«  =  o, 

il  faut  que  les  coefficients  des  différentes  puissances  des  variables  soient 
nuls  ainsi  que  le  terme  indépendant;  on  aura  donc  les  dix  équations 

\u]-^\vl-{- =o, 

V;  +  A,v;+ =o, 

A,U7Î  +  A,u;î+ =o, 

(fc)       ^^t;,ii^^  +  /,i;,u?j+ =0, 


Elles  admettront  une  solution  commune  pour  les  rapports 

si  la  condition  (a)  est  satisfaite,  c'est-à-dire,  si  les  plans  sont  tangents 
à  une  même  surface  de  seconde  classe;  réciproquement,  si  les  dernières 
équations  sont  vérifiées  par  un  système  de  valeurs  déterminées  des 

rapports    ^1  :  As  :  A3 Aio,    la    condition   (s)    aura    lieu    et   les 

équations  (h)  admettront  un  système  de  valeurs  communes  pour  les 
paramètres^  a,  a'  etc.;  doncj  les  plans  seront  tangents  à  une  même 
surface  de  seconde  classe. 

D'après  la  signification  du  premier  membre  de  l'équation  d'un  plan, 
le  théorème  précédent  revient  à  dire  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante,  pour  que  dix  plans  soient  tangents  à  une  surface  de  seconde 
classe,  est  qu'il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène 

2;%pî=o 
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entre  les  carrés  des  dislances  de  ces  plans  à  un  point  quelconque  de 
t'espace  (P.  Sbrret). 

S99.  Lorsque  dix  couples  de  plans 

p,p;=o,    P,P4  =  o,     ,     P,oPio  =  o 

sont  conjugués  à  une  même  surface  de  seconde  classe^  on  a  l'identité 

Réciproquement,  si  on  a  l'identité  précédente^  les  dix  couples  de  plans 
sont  conjugués  à  une  même  surface  de  seconde  classe  (P.  Serret). 

En  effet,  si  on  exprime  que  dix  couples  de  plans  (uit7itc;«),  {ulviwî)^  etc. 
sont  conjugués  à  la  surface 

on  obtient  les  dix  égalités 

aiiiMi +tt't?iv/ +  a"u?iti?/-f-6(viu?i +  U7ii7i')-}- •     •     •     •  =  t> 
autui-\- =1. 

(A') 

autoUio -i- =  i; 

et  pour  que  Tenait  Tidentilé 

2î®ii  (uixH- Viy  +  WiZ —  i)  (i//x4- vîy  +wiz —  i)  =  o, 
on  doit  avoir  les  équations 

X|ViV/+ =  o, 

X|tt?iU>/+ =  o, 


Or,  il  est  facile  de  vérifier  que  la  condition  pour  que  ces  deux 
systèmes  d'équations  admettent  un  système  de  valeurs  communes  pour 
a,  a' ,  X^  :  As  •  •  •  •  :  Xio  est  la  même  des  deux  côtés;  il  en  résulte 
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que,  les  équations  (A')  étant  satisfaites,  il  en  sera  de  même  des  équations 
(&'),  et  réciproquement. 

StO.  On  démontrera  facilement  (N^  308)  que  le^  identités 

expriment  que  toute  surface  de  seconde  classe  qui  est  tangente  à  tous 
les  plans  moins  un,  touchera  aussi  le  dernier^  et  réciproquement.  La 
seconde  étant  décomposée  en  deux  équations  équivalentes 

2ÎA,PÎ  =  o,    2îA,Pj  =  o 

conduit  immédiament  au  théorème  suivant  :  Huit  plans  de  l^espace^ 
tels  que  toute  surface  de  seconde  classe  tangente  à  sept  de  ces  plans 
touche  le  huitièmej  étant  partagés  en  deux  groupes  égaux^  seront  les 
faces  de  deux  tétraèdres  conjugués  à  une  même  surface  du  second  ordre. 

Réciproquement,  si  deux  tétraèdres  sont  conjugués  d  une  même  surface 
du  second  ordre^  toute  surface  de  seconde  classe  tangente  à  sept  faces 
touchera  nécessairement  la  huitième. 

Si  on  suppose  que  deux  faces  des  tétraèdres  soient  dans  un  même 
plan,  on  a  ce  théorème  :  Lorsque  deux  tétraèdres  conjugués  d  une  même 
surface  du  second  ordre  ont  deux  faces  dans  un  même  p/an,  les  six  plans 
p<ÂSsant  par  le  pôle  commun  sont  tangents  à  un  même  cène  du 
second  ordre. 

Si  les  faces  communes  sont  à  Tinfini,  on  aura  que  les  six  plans  de  deux 
systèmes  de  diamètres  conjugués  d'une  surface  de  seconde  classe  touchent 
un  même  cône  du  second  ordre. 

Enfin>  si  la  surface  est  une  sphère,  trois  plans  tangents  rectangulaires 
passant  par  le  centre  forment  un  système  de  plans  diamétraux  conjugués; 
par  suite,  deux  systèmes  de  trois  plans  rectangulaires  menés  par  un  point 
quelconque  de  l*espace  sont  tangents  d  un  même  cône  du  second  ordre. 

SS1.  Les  douze  plans  des  coniques  inscrites  dans  les  développabtes  ciV- 
eonscrites  d  trois  surfaces  du  second  ordre  sont  tangents  à  une  même 
surface  de  seconde  classe. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  identique  à  celle  du  N®  313. 

SS9.  Il  résulte  de  Tidentité  fondamentale. 
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à  laquelle  donnent  lieu  dii  plans  tangents  à  une  surface  de  seconde  classe, 
que  les  équations 

KK  +  \K  +  ^,Pî  +  \n  +  A,p;  4-  A„Pî, = o 

représentent  la  même  surface.  Supposons  que  les  plans  P^  P,i  P^i  P4  pas- 
sent par  un  même  point.  La  première  déGnira  un  cAne  conjugué  k  Tangle 
solide  formé  par  les  plans  P^ ,  P,,  P,,  P^,  de  telle  sorte  que  les  arêtes 
opposées  sont  des  droites  conjuguées  par  rapport  au  cône  ;  car,  on  vérifiera 
facilement  que  le  plan  polaire  d'un  point  d*une  arête  passe  par  l'arête 
opposée.  La  seconde  équation  exprime  que  ce  cône  est  conjugué  à 
l'hexaèdre  formé  par  les  autres  plans,  c'est-à-dire,  que  les  sommets  oppo- 
sés de  ce  solide  sont  conjugués  par  rapport  au  cône.  On  en  déduit  ce 
théorème  : 

Un  hexaèdre  eî  un  angle  solide  tétraèdre  étant  circonscrits  d  une  surface 
du  second  ordre^  les  arêtes  opposées  de  Vangle  solide  et  les  quatre  couples 
de  droites  qui  joignent  son  sommet  aux  sommets  opposés  de  tkexaèdre  font 
six  couples  de  droites  conjuguées  à  un  certain  cône  du  second  ordre  dont 
le  sommet  coïncide  avec  celui  de  l'angle  solide  (P.  Serret). 

Dans  l'hypothèse  où  P,  ==  o,  P,  c=3  o,  etc.,  représentent  des  points 
dont  les  quatre  premiers  sont  dans  un  même  plan,  la  même  décompo- 
sition de  l'identité  fondamentale  conduit  au  théorème  suivant  : 

Un  quadrangle  plan  et  un  octaèdre  étant  inscrits  d  une  surface  du  second 
ordre,  les  côtés  opposés  du  quadrangle  et  les  traces  de  son  plan  sur  les 
faces  opposées  de  Voctaèdre  font  six  couples  de  droites  conjuguées  à  une 
certaine  conique  située  dans  le  plan  du  quadrangle  (P.  Serret). 

M.  P.  Serret  a  déduit  de  ces  théorèmes  la  détermination  des  éléments 
principaux  d'une  surface  du  second  ordre  définie  par  neuf  points  ou  neuf 
plans  tangents,  lorsque  quatre  de  ces  points  sont  dans  un  plan  et  lorsque 
quatre  des  plans  tangents  passent  par  un  même  point. 


CHAPITRE  XVI. 

PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES     DES    SURFACES 

DU    SECOND    ORDRE,    (sditb.) 

Méthodes  de  la  transformation  des  figures. 


SoMMAïu.  Théorie  de$  polaires  réciproqueê  :  surface  polaire  réciproque  d'une  sphère, 
d'une  surface  de  révolution  du  second  ordre;  applicatiofi  à  la  recherche  des  propriétés 
descriptives  et  métriques  d'une  surface  du  second  degré,  —  formules  de  la  transfor- 
mation homographique  et  hotkologique  :  exemples. 


$  1.    THÉORIE   DES   POLAIRES   RÉCIPROQUES. 

SM.  Lorsque  deux  figures  sont  telles  qu'à  un  point  de  la  première 
correspond  un  plan  dans  la  seconde,  et  réciproquement,  à  un  point 
de  la  seconde  un  plan  de  la  première,  on  dit  qu'elles  sont  corrélatives. 
Les  principes  de  la  théorie  des  pAles  et  des  plans  polaires  permettent 
de  construire  une  figure  corrélative  d'une  figure  donnée.  Considérons 
d'abord  une  figure  F  composée  de  points,  de  droites  et  de  plans. 
Déterminons  les  plans  polaires,  les  droites  conjuguées  et  les  pôles  des 
plans  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré  auxiliaire  2  :  nous 
obtiendrons  une  nouvelle  figure  F'  composée  de  plans,  de  droites 
et  de  points  qui  correspondent  respectivement  aux  points,  aux  droites 
et  aux  plans  de  la  figure  proposée.  Un  système  de  points  en  ligne  droite 
de  la  figure  F  donnera  un  système  de  plans  passant  par  une  même 
droite  dans  la  figure  F',  et  réciproquement.  Enfin,  d'après  la  théorie 
des  pAles  et  des  plans  polaires,  il  est  visible  que  si  on  cherche  les 
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pAles  des  plans,  les  droites  conjuguées  et  les  plans  polaires  des  points 
de  la  nouvelle  figure  F',  on  retrouvera  la  première.  Deux  figures  qui 
jouissent  de  cette  propriété  ont  été  appelées  par  Pongblet,  figurée 
polaires  réciproques. 

Supposons  que  la  figure  F  renferme  une  surface  courbe  S  de  Tordre  m. 
Menons  un  plan  tangent  P  i  S,  et  déterminons  son  pôle  p  par  rapport 
à  la  surface  auxiliaire  2.  Si  le  plan  P  se  déplace  en  restant  tangent 
à  S,  son  pôle  p  décrira  une  certaine  surface  S'  qui  sera  le  lieu  géomé- 
trique des  pôles  de  tous  les  plans  tangents  k  S.  Réciproquement»  un 
plan  tangent  quelconque  k  S'  aura  son  pôle  sur  la  première  surface. 
En  effet,  soient  a,  6,  c,  trois  points  de  S  et  tt  le  point  d'intersection 
des  plans  tangents  à  S  en  ces  points;  a',  6',  c%  étant  les  pôles  de  ces 
derniers  sur  la  surface  S',  le  plan  a'6'c'  aura  pour  pôle  le  point  ir. 
Supposons  que  les  trois  plans  tangents  viennent  se  confondre  en  un 
seul  touchant  la  surface  S  au  point  n;  les  pôles  a',  6%  c'  vont  se  rap- 
procher de  plus  en  plus  pour  se  confondre  en  un  seul,  tandis  que  leur 
plan  deviendra  tangent  &  S',  et,  à  cette  limite,  le  pôle  de  ce  dernier  sera 
toujours  le  point  de  contact  n  des  trois  plans  tangents  k  S  qui  coïncident. 
Donc,  on  doit  aussi  regarder  la  surface  proposée  comme  étant  le  lieu 
des  pôles  des  plans  tangents  à  S'  par  rapport  k  la  surface  auxiliaire. 
Les  surfaces  S  et  S'  qui  peuvent  se  déduire  Tune  de  Tautre  par  le 
même  procédé  se  nomment  surfaces  polaires  réciproques. 

La  surface  S  peut  être  rencontrée  par  une  droite  en  m  points;  par 
suite,  la  surface  S'  aura  m  plans  tangents  passant  par  une  même  droite 
et  sera  de  la  classe  m.  L'ordre  de  la  surface  réciproque  S'  sera  égal 
au  nombre  de  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  par  une  droite  à  la 
surface  S;  car,  à  ces  plans  tangents,  correspondent  dans  S'  autant 
de  points  situés  sur  une  même  droite.  C'est  ce  nombre  de  points  qui 
détermine  l'ordre  d'une  surface.  Or,  si  /(x,y,  x,  f)  =  o  est  l'équation 
de  la  surface  du  degré  m,  le  plan  tangent  est  représenté  par 

xf^+yfy'-\-^fs'  +  lfi=^o, 

comme  nous  le  verrons  plus  tard.  En  exprimant  qu'il  renferme  une 
droite  x=>az~\'p^  y  =^  bz  -^  q^  il  vient  les  équations 

«/■^  +  f>&  +  A-  =  o,      pf;^  +  qfi-  +  /■/  =  o. 
Si  on  Ajoute  la  condition  /'(x',  y\  %',  t')  =  o,  on  a  trois  équations 
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pour  déterminer  les  points  de  contact  des  plans  tangents  à  S  passant 
par  la  droite;  les  deux  premières  étant  du  degré  m  —  i  et  la  troisième 
du  degré  m,  on  aura  en  général  m  {m  —  i)'  valeurs  pour  les  inconnues. 

Ainsi,  la  polaire  réciproque  d'une  surface  de  f ordre  m  est  en  général 
de  la  classe  m  et  au  plus  de  Cordre  m[m'^  i)*. 

Enfin,  considérons  une  courbe  G,  intersection  de  deux  surfaces  S  et  5. 
Le  plan  polaire  d'un  point  de  cette  ligne  sera  &  la  fois  tangent  aux 
polaires  réciproques  S'  et  s'  des  surfaces  S  et  «;  il  en  résulte  que  si 
un  point  se  déplace  pour  décrire  la  courbe  G^  le  plan  polaire  se  meut 
en  restant  tangent  aux  surfaces  S'  et  s'  ;  il  engendrera  par  ses  inter- 
sections successives  une  surface  développable  circonscrite  à  S'  et  s'. 
Lorsque  les  surfaces  proposées  sont  respectivement  de  Tordre  m  et  n, 
leur  courbe  d'intersection  peut  être  rencontrée  par  un  plan  en  mn  points; 
par  suite,  la  surface  développable  aura  autant  de  plans  tangents  passant 
par  un  même  point.  Donc,  la  polaire  réciproque  d^une  courbe  de  l'ordre 
mn  est  en  général  une  surface  développable  de  la  classe  mn. 

SS4.  La  surface  du  second  degré  2  qui  sert  d'instrument  à  la  trans- 
formation est  quelconque;  on  peut  choisir»  de  préférence,  une  sphère 
sans  nuire  aux  résultats  auxquels  elle  conduit.  Soit  0  le  centre  d'une 
sphère  de  rayon  quelconque  r;  abaissons  du  point  0  une  perpendiculaire 
sur  un  plan  P.  Si  q  est  le  pied  de  cette  perpendiculaire  et  p  le  pôle 
de  P  par  rapport  &  la  sphère,  on  aura  la  relation 

Op.Oq^r^. 

On  peut  même  faire  abstraction  de  la  surface  sphérique  pour  ne 
conserver  qu'un  point  fixe  0.  La  surface  réciproque  s'obtiendra  en 
abaissant  du  point  0  des  perpendiculaires  sur  les  plans  de  la  figure 
donnée,  et  en  appliquant  la  relation  précédente  à  la  détermination  des 
points  p  de  la  surface  dérivée;  on  connaît  Of ,  et,  r  étant  une  constante 
donnée,  on  peut  déterminer  Op. 

Avec  un  peu  d*attcntion,  on  se  rendra  compte  facilement  du  tableau 
suivant  où  l'on  a  mis  en  regard  les  changements  apportés  par  la  trans- 
formation avec  une  sphère  auxiliaire. 

Un  point.  Un  plan. 

Un  plan.  Un  point. 

Une  ligne  droite.  Une  ligne  droite. 


—  446  — 

Un  syftème  de  n  droites  dans  un  pltOé  Un  système  de  n  droites  passant  par  un 

point. 


Lo  point  d*intersection  d'une  droite  et  Un  plan  paaiaAi  par  m  point  ci 

d*un  plan.  droit». 

Une  courbe  plane.  Vu  edne. 

Une  section  plaa»  A^u»  swfaes  donnée.  Un  cdne  circonscrit  à  la  surfece  réci- 


proque. 
Obiysltee  de  surfaces  passant  par  une        Un  système  de  surfaces  inscrites  dans 


e  courbe.  une  même  déreloppable. 

Une  corde  qui  réunit  deux  points  d*une  L'intersection  de  deux  plana  tangents  à 

surface.  la  réciproque. 

Un  polyèdre  de  n  faces  inscrit  dans  une  Un  polyèdre  de  n  angles  solides  circon- 

surface.  scrit  k  la  surface  réciproque. 

Une  surface  passant  par  n  points.  Une  surface  tangente  k  n  plans. 

Une  courbe  dans  un  plan  passant  par  Un  cylindre  dont  les  arêtes  sont  perpen- 

le  centre  de  la  sphère.  diculaires  au  plan  de  la  courbe. 

Un  système  de  lignes  droites  dans  un  Un  sytème  de  lignes  parallèles  perpen- 

plan  passant  par  le  centre  de  la  sphère.  diculaires  au  plan. 

Une  ligne  droite  à  Tinfini.  Une  ligne  droite  passant  par  le  centre 

de  la  sphère. 

Les  points  communs  k    deux  courbes  Les  plans  tangents  communs  à  deux 

gauches.  surfaces  dévcloppables. 

Une  surface  qui  admet  des  génératrices  Une  surface  qui  admet  des  génératrices 

rectilignes.  rectilîgnes. 

SSS.  Étant  donnée  l'équation  d^une  surface^  trouver  celle  de  la 
polaire  réciproque  par  rapport  à  la  sphère  x*  +  y*  -j-  «•  —  H  «=  o. 

Soit  f{Xf  y,  z)  =  o  l'équation  de  la  surface  donnée^  et  Xt,  yi,  «i  les 
coordonnées  de  l'un  de  ses  points.  L'équation 

xxi  +  yy I  4"  *^*  —  r*  =  o 
représente  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  &  la  sphère  auxiliaire. 
Si  on  la  compare  avec  l'équation 

uX'{-vy  +  wz  —  I  =  o, 

il  viendra  les  relations 

Xi  yi  «I 

11=--,    v=i-,    uj=— ; 
r*  r'  r* 

u,  Vy  w  sont  les  coordonnées  d'un  plan  tangent  à  la  surface  réciproque. 

On  en  tire 

Xi  =■  r*ii,        yi  =s  r*r,        Zi  =  r^w, 
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et  comme  les  coordonnées  xij  yi,  Zt  doivent  vérifier  f{x^y^  z)^^Oy 
on  aura  l'équation 

/*(r*ii,  r*i?,  r*u>)  =  o 

qui  représentera,  en  coordonnées  tangentielles,  la  polaire  réciproque  de 
la  surface  donnée. 

De  même,  si  on  donne  Téquation  tangentielle  F  (m,  v,  u?)  «a  o  d'une 
surface»  celle  de  sa  polaire  réciproque  en  coordonnées  cartésiennes 
sera  de  la  forme 


Vr«'    r«'    rV 


o. 


Si  on  suppose  r=^iy  on  arrive  à  la  règle  suivante:  Une  surface 
étant  représentée  par  /'(Xyy,  z)  =  o  ou  F  (ti,  v,  to)  =»  o,  P équation 
de  sa  polaire  réciproque  s'obtient  immédiatement  en  changeant  x,  y,  z 
en  Uy  V,  te,  ou  ti,  Vy  w  en  Xy  y,  z. 

Comme  application,  soit  la  surface  du  second  ordre  définie  par 
réquation  générale 

Ax«+A'y«+A"ji«-f  2By«+  2B'zx4-  2B"a;y + 2Cx+ 2C'y-f2C"z+F=o  ; 

la  polaire  réciproque  sera  représentée  en  coordonnées  tangenticUes  par 

Au*4-AV^-A''t0•+2B»u?+2B'wtl?+2B''llw4-2Cll+2C'l;-f-2C''tl^^-F=o, 

ou  bien,  en  coordonnées  cartésiennes  (N""  374), 

A  B"  B'  C  X     =o. 

B"  A'  B  C  y 

B'  B  A"  C"  z 

C  C  C"  F  I 

X     y     s^     I      o 

Dans  le  cas  d'une  surface  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes 


X 


y* 


0.+51+C.— ï» 


on  aurait  pour  la  polaire  réciproque 


u 


W 


r.+is+:T=ï' 
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DU  bien, 

o  V  4-  by  +  cU*  =  I . 

On  voit  que  c*est  une  surface  concentrique  à  la  proposée  et  dont  les 
axes  sont  les  réciproques  de  ceux  de  cette  surface. 


!•  La  surface  réciproque  d'une  sphère  est  une  surface  de  révolution 
dont  fun  des  foyers  cotntide  avec  te  centre  de  la  sphère  auxiliaire» 

Considérons  une  sphère  de  rayon  R  dont  le  centre  se  trouve  sur 
Taxe  des  x  à  une  distance  — d  de  Torigine  0.  Son  équation  sera  de 
la  forme 

(x  + d)« +y«  +  z«  —  R«  =  o, 
et,  Ton  aura  pour  la  polaire  réciproque, 

(rf  +  tl)«  +  V«  +  !!?•  —  R«  =  O . 

Cherchons  Tcquation  de  cette  dernière  surface  en  coordonnées  carté- 
siennes. Si  on  identifie  les  égalités 

{d-\'U){d-\'U^)-\'VV^  +  U)W^=^R*y 

ux '-\- vy -{- wz  —  1  =  0, 

on  trouve 

Ui-\-d  vi  ti?i  ^ 

^^""rfu,_^rf«— R«'    y^^dUi  +  d'^R*'    ^"""di/i+d*  — R*' 

d'où  on  tire 

d+(d«— R«)x  R«v  R»«  ,  j  R*ar 

Ui= ) j '—9      v,=  — -f-»      U?i=- r— >      t«i4-d=  — -j r-- 

ax-j-i  dx'\-i  dx-j-i  ax-f-i 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  en  u,  v,  w  de  la  polaire 
réciproque,  il  viendra 

R«  (x^  -f  y«  4-  z«)  —  {dx  +  r)«  ==  o, 
ou 

(R«  —  d«)  x«  +  R«  (y«  +  2«)  —  2dji:  —  r  ==  o. 

Cette  équation  définit  une  surface  de  révolution  autour  de  Taxe  des  x  : 
elle  exprime  que  la  distance  d'un  point  de  la  surface  au  centre  O  est 
dans  un  rapport  cotistant  avec  sa  distance  au  plan  fixe  cfx-|-iso. 


Le  point  0  eal  le  foyer,  et  le  plan  axe,  le  plan  directeur  correspondant. 
Ce  dernier  est  le  plan  polaire  du  centre  de  la  sphère  donnée  par  rapport 
à  la  sphère  auxiliaire. 

La  polaire  réciproque  est  un  ellipsoïde  de  révolution,  si  R*  —  (i*>  o; 
un  paraboloïde  elliptique,  si  R'— d»=o;  un  hyperholoïde,  si  R'— d'<o. 
Dans  le  premier  cas,  les  plans  tangents  men^  du  centre  0  &  la  sphère 
donnée  sont  imaginaires  et  la  polaire  réciproque  n'a  aucun  point  réel 
k  l'infini;  siR*— d'  =  o,  le  point  0  étant  sur  la  sphère  proposée, 
il  n'y  8  qu'un  plan  tangent  k  celle-ci  passant  par  le  ceutre  0,  et  la 
surface  réciproque,  ayant  un  point  réel  à  l'infini,  doit  être  le  parabo- 
loïde elliptique  ;  enfin,  dans  le  dernier  cas,  le  centre  0  se  trouve  à 
l'extérieur  de  la  sphère  donnée,  et  il  y  a  une  infinité  de  plans  tangents 
réels  passant  par  ce  point  :  la  polaire  réciproque  renfermera  une  conique 
réelle  &  l'infini  et  sera  un  byperboloïde. 

SST.  La  potaire  réciproque  d'une  surface  de  rittolutton  e»t  une 
surface  du  second  ordre  à  trois  axes  inégaux,  et  dont  les  sections  circu- 
laires sont  paratlèles  aux  plans  polaires  des  foyers  de  la  surface  donnée 
par  rapport  à  la  sphère  auxiliaire. 

Soit  0  le  centre  de  la  sphère  auxiliaire   et  l'onKine   d'un  système 
d'axes  rectangulaires.   Une  surface  de  révo» 
lution  autour  d'une  droite  parallèle  aux  z  et 
dont  le  centre  0'  est  sur  l'axe  des  x  aura  une 
équation  de  la  forme 

C*(x*  +y')  +  A*z'-j-  2C*dx  -  0(A*—d*)  =  o, 
délant  la  distance  00'.  11  est  facile  de  vérifier 
que  la  surface  représentée  par  cette  équation 
rencontre  le  plan  des  xy  suivant  un   cercle  f]g,  S7. 

de  rayon  A,  et  le  plan  des  xs  suivant  une  ellipse  ayant  pour  demi-axes 
A  et  C  et  dont  les  foyers  F  et  F'  sont  ceux  de  la  surface. 

La  polaire  réciproque  est  représentée  en  coordonnées  tangentietles  par 
l'équation 

C»  (w'  +  v')  +  A'w»  +  zCdu  —  C  (A'  -  d»)  =  o . 

Afin  de  trouver  l'équation  de  ta  même  surface  en  coordonnées  carté- 
siennes, écrivons  l'équation  du  point  de  contact  d'un  plan  tangent  (uiVturi) 
C*  (iiK.  -H  uc)  +AVtc,  +  Ci  («  4-  ».}  —  C  (A*  —  d>)  =  o. 


—  450  — 
On  en  déduit,  pour  les  coordonnées  cartésiennes  de  ce  point, 

Ui  +  d  vi  A'tgj 

par  suite 

— d+(A«— d«)x  A»y  C«z  j         A«x 

cte+i  ax+i  ox+i  ax  +  i 

En  substituant  dans  Téquation  de  la  surface  mise  sous  la  forme 

C«  (ti  +  d)t  +  CV  +  A«U7«  —  A»C*  =  o, 
on  trouve  après  les  réductions, 

(«)    (A«  — d»)a;»  +  Ay  +  CV  — 2rfa:— 1=0. 
Cette  équation  représente  une  surface  du  second  ordre  dont  le  centre 

est  sur  Taxe  des  x  à  une  distance  de  l'origine  égale  k  — -r  •  Si  on  y 

transporte  l'origine,  elle  devient 

(.')    (A*  -  d»)  X»  +  Ay  +  C'z'  -  j^,  =  o  ; 

d'où  on  tire  pour  les  longueurs  des  demi-axes  a,  6,  c  de  la  surface 
polaire  réciproque 

A       ■  I  A 

o  =  -T 7L  y    à  =  — —-—-——:  >    c 


A*  —  d*  (/  A*  -  d«  C  |/  A«  —  d* 

Lorsque  A  >  d,  le  centre  0  de  la  sphère  auxiliaire  est  à  l'intérieur 
de  la  surface  de  révolution  et  la  polaire  réciproque  sera  un  ellipsoïde; 
si  A  =3  cf,  là  polaire  réciproque  (s')  est  un  paraboloïde  elliptique; 
enfin,  si  A  <  d,  le  point  0  est  en  dehors  de  la  surface  donnée  et  la 
polaire  réciproque  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes.  Dans  le  cas  où 
la  surface  de  révolution  serait  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  il  faudrait 
changer  C*  en  —  C*,  et  la  polaire  réciproque  deviendrait  un  hyper- 
boloïde à -une  nappe  ou  un  paraboloïde  hyperbolique.  Toutes  ces 
conséquences  découlent  directement  des  équations  (à)  et  (s^). 

Si  on  cherche  les  équations  des  plans  polaires  des  points 

F  (— d,  o,  /C«  — A«),     F'  (-d,  o,  —  |/  C«  —  A«), 
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par  rapport  à  la  sphère  auxiliaire,  on  trouve 

z  |/C«  —  A«  —  (dx  +  I  )  «  o,        z  (/C«— A"  +  (dx  +  1  )  =  o , 
On  en  déduit  pour  Tinclinaison  du  premier  de  ces  plans  sur  ory 


Or,  si  on  applique  la  formule 


taDg*9'  = 

llffVl  t1 1 A 

d* 

C«  — 

A* 

rmuiu 

I 

I 

tang*  9  ' 

6^" 

I 

I 

c«~ 

"6» 

à  l'équation  (s')  afin  de  déterminer  Tangle  d'une  section  circulaire  de 
la  surface  avec  xy,  on  obtient  aussi 

d* 

< 

Donc  cp'  =  (p,  et  les  plans  cycliques  de  la  polaire  réciproque  sont 
parallèles  aux  plans  polaires  des  foyers  F  et  F'.  Ces  derniers  plans 
reviennent  souvent  dans  la  transformation  par  polaires  réciproques; 
nous  les  désignerons  par  P  et  P'  et  nous  les  appellerons  avec  J.  Booth, 
flan»  ombilicaux  directeurs, 

^M.  L'équation  de  la  surface  (s)  peut  s'écrire 

A«  (x«  4- y« -f- z«)  +  (C«  —  A*) z»  —  (dx+  i)«  =  o, 
ou  bien,  en  posant 


P  =  z  |/C*  _  A«  —  (dx  +  i),       P'  =  z  i/C«  —  A«  +  (dx  +  I ), 

A«(x«  +  y»  +  z«)  — PP'  =  o. 

Elle  exprime  que  le  rapport  du  carré  de  la  distance  d'un  point  de 
la  surface  au  point  0  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit 
des  distances  du  même  point  aux  plans  ombilicaux  directeurs  P  et  P'  ; 
par  suite,  le  point  0  est  un  foyer  de  la  polaire  réciproque.  Il  est  facile 
de  vérifier  que  c'est  le  foyer  de  la  section  principale  de  la  surface 
dans  le  plan  des  xy.  Nous  appellerons  le  point  0  foyer  principal  de 
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la  surface  réciproque;  de  même,  la  droite  d'iatcrsecUon  des  plans  P 
et  P'^  qui  la  est  directrice  correspondante  au  foyer  0|  sera  la  directrice 
principale. 

Cherchons  les  pdles  des  plans  P  et  P'  par  rapport  à  la  polaire  réci- 
proque. On  les  détermine  en  comparant  l'équation 

XX'  (A«  —  cP)  +  A'yy'  +  C«zz'  —  rf  (x  +  x')  —  i  =  o 

du  plan  polaire  d'un  point  (x'y'z^)  par  rapport  à  (s)  avec  Féquation 
du  plan  P 


z  |/C«  — A*  —  (dx  +  i)  =  o. 
On  trouve  ainsi 


,      /C'-A* 

«'  =  o,    y  =  o,     z  =^ — ^5 

Il  est  visible  que  les  coordonnées  du  pâle  du  plan  P'  par  rapport  à 
la  même  surface  seront 

|/C«  — A» 

Ce  sont  deux  points  feif  qui  appartiendront  à  la  fois  à  Taxe  des  z 
et  aux  diamètres  de  la  surface  passant  par  les  points  ombilicaux. 

Dans  le  passage  d'une  propriété  d'une  surface  de  révolution  à  la 
propriété  correspondante  d'une  surface  à  trois  axes  inégaux,  comme 
nous  l'indiquerons  plus  loin,  il  faudra  toujours  se  représenter  la 
polaire  réciproque  avec  ses  plans  ombilicaux  directeurs  P  et  P',  et 
les  points/* et  f  ou  les  pôles  de  ces  plans  par  rapport  à  la  surface. 
Nous  ferons  encore  remarquer  que  toute  surface  du  second  ordre  doit 
avoir  quatre  plans  P  et  quatre  points  f  comme  l'exige  la  symétrie  de 
la  surface. 

339.  Il  résulte  des  principes  précédents  que  la  polaire  réciproque 
d'une  surface  du  second  ordre  par  rapport  à  une  surface  auxiliaire 
du  même  ordre  est  aussi  du  second  degré.  La  dépendance  entre  deux 
surfaces  polaires  réciproques  du  second  ordre  est  donc  telle,  qu'à  une 
propriété  de  Tune  correspond  une  propriété  dans  l'autre,  différente 
de  la  première.  La  méthode  des  polaires  réciproques  permet  de  doubler 
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les  théorèmes  eonnus  sur  ces  surfaces.  Nous  allons  d'abord  indiquer 
quelques  exemples  où  il  s'agit  de  passer  d'une  propriété  descriptive  d'une 
surface  donnée  à  la  propriété  correspondante  dans  la  polaire  réciproque. 

Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  Les  pôles  d'un  plan   fixe  par  rapport 

rapport  aux  surfaces  du  second  ordre  qui  aux  surfaces  du  second  ordre   tangentes 

ont  huit  point  communs  passent  par  une  &  huit  plans  sont  situés  sur  une  droite 

droite  fixe.  fixe. 

Le  pôle  d*un  plan  fixe  par  rapport  aux  Le  plan  polaire  d'un  point  fixe  par  rap- 
surfaces  qui  passent  par  huit  points  décrit  port  aux  surfaces  tangentes  à  huit  plans 
une  courbe  du  3*  ordre.  enveloppe  une  déreloppable  de  la  3«  classe. 

Les  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  Les  surfaces  du  second  ordre  tangentes 
par  sept  points  ont  en  commun  un  hui-  a  sept  plans  ont  en  commun  un  huitième 
tième  point  fixe.  plan  tangent. 

Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  par  Les  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport 

rapport  i  toutes  les  surfaces  du  second  à   toutes  les   surfaces    tangentes  i   sept 

ordre  menées  par  sept  points  passent  par  plans  sont  situés  dans  un  même  plan, 
un  point  fixe. 

Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  se  Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  se 
touchent  en  deux  points  se  coupent  sui-  touchent  en  deux  points  sont  enveloppées 
vaut  deux  courbes  planes.  par  deux  cônes  du  second  ordre. 

340.  On  voit,  par  les  exemples  qui  précèdent,  que  la  méthode  de 
Poncelet  conduit  aux  théorèmes  corrélatifs  déjà  démontrés  précédem- 
ment par  l'application  des  coordonnées  tangentielles.  Elle  permet  aussi 
de  transformer  une  propriété  métrique  de  la  sphère  en  une  propriété 
d'une  surface  de  révolution  en  faisant  usage  des  principes  suivants.  ' 

i^  Les  droites  qui  joignent  le  centre  de  la  sphère  auxiliaire  aux 
pôles  de  deux  plans  font  entre  elles  un  angle  égal  ou  supplémentaire 
à  rangU  de  ces  plans. 

â«  Étant  données  deux  droites  D  et  D'  et  leurs  conjuguées  d  et  d'y 
les  plans  menés  par  le  centre  et  les  lignes  d  et  d'  sont  respectivement 
perpendiculaires  à  D  et  D',  et  font  entre  eux  un  angle  égal  ou  supplé- 
mentaire à  celui  de  ces  droites. 

3«  Étant  donnés  un  plan  et  une  droite,  le  plan  mené  par  le  centre 
de  la  sphère  et  la  conjuguée  de  la  droite  fait  avec  le  rayon  passant 
par  le  pôle  du  plan  un  angle  égal  ou  supplémentaire  à  celui  du  plan 
et  de  la  droite  donnés. 
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Toutes  ces  propriétés  résultent  de  ce  que,  par  rapport  k  une  sphère, 
le.  plan  polaire  est  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  le  pAle, 
et  deux  droites  conjuguées  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Nous 
allons  donner  quelques  exemples  du  passage  d'une  propriété  métrique 
de  la  sphère  à  la  surface  de  révolution.  Afin  de  bien  s'en  rendre 
compte,  il  faut  toujours  avoir  présent  à  Tesprit  que  la  sphère,  par  la 
transformation,  devient  une  surface  de  révolution  ayant  l'un  de  ses 
foyers  au  centre  de  la  sphère  auxiliaire,  et  pour  plan  directeur,  le  plan 
polaire  du  centre  de  la  sphère  donnée. 

Deux  plans  tangents  à  une  sphère  font  Dans  une  surface  de  révolution,  la  droite 
des  angles  égaux  avec  le  plan  mené  par  qui  réunit  le  foyer  au  point  d'intersection 
le  centre  et  leur  droite  d*intersection.  d*une  corde  avec  le    plan  directeur  est 

bissectrice  de  Tangle  des  rayons  vecteurs 
des  extrémités  de  cette  corde. 

Un  plan  tangent  à  une  sphère  est  per-  Le  plan  mené  par  le  foyer  d*une  sur* 
pendicttlaire  au  rayon  mené  au  point  de  face  de  révolution  et  l'intersection  d*un 
contact.  plan  tangent  avec  le  plan  directeur  est 

perpendiculaire  au  rayon  du  point  de  con- 
tact du  plan  tangent. 

Les  rayons  menés  aux  extrémités  d*une  Les  plans  menés  par  le  foyer  et  les 
corde  dans  la  sphère  sont  également  in*  droites  d'intersection  de  deux  plans  tan- 
dinés  sur  cette  corde.  gents  à  une  surface  de  révolution  avec  le 

plan  directeur  sont  paiement  inclinés  sur 
le  plan  passant  par  le  foyer  et  la  droite 
d'intersection  des  plans  tangents. 

Deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  Deux  droites  conjuguées  à  une  surface 
une  sphère  sont  perpendiculaires.  de   révolution  sont  telles   que  les  plans 

passant  par  le  foyer  et  ces  droites  sont 
perpendiculaires. 

Les  plans  tangents  k  une  sphère  menés  Les  plans  tangents  k  une  sur&ce  de 
par  les  extrémités  d'un  diamètre  sont  révolution  qui  se  coupent  dans  le  plan 
parallèles.  directeur  sont  tels  que  la  droite  de  leurs 

points  de  contact  passe  par  le  foyer. 

Les  droites  menées  des  extrémités  d*un  Dans  une  surface  de  révolution,  les 
diamètre  quelconque  k  un  point  de  la  plans  tangents  aux  extrémités  d'une  corde 
sphère  forment  entre  elles  un  angle  droit,    passant  par  le  foyer  sont  rencontrés  par 

un  plan  tangent  quelconque  suivant  deux 
droites  d  et  d';  les  plans  passant  par  le 
foyer  et  les  droites  d  et  d'  sont  perptn* 
dicnlaires. 
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Les  plans  (aagenU  i  ud  cane  circon-  Les  rayons  vecteurs  menés  aux  différents 
serit  à  la  sphère  sont  également  inclinés  points  d'une  section  plane  d*une  surface 
sur  le  plan  de  contact.  de  révolution  sont  également  inclinés  sur 

la  droite  qui  réunit  le  foyer  au  pôle  du 
plan  de  la  section  par  rapport  k  la  surface. 

Un  cylindre  étant  circonscrit  à  une  Un  cône  circonscrit  à  une  surface  de 
sphère,  le  plan  de  contact  est  perpendi-  révolution  et  dont  le  plan  de  contact  passe 
culaire  aux  arêtes  et  passe  par  le  centre.       par  le  foyer  a  son  sommet  dans  le  plan 

directeur,  et  la  droite  qui  réunit  le  sommet 
au  foyer  est  perpendiculaire  au  plan  de  la 
base. 

Deux  sphères  sont  enveloppées  par  deux  Deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  un 
cônes  de  révolution  ayant  leurs  sommets  foyer  commun  se  coupent  suivant  deux 
sur  la  droite  des  centres.  coniques  dont   les  plans  passent  par  la 

droite  d* intersection  des  plans  directeurs» 

Le  sommet  d'un  trièdre  trirectangle  Si,  par  le  foyer  d*une  surface  de  révolu- 
circonscrit  à  une  sphère  décrit  une  sphère  tion,  on  mène  trois  droites  rectangulaires 
concentrique.  qui  la  rencontrent  aux  points  a,  6,  c,  le 

plan  abc  enveloppe  une  surface  de  révolu- 
tion ayant  un  foyer  commun  avec  la  pre- 
mière. 

Dans  une  sphère,  les  extrémités  d*un  Dans  une  surface  de  révolution,  le  plan 
diamètre,  le  centre  et  le  point  à  l'infini  directeur,  les  plans  tangents  qui  se  ren- 
ferment un  système  de  quatre  points  har-  contrent  dans  ce  plan,  le  plan  mené  par 
moniques.  le  foyer  et  la  droite  dMntersection  de  ces 

plans,  forment  un  faisceau  harmonique. 

S41.  Par  le  théorème  du  N^  357,  on  peut  transformer  une  propriété 
d'une  surface  de  révolution  en  une  propriété  d'une  surface  du  second 
ordre  h  trois  axes  inégaux.  Pour  opérer  cette  transformation,  nous  sup- 
poserons que  la  surface  de  révolution  a  son  grand  axe  vertical  et  pour 
foyers  les  points  F  et  F'.  On  sait  que  la  polaire  réciproque  est  accompagnée 
de  plans  ombilicaux  directeurs  qui  sont  les  plans  polaires  des  foyers  F 
et  F'  relativement  à  la  sphère  auxiliaire;  le  centre  0  de  celle-ci  est 
le  foyer  principal,  et  les  points  que  nous  avons  appelés  f  ti  f  sont  les 
pôles  des  plans  ombilicaux  directeurs  par  rapport  à  la  surface  réel* 
proque.  Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  points  sont  aussi  les  pAles  des  plans 
directeurs  de  la  surface  de  révolution  par  rapport  au  point  0. 

Si,  dans  une  surface  de  révolution,  on  Si,  dans  une  surface  du  seccud  degré, 
mène   un  plan  langent  quelconque  qui    on  mène  par  les  extrémités  de  la  corde 
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rencontre  les  pitns  tangents  aux  extrëmitës  verticale  passant  par  le  foyer  0  deux 
du  grand  axe  suivant  les  droites  d  et  cfi,  droites  qui  se  coupent  sur  la  surface,  les 
les  plans  passant  par  le  foyer  F  et  les  lignes  qui  joignent  le  point  O  et  leurs 
lignes  d  et  di,  sont  perpendiculaires.  points  de  rencontre  avec  les  plans  ombili- 

caux directeurs  sont  perpendiculaires. 

Par  une  même  droite  D  on  mène  deux  Si,  dans  une  surface  du  second  ordre, 
plans  tangents  T  et  T'  à  une  surface  de  on  mène  une  droite  qui  rencontre  la  sur- 
révolution ainsi  que  deux  plans  n  et  n'  face  en  deux  points  a  et  6,  et  les  plans 
par  les  foyers  F  et  F'  ;  les  plans  tangents  ombilicaux  directeurs  en  e  et  d,  les  angles 
sont  également  inclinés  sur  les  plans  aOc  et  bOd  seront  égaux. 
Tt  etTf'. 

Lorsqu'on  mène  un  plan  n  par  le  foyer  F  Par  un  point  a  d'une  surface  du  second 
d'une  surface  de  révolution  et  la  droite  ordre,  on  mène  un  plan  tangent  qui  ren- 
d*intersection  du  plan  directeur  avec  un  contre  le  plan  ombilical  directeur  suivant 
plan  tangent  quelconque,  ce  plan  est  per-  une  droite  d;  si  on  désigne  par  à  le  point 
pendiculaire  au  rayon  vecteur  du  point  où  la  droite  af  rencontre  le  plan  ombilical 
de  contact.  directeur,  la  droite  06  sera  perpendiculaire 

au  plan  mené  par  la  droite  d  et  le  foyer 

principal  0. 

Un  cône  circonscrit  à  une  surface  de  Un  cône  étant  circonscrit  à  une  surface 
révolution  dont  le  plan  de  contact  passe  du  second  ordre  et  ayant  son  sommet 
par  le  foyer  F  a  son  sommet  dans  le  plan  dans  le  plan  ombilical  directeur,  le  plan 
directeur,  et  la  droite  qui  réunit  le  foyer  F  de  contact  passe  par  le  point  ^et  rencontre 
au  sonunet  du  cône  est  perpendiculaire  au  le  plan  ombilical  directeur  suivant  une 
plan  de  la  base.  droite  d^  le  plan  mené  par  cette  droite 

et  le  point  0  sera  perpendiculaire  à  la 
ligne  qui  joint  le  point  0  au  sommet  du 
cône. 


§   2.    TRANSFORMATION   HOMOGRAPHIQUR. 

S4S.  Considérons  une  figure  F  avec  sa  polaire  réciproque  f  par 
rapport  h  une  surface  du  second  ordre  2,  et  déterminons  la  figure 
corrélative  de  /par  rapport  à  une  nouvelle  surface  du  second  degré  s. 
Nous  obtiendrons  une  troisième  figure  F'  telle  qu'à  chacun  de  ses  points 
correspond  un  plan  dans  /*,  et,  par  conséquent^  un  point  de  la  première 
figure;  de  même,  chaque  plan  de  F'  aura  son  correspondant  dans  F. 
Il  résulte  de  cette  double  transformation  que  les  figures  F  et  F'  jouiront 
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de  cette  propriété  qu'à  des  points  en  ligne  droite,  à  des  plans  passant 
par  une  même  droite  de  Tune,  correspondent  des  points  en  ligne  droite, 
des  plans  passant  par  une  même  droite  dans  Tautre,  et  les  rapports 
anharmoniques  de  ces  points  et  de  ces  plans  auront  la  méoie  valeur; 
elles  possèdent  donc  les  mêmes  propriétés  descriptives.  On  les  désigne 
sous  le  nom  de  figurer  homographiques. 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  M,  et  jc,  y,  z  celles  du 
point  correspondant.  Deux  figures  se  correspondront  point  par  point, 
plan  par  plan,  si  on  a  les  relations 

atx  +  bty  +  Ciz  +  di 

A  s= i 1 ; r-» 

QiX  -f-  64J/  +  CaZ  +  (14 

/„.      V    q^j^ + ft»y  +  g«g + dt 

(n)  ï    ==  r— j— --I 

GaX  +  64^  +  CéZ  4-  «4 


Z  = 


QzX  -f-  b^y  +  CiZ  +  ds 


a^x  +  64!^  +  Ciz  +  dé 

En  effets  pour  chaque  système  de  valeurs  attribuées  à  X,  Y,  Z,  on 
aura  un  seul  système  de  valeurs  pour  les  coordonnées  du  point  corres- 
pondaot  (x,  j^,  z),  et  réciproquement.  De  plus,  un  plan  de  la  première 
figure  représenté  par  l'équation 

«,X  +  p«  Y  +  7,Z  +  ^1  =  o, 

aura  pour  correspondant  dans  la  seconde,  le  plan 

«1  (aix  -}-  bty  +  c^z  +  di)  +  Pi  {atx  +  bty  +  Ciz  +  A) 

-j-  y«  («»^  +  f>ty  +  c^^ + ^«)  +  ^«  (^**  "h  ^*y + ^*^  "h  ^*)  =  ^* 

Enfin,  on  yérifie  facilement  que  deux  figures  construites  à  l'aide  des 
formules  précédentes  seront  telles  que  des  points  en  ligne  droite,  des 
plans  passant  par  une  même  droite  auront  pour  correspondants  des 
points  en  ligne  droite,  et  des  plans  passant  par  une  même  droite.  Les 
relations  (H)  renferment  quinze  constantes  arbitraires  en  supposant 
11(4  =  1,  ce  qui  ne  change  rien  à  leur  généralité;  on  peut  donc  en 
général  faire  correspondre  cinq  points  quelconques  de  la  seconde  figure 
k  cinq  points  de  la  première,  car  assujettir  deux  points  M  (X|YiZi), 
m  (xiyiZi)  à  se  correspondre  reyient  à  donner  trois  relations  distinctes 
ept^e  les  constantes, 
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Z4M.  Soient 

A=:o,      B  =  o,       C  =  o,      D>t=o 

quatre  points  de  la  première  figure,  et 

a  =  o,      (3  =  o,      y==o,      d  =  o 

les  points  correspondants  de  la  seconde*  Si  on  rapporte  les  deux  figures 
respectivement  aux  tétraèdres  formés  par  ces  deux  systèmes  de  points, 
les  formules  de  la  transformation  homographique  seront  de  la  forme 

ma      np      py      o 

Elles  renferment  encore  trois  constantes  arbitraires  m,  fi,  p,  afin 
que  l'on  puisse  faire  correspondre  deux  autres  points  quelconques  des 
figures. 

En  effet,  considérons  quatre  points  de  la  première  figure  repré- 
sentés par 

A=o,      B  =  o,      A  — AB==o,      A  — A'B  =  o; 

k 
leur  rapport  anliarmonique  a  pour  valeur  -p  •  Les  points  correspondants 

seront  définis  par  les  équations 

«  =  o,      P  =  o,      ma  —  kn^  =  o,      ma  —  k'n^  =  o, 
et  on  voit  immédiatement  que  leur  rapport  anharmonique  est  aussi 

égalàjp. 

On  arriverait  au  même  résultat,  si  A  =  o,  B  =  o,  etc.  représentaient 
les  faces  de  deux  tétraèdres  correspondants. 

Les  deux  figures  dont  les  points  sont  liés  entre  eux  par  les  formules 
{h)  jouissent  de  cette  propriété  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  ou  de  quatre  plans  de  Tune  d'elles  est  égal  au  rapport  anharmo- 
nique des  quatre  points  ou  des  quatre  plans  correspondants  de  l'autre. 
Ces  figures  sont  donc  homographiques. 

S44.  Les  points  k  Tinfini  de  la  première  figure  auront  pour  corres- 
pondants dans  la  seconde  des  points  situés  dans  un  plan  représenté  par 
l'équation 

(I)      Uax  +  béy  +  C4Jj  +  d4  =  o; 
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de  sorte  qu'un  système  de  plans  parallèles  dans  la  première  figure 
donnera  lieu  dans  la  seconde  à  un  système  de  plans  qui  se  rencontrent 
suivant  une  droite  du  plan  (I). 

Afin  de  trouver  les  points  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes,  posons 
X  =  Xf  y  =y,  Z  =  z  dans  les  formules  (H).  Il  viendra  les  trois  équa- 
tions du  second  degré 

X  (a^x  +  64^  +  C4«  +  ^*)  =  ^*^  +  ^ty  +  ^«*  +  ^«j 
y  (a^as  -|-  béy  +  Ciz  -f-  dé)  =  a%x  +  6fy  +  e%z  +  rfi, 
z  {a4pc  +  béy  +  e^z  +  dé)  =  a^x  -\-  b^y  +  CzZ  -j-  rf,; 

elles  admettent  au  plus  huit  solutions.  Ainsi  deux  figures  homogra- 
phiques  ont  au  plus  huit  points  qui  se  correspondent  k  eux-mêmes. 
Les  points  qui  jouissent  de  cette  propriété  se  nomment  points  doubles; 
ils  peuvent  être  réels,  imaginaires  ou  situés  à  Tinfini. 

845.  Dans  deux  figures  homographiques^  le  rapport  des  distances 
de  deux  points  fixes  de  la  première  figure  à  un  plan  quelconque,  est 
dans  une  raison  constante  avec  le  rapport  des  distances  des  points 
correspondants  dans  la  seconde  figure  au  plan  homologue. 

Soient 

A  =3  o,        B  ==  o 

deux  points  fixes  de  la  première  figure  et  ti,  v,  w  les  coordonnées  d'un 
{dan  quelconque  passant  par  le  point 

(C)    A  —  *B  «  o. 

On  aura 

? 

p  et  q  étant  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  A  et  B  sur  le  plan 
(ti,  17,  w).  Le  point  correspondant  de  C  a  pour  équation 

(c)    ma  —  nk^  =  o, 

et,  si  p\  f  '  sont  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  a  et  P  sur  le 
plan  homologue  qui  passe  par  c,  on  doit  avoir 

p'      nk 

9' "m 
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Oa  CD  déduit 

p   p'      *n  ^     . 

-:=--=-  =  constante. 
q    q'       n 

Le  rapport  prëcédent  est  indépendant  de  A:;  il  conserve  la  même 
valeur  quelles  que  soient  les  positions  des  points  C  et  c  sur  les  lignes 
AB  et  a^,  c'est-à-dire  pour  deux  plans  homologues  quelconques. 

S46.  Dafis  deux  figures  homographiqueSj  le  rapport  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  première  à  deux  plans  fixeSf  est  dans  une 
raison  constante  avec  le  rapport  des  distances  du  point  homologue  aux 
plans  fixes  correspondants  de  la  seconde. 

Soient 

A  =  o,     B  =  o 

les  plans  fixes  de  la  première  figure,  et 

(C)      A  — itB  =  o, 

un  plan  passant  par  leur  intersection.  Si  on  désigne  par  x,  y^  z  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan  G,  on  aura 

?=* 

p  et  9  étant  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  plans 
A  et  B.  Le  plan  correspondant  de  G  dans  la  seconde  figure  ayant  pour 
équation 

(c)      ma  —  Anj3  =  ©• 

il  viendra 

p'  et  q^  sont  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  homologue  qui 
appartient  au  plan  (c)  sur  les  plans  correspondants  a  et  p. 
On  tire  des  relations  précédentes, 

~  :^  =—  =  constante. 
q    q'       n 

Le  rapport  du  premier  membre  est  indépendant  de  k  et  sera  constant 
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pour  un  point  quelconque  pris  dans  un  plan  quelconque  passant  par 
la  droite  d'intersection  des  plans  A  et  B;  donc  le  théorème  est 
démontré. 

347.  Les  formules  de  la  transformation  homographique  substituées 
dans  une  équation  du  degré  m 

/'(X,Y,Z)  =  o 

donneront  une  nouvelle  équation  qui  sera  aussi  du  degré  m  par  rapport 
à  Xi  y,  z.  11  en  résulte  que  la  transformation  homographique  ne  change 
pas  Tordre  d*une  surface.  Ainsi  toute  surface  homographique  d'une 
surface  du  second  ordre,  et  en  particulier  d'une  sphère,  sera  aussi  du 
second  degré.  On  peut  pro6ter  des  constantes  arbitraires  pour  changer 
une  surface  d'un  certain  ordre  en  une  autre  plus  simple.  Si  Ton  veut, 
par  exemple,  transformer  l'ellipsoïde 

X»  .  Y*      Z»_ 

en  une  sphère,  il  faudra  prendre  pour  les  formules  homographiques 

X  =  Ax,      Y  =  By,      Z  =  C«; 
car,  en  substituant,  on  trouve  pour  la  surface  dérivée,  l'équation 

a;'+y*-j-jK'  =  i. 

Réciproquement,  la  transformation  homographique  permet  de  passer 
d'une  surface  particulière  à  une  autre  surface  plus  générale  et  du  même 
ordre;  elle  peut  donc  être  utile  pour  généraliser  les  propriétés  de 
l'étendue.  L'un  de  ses  avantages  est  de  pouvoir  représenter  dans  un  plan 
h  une  distance  finie  les  éléments  d'une  figure  qui  sont  à  l'infini  et  qu'il 
est  diflScile  de  bien  saisir. 


§   3.   FIGURES   HOMOLOGIQDES. 

84§.  Les  figures  homohgiques  sont  des  figures  homographiques 
où  deux  points  correspondants  quelconques  sont  sur  une  droite  passant 
par  un  point  fixe;  elles  jouissent  de  cette  propriété  que  les  droites 
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et  les  plans  correspondants  se  rencontrent  dans  un  plan  fixe.  Le  point  et 
le  plan  fixes  sont  le  centre  et  le  plan  d*homologîe. 

11  résulte  de  la  définition  que  les  formules  de  la  transformation 
homologique  seront  de  la  forme 

X  — gQ^Y—yo^Z  — zo^ î • 

^'       X  —  xo      y  — yo      z  —  Zo      to-|-my  +  *«-f'p' 

(X,  Y,  Z),  {Xf  j/f  z)  sont  les  points  correspondants,  et  {xo,  ye,  Xo)  un 
point  fixe.  En  effet,  si  les  points  correspondants  doivent  être  en  ligne 
droite  avec  un  point  fixe  (xo>  yoy  ^0)9  il  faut  que  l'on  ait 

X  — Xo      X  — a?o        Y— yo_y— yo, 

Z  —  JCo         Z  —  Zo  Z  —  Zo        Z  —  Zo 

d'où  on  tire 

X  —  Xo      Y  -*•  yo      Z  —  Zo 

x  — Xo      y — yo      z  — Jo' 

De  plus,  si  un  plan  de  la  première  figure  a  pour  correspondant  un 
plan  dans  la  seconde,  chacun  de  ces  rapports  doit  être  égal  à  une  fraction 
ayant  pour  numérateur  une  constante  et  dont  le  dénominateur  peut  être 
un  polynAme  quelconque  du  premier  degré  en  x,  y,  z. 

Un  plan  de  la  première  figure  étant  représenté  par  l'équation 

aiX  +  /3,Y  +  yiZ  +  a,=o, 
ou  bien 

ai(X  —  Xo)  -f-  (3i(Y  --  yo)  +  yi(Z  —  Zo)  +  ^1  +  «1X0+ |3iyo+  3iZo  =  o, 

le  plan  correspondant  dans  la  seconde  figure  sera  défini  par 

ai  (x  —  Xo)  +  jBi  (y  —  yo)  +  y*  (z  —  Zo)  +  (Ji  +  «1X0  +  /3,yo  +  yiZo) 

(/x  -{-  wy  -{-  wz  -{-p)  =  o. 

Les  points  communs  à  ces  deux  plans  devront  vérifier  l'équation 

(^«  +  «iXo  +  |3iyo  +  yiZo)  {lx'{-fny  +  nz  +  p  —  i)  =  o 

obtenue  en  retranchant  les  équations  membre  à  membre,  et  en  posant 
X  =  x,  Y=y,  Z:=z.  Il  en  résulte  que  deux  plans  homologues  se 
coupent  dans  le  plan  fixe 

(P)      /x  +  my  -|-  nz  -[-  p  —  I  «=■  o. 
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Les  formates  (il;)  définissent  d'une  manière  générale  Thomologie,  le 
point  (xo,  yo9  Zo)  étant  le  centre  d'homologie,  et  le  plan  d'homologie, 
celui  qui  est  représenté  par  Téquation  obtenue  en  égalant  le  dénomi- 
nateur du  dernier  rapport  à  Tunité.  Elles  sont  moins  générales  que  les 
formules  de  la  transformation  homographique.  Dans  le  cas  particulier 
où  le  centre  d'homologie  coïncide  avec  Torigincy  elles  se  réduisent  à 

X_Y_Z I 

X      y      z      Ix  -^-my-^nz  +  p 

Les  points  doubles  dans  les  deux  figures  homologiques  seront  déter- 
minés par  les  équations 

X  [Ix  -f-  wy  -}-  nz  +  p)  =  X, 
y(fe  +  my  +  nz+p)  =  y, 
z{lx-\'my-\'nz-\-p)  =  z  ; 

l'origine  et  les  points  du  plan  /x  -}-  wiy  -{-nz  +  P  —  i  =  o  se  corres- 
pondent à  eux-mêmes  dans  les  deux  figures.  Donc  les  figures  homolo- 
giques sont  des  figures  homographiques  qui  ont  une  infinité  de  points 
doubles  dont  le  lieu  est  le  centre  et  le  plan  d'homologie. 

S49.  Soient 

A  =  o,    B=o,    C  =  o 

trois  plans  passant  par  le  centre  d'homologie  de  deux  figures,  et  D  ^a  o 
le  plan  d'homologie;  ces  quatre  plans  forment  un  tétraèdre  dont  les 
sommets  sont  des  points  doubles.  Rapportons  les  figures  à  ce  tétraèdre, 
et  soit 

ÀA  +  (xB  +  vC  =  o 

un  plan  passant  par  le  centre  d*homologie.  Si  on  cherche  le  plan 
correspondant  par  les  formules  (A)  de  Thomographie  (N"*  345),  on  trouve 

Xma  -|-  pwj3  +  vpy  =  o. 

Mais  tout  plan  passant  par  le  centre  d'homologie  est  un  plan  double; 
par  suite,  il  faut  que  Ton  ait 

m==^n  =  p 
afin  que  cette  équation  représente  le  même  plan  que  la  précédente. 
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Il  en  résulte  que  les  formules  de  la  transformation  homologtqae  seront 
de  la  forme 

A,  B,  C,  D,  et  a,  jS,  y  y  i  sont  les  coordonnées  de  deux  points  homologues 
par  rapport  au  tétraèdre,  tandis  que  l  est  une  constante  arbitraire. 
Dans  cette  hypothèse  les  équations  de  deux  plans  homologues  seront 
de  la  forme 

AA  +  /utB  +  vC  +  ttD  =  o,        Aa  +  |tji|3  4-  vy  +  hd  =  o, 

et  Ton  Toit  immédiatement  qu'ils  se  coupent  dans  le  plan  d*homologie 
D  =  o. 

S50.  Dans  deux  figures  homologiques^  le  rapport  des  distances  de 
deux  points  homologues  au  plan  d^homologie^  est  au  rapport  des  distan^ 
ces  de  ces  points  au  centre  dans  une  raison  constante. 

En  effets  des  égalités  {k)  on  tire 

AA  +  jxB  +  vC      D 
ia  +  pj3  4-  vy  ""  /(î  * 

Or,  le  premier  membre  est  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées 
des  points  homologues  (A,  B,  C,  D)  {a,  |3,  y,  d)  sur  le  plan  double 
;tA-f-^B4'V^  =  o>  comme  ce  rapport  est  égal  à  celui  des  distances 
R  et  r  de  ces  points  au  centre  d'homologîe,  on  aura 

R_D 


et,  par  conséquent. 


—  :  -  =  /  =  constante. 
0    r 


Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

851.  Dans  deux  figures  homologiques  le  rapport  des  distances  de 

deux  points  homologues   au    centre   ^homologie  est  au  rapport  des 

distances  de  ces   points   à  deux   plans  homologues  fixes  dans  une 
raison  constante. 
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Les  formates  (k)  conduisent  à  l'cgalilé 

JA  +  fxB  +  vC  +  7rp_D 

ia  -j-  |jij3  +  vy  +  '^<î     ^^ 

D'après  le  théorème  précédent,  le  second  membre  est  égal  à  R  :  r;  les 
deux  termes  de  la  fraction  du  premier  membre  sont  proportionnels  aux 
perpendiculaires  abaissées  des  points  (A,  B,  G,  D),  (a,  |3,  y,  d)  sur  les 
plans  fixes  homologues 

AA  -f  /xB -}-  vC  +  ttD  =  o,     XA  +  |utB  +  vC  +  InD  ==  o. 

Si  on  désigne  par  P  et  p  ces  perpendiculaires,  on  aura  donc 

p       r 

k  étant  une  constante  déterminée.  On  en  déduit 

R   P 

—  :  -  =s  constante, 

r   P 
et  le  théorème  est  démontré. 

959.  Deux  surfaces  du  second  ordre  homologiques  se  coupent  suivant 
deux  courbes  planes  dont  l'une  esi  située  dans  le  plan  d'homologie. 

Remarquons  que  l'équation  d'une  surface  du  second  degré  en  coor- 
données tétraédriques  peut  se  mettre  sous  la  forme 

S  +  D  (AA  +  (iB  +  vC  +  ttD)  =  o  ; 

S  désigne  une  fonction  homogène  des  coordonnées  A,  B,  G.  Gela  étant, 
une  surface  du  même  ordre  homologique  à  la  précédente  sera  repré- 
sentée par 

S  +  /D  (XA  +  pB  +  vC  +  InD)  =  o . 
En  retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  il  viendra 

D  [A  A  +  ^B  +  vC  +  TT  (  I  +  /)  D]  ==  o . 

Gette  équation  définit  deux  plans  passant  par  l'intersection  des  deux 
surfaces;  celles-ci  se  rencontrent  donc  suivant  deux  coniques  dont  l'une 
est  dans  le  plan  d'homologie  D  ==  o. 

Les  surfaces  homologiques  seront  enveloppées  par  un  cône  ayant 

50 
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son  sommet  au  centre  d'homologie;  car  les  droites  menées  de  ce  dernier 
point  tangentiellement  k  la  première  surface  toucheront  la  seconde,  afin 
qu'il  n'y  ait  qu'un  saul  point  correspondant  sur  les  deux  surfaces. 

S5S.  Deux  êurfaces  du  second  degré  inscrites  dans  un  même  cône  du 
second  ordre  sont  homologiques. 

Nous  savons  que  deux  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  une 
surface  de  même  ordre  se  rencontrent  suivant  deux  coniques  dont  les 
plans  passent  par  la  droite  d'intersection  des  plans  de  contact.  Soient 
D  s=3  Oy  D'  =B  o  les  plans  des  coniques  d'intersection,  et  A  «=3  o,  B  =  o, 
G  =  0  trois  plans  passant  par  le  sommet  du  cône.  Si  on  rapporte  les 
surfaces  au  tétraèdre  ABGD,  les  plans  de  contact  seront  reppésentés  par 
des  équations  de  la  forme 

?J^  +  fjiB  +  vC  +  7rD=o,     U  +  fxB  +  vC+7r'D  =  o 

puisqu'ils  se  coupent  dans  le  plan  D  ==  o;  pur  suite,  les  équations 
des  surfaces  inscrites  au  cône  peuvent  s'écrire 

S  — (U4-pB  +  vC+7rD)«  =  o, 
S  —  (U  +  p.B  +  vC -f  7r'D)«  =  o, 

où  S  est  une  fonction  homogène  en  A,  B,  C,  qui,  égalée  à  zéro,  repré- 
sente le  cône  circonscrit.  Il  est  visible  qu'on  passe  de  la  première  équa- 
tion à  la  seconde  en  posant 

A_B_C_ffD 

par  conséquent,  les  surfaces  sont  homologiques. 

Il  faut  observer  que  si  les  surfaces  inscrites  étaient  l'une  un  ellipsoïde, 
l'autre  un  hyperboloïde  i  une  nappe,  elles  ne  pourraient  pas  être  homo- 
logiques; car  cette  dernière  admettant  des  génératrices  rectilignes, 
il  en  devrait  être  de  même  pour  la  première.  Si  Tune  des  surfaces 
était  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  tangent  extérieurement  au  cône, 
et  l'autre  un  ellipsoïde  tangent  intérieurement,  toute  droite  menée 
par  le  sommet  du  cône  ne  rencontrerait  qu^une  seule  surface;  dans 
ces  conditions  les  surfaces  ne  sauraient  être  homologiques. 

954.  Si  on  applique  à  l'équation  de  la  sphère 

X*  +  Y»  +  Z«=R« 


i 
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les  formules  de  la  transformation  homologique  dans  le  cas  ou  le  centre 
d'homologie  est  à  Torigine,  il  vient 

X*  4"  y'  +  ^*  —  ^'  (^^  -{•  ff^y -{- f^z '{■'  pY  =  o. 

Cette  ëquAtîon  exprime  que  la  distance  d'un  point  de  la  surface  qu'elle 
représente  à  l'origine  est  dans  un  rapport  constant  avec  sa  distance  au 
plan  lx'\'my +  nZ'\'p=i  o;  il  en  résulte  qu'elle  définit  une  surface 
de  révolution  dont  l'un  des  foyers  est  le  centre  de  la  sphère,  et  dont  le 
plan  directeur  coïncide  avec  le  plan 

Ix  -\-  my  +  ns  -|-  f;  =  o. 

On  vérifiera  facilement  qu'une  surface  de  révolution  représentée  par 
l'équation 

X«  +  Y«  +  Z«  —  (AX  +  i^aY  +  yZ  +  tt)»  =  o 

admety  pour  surfaces  homologiques,  des  surfaces  de  révolution  ayant 
un  foyer  commun  à  l'origine  des  coordonnées. 

On  voit  que  l'homologie  permettrait  d'étendre  les  propriétés  de  la 
sphère  à  une  surface  de  révolution  du  second  ordre,  et  de  démontrer 
plusieurs  propriétés  des  surfaces  de  révolution  qui  ont  un  foyer  commun. 
Plus  généralement,  l'homologie  peut  servir  comme  l'homographie  à 
généraliser  et  à  mettre  en  évidence  une  propriété  descriptive  ou  métri- 
que d'une  figure  en  s'appuyant  sur  les  théorèmes  qui  précèdent. 


CHAPITRE  XVII. 


GÉNÉRATION    DESSURFACES- 

SoMHAiBi.  —  ÊqtMtion  d'une  surface  engendrée  par  une  ligne  mobile  dont  lee  équationê 
renferment  un  ou  pluêieurs  paramètres  ;  cas  où  la  ligne  mobile  8*appuie  tur  de$  lignée 
fixée  ;  eurfacee  de  révolution  ;  eurfacee  régléee.  —  Surfaces  développablee  :  génération 
de  ces  sur  faces  ;  plan  tangent;  surfaces  cylindriques  et  coniques.  — Surfaces  gauches: 
ûonoides;  plan  tangent  et  propriétés. 

9im,  Coaformëment  à  In  méthode  cartésienne,  nous  avons  discuté 
jusqu'ici  les  équations  générales  du  premier  et  du  second  degré,  afin 
de  reconnaître  In  forme  et  la  nature  des  surfaces  dont  elles  sont  la 
définition  analytique.  De  plus^  par  la  combinaison  des  équations  abrégées, 
nous  avons  démontré  plusieurs  propriétés  générales  des  surfaces  du 
second  ordre  assujetties  à  certaines  conditions  géométriques.  Dans  ce 
chapitre,  nous  nous  proposons  de  considérer  une  surface  quelconque 
comme  engendrée  par  une  ligne  mobile  appelée  génératrice^  et  dont  le 
déplacement  est  soumis  à  une  loi  déterminée;  nous  indiquerons  le 
moyen  d'arriver  à  l'équation  de  la  surface  décrite.  Cette  équation  repré- 
sentera d'une  manière  générale  les  surfaces  qui  admettent  le  même 
mode  de  génération  ou,  comme  on  a  coutume  de  dire,  une  même  famille 
de  surfaces.  Nous  étudierons  ensuite  plus  spécialement  les  surfaces 
engendrées  par  une  ligne  droite  et  qu'on  appelle  surfaces  réglées. 

§    1.    ÉQUATION   d'une   SURFACE   ENGENDRÉE   PAR    UNE    LIGNE   MOBILE. 

856.  Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  la  gënéra- 
trice  est  définie  par  deux  équations  de  la  forme 

/■(x,  y,  z,  a,)  =  o,       F  (x,  y,  z,  a^)  =*  o 
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ne  renfermant  qu*an  seul  paramètre.  A  chaque  valeur  attribuée  à 
la  constante  arbitraire  Oj,  correspond  une  position  déterminée  de  la 
génératrice;  si  on  fait  varier  ai  par  degrés  insensibles^  la  ligne  mobile 
va  se  déplacer  d'une  manière  continue  et  décrire  une  surface  bien 
déterminée  dont  Téquation  s'obtiendra  en  éliminant  le  paramètre  a* 
entre  les  équations  données.  En  efiet,  cette  équation  finale  sera  satisfaite 
en  même  temps  que  les  précédentes,  et,  comme  elle  ne  renferme  plus 
la  constante  indéterminée  ai,  elle  exprimera  analytiquement  la  relation 
qui  existe  entre  les  coordonnées  d'un  point  de  la  ligne  mobile  considérée 
dans  l'une  quelconque  de  ses  positions;  ce  sera  Téquation  de  la  surface 
décrite  par  cette  ligne. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  génératrice  soit  représentée  par  les 
équations 

f{x,  y,  «,  a„  a%)  =  o,        F  (x,  y,  z,  ai,  ai)  =  o, 

où  ai  et  as  sont  des  coefficients  indéterminés.  Si  on  donne  au  paramètre 
ai  une  valeur  particulière  ai,  et  si  on  fait  varier  ai  d'une  manière 
continue,  la  ligne  mobile  va  décrire  une  certaine  surface  déterminée. 
Maïs,  comme  on  peut  de  la  même  manière  attribuer  à  la  constante 
arbitraire  as  autant  de  valeurs  que  l'on  veut,  on  aurait  ainsi  une  infinité 
de  surfaces  dont  l'ensemble  formerait  un  solide.  Pour  que  la  ligne 
mobile  engendre  une  surface  déterminée,  il  est  indispensable  que  les 
paramètres  ne  soient  pas  tout-à-fait  indépendants,  mais  liés  par  une 
certaine  relation  (p(ai,ai)=o.  Dans  cette  hypothèse,  on  ne  peut  plus 
donner  aux  constantes  que  les  valeurs  qui  vérifient  celte  équation  :  le 
déplacement  de  la  ligne  génératrice  est  bien  déterminé,  et  elle  engendrera 
une  surface  unique  dont  l'équation  s'obtiendra  en  éliminant  les  para- 
mètres entre  les  trois  équations  précédentes. 

Enfin,  si  la  génératrice  est  représentée  par  des  équations  renfermant 
n  paramètres 

/'(x,y,  z,  ai,at, ,  a«)  =  o,        F  (a;,  y,  z,  ai,  ai, ,a«)=:0, 

avec  les  (n  —  i)  relations 

9i  (ai,  ai,  ....,  a»)  ==  o, 
91  (ai,  ai, ....,  a«)s=o. 


Çn-i  (ai, ai,  ...,a«)*=o, 
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son  mouyement  est  bien  défini,  car  ses  équations  ne  renferment  en 
réalité  qu'un  seul  paramètre  arbitraire,  les  n  —  i  relations  permettant 
d'exprimer  tous  les  paramètres  moins  un  en  fonction  du  dernier.  L'éli- 
mination des  coefficients  indéterminés  ai,at,  ....a»,  entre  les  (it-f-i) 
équations  précédentes  conduira  à  l'équation  en  x,  y»  z  de  la  surface 
décrite. 

3ft7.  Au  lieu  de  déterminer  le  mode  de  déplacement  de  la  géné- 
ratrice par  un  nombre  suffisant  de  relations  entre  les  paramètres  qui 
entrent  dans  ses  équations,  on  peut  assujettir  cette  ligne  variable  à 
s'appuyer  sur  des  lignes  fixes  qui  règlent  son  mouvement  dans  l'espace 
et  qu'on  appelle  directrices.  Dans  ce  cas,  on  arrive  h  l'équation  de  la 
surface  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Supposons  d'abord  que  la  ligne  mobile  représentée  par  les  équations 

F(^jy>  ^>«ij  aî)  =  o,         F«  (x,  y,z,  ai,a«)  =  o 
se  déplace  en  glissant  sur  la  courbe  fixe  donnée 

9  {«y  Vf  2)  =  o.      ^  (^,  y,  2)  =  o. 

Les  équations  précédentes  devront  être  satisfaites  en  même  temps  par 
les  coordonnées  des  points  communs  aux  deux  lignes,  et  l'élimination  des 
variables  x,  y,  z  donnera  une  relation  entre  les  paramètres 

/i  {a^,  Qî)  =  o 

qui  exprimera  que  la  rencontre  a  lieu  dans  cbaquc  position  de  la  géné- 
ratrice. Il  restera  à  éliminer  les  paramètres  entre  cette  équation  et  celles 
de  la  ligne  mobile  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  engendrée. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  où  la  génératrice  est  représentée 
par  les  équations 

F(^>y>^>«<>û«> >«n)  =  o,         Fi  (x,  y,  2,  ai,  ci«, ,a,)  =  o. 

Pour  qu'elle  décrive  une  surface  unique,  elle  doit  s'appuyer  sur 
(n  —  i)  lignes  fixes  données 

9,  (x,  y,  z)  =  o,         ^i  (x,  y,  z)  =  o; 

?«  {Xj  y>  «)  =  o,         ^i  (x,  y,  2)  =  o; 


<Pn-j  (^.  y,  ^)  =  o>        +--t  (x,  y,  z)  =  o. 
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En  éliminant  les  variables  Xj  y,  z  entre  les  équations  de  chaque 
groupe  et  celles  de  la  génératrice,  on  arrivera  k  n  —  i  relations  entre 
les  paramètres 

/i(a«,o«, ,  a»)  =  o, 

/ii-4(ai,af, ...•,  ai,)=o, 

qui  expriment  que  la  ligne  mobile  rencontre  chaque  directrice.  L'équa- 
tion de  la  surface  décrite  sera  le  résultat  de  l'élimination  des  paramètres 
entre  ces  équations  et  celles  de  la  génératrice. 

Sft§.  Gomme  application  de  la  théorie  générale,  supposons  que  la 
génératrice  soit  un  cercle  de  rayon  variable,  dont  le  centre  parcoure 
une  droite  fixe,  et  dont  le  plan  reste  perpendiculaire  à  cette  droite 
pendant  qu'il  se  déplace  en  s'appuyant  sur  une  ligne  donnée.  La  surface 
ainsi  engendrée  est  dite  de  révolution^  car  on  Tobtiendrait  aussi  par 
la  rotation  de  la  directrice  autour  de  la  droite  fixe  appelée  axe  de 
révolution  de  la  surface.  Désignons  par  xo,  yo»  Zo  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  droite  fixe;  celle-ci  sera  représentée  par  des  équations 
de  la  forme 

X  —  Xo     y — yo      z—zo 
l  m  n 

Le  cercle  générateur  peut  être  considéré  comme  étant,  à  chaque 
instant,  l'intersection  d'un  plan  perpendiculaire  h  l'axe  avec  une  sphère 
de  rayon  variable  ayant  pour  centre  le  point  (xo,  yo^  Zo)  ;  par  suite,  ses 
équations  peuvent  s'écrire 

(x  —  Xo)'  +  (y  —  yo)*  +  («  —  2o)*  =  a,      /x  +  wiy  +  n«  +  rf  =  P, 
a  et  |3  étant  deux  paramètres  arbitraires.  Soit 

l'équation  qui  exprime  la  rencontre  du  cercle  avec  une  directrice  donnée 

f(x,  y,  z)  =  o,       ft  (x,  y,  z)^o, 

Qu  la  relation  qui  provient  de  l'élimination  de  x,  y,  z  entre  ces  dernières 
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équations  et  celles  du  cercle  mobile.  Si  on  remplace  a  et  ^  par  leurs 
yaleurs,  il  viendra 

(r)       /»  +  wy  +  nz  +  d  =  9[(a:  — Xo)«  +  (y— yo)»  +  («  — zo)*]. 

C'est  réquation  générale  des  surfaces  de  révolution  autour  de  la 
droite  fixe  donnée. 

Quand  Taxe  passe  par  ToriginCy  on  peut  supposer  que  le  point 
(xo,  jfof  Zq)  coïncide  avec  elle,  et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

f«  +  wy  +  «z  -|-  d  =  9  (x*  +  y'  +  «•). 

Enfin,  si  Taxe  de  révolution  coïncide  avec  Taxe  des  z,  le  cercle  peut 
être  considéré  comme  l'intersection  d'un  cylindre  de  rayon  variable 
avec  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  et  ses  équations  seront 

«  =  P,       x*  +  y*  =  a. 

L'équation  d'une  surface  de  révolution  prend  alors  sa  forme  la  plus 
simple 

«  =  (p(x«+y«). 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (r)  définit  une  surface 
de  révolution.  Posons,  en  effet, 

/x  +  my  -|-  wz  4-  rf  =  P, 

(x  —  xo)*  +  (y  —  yo)*  +  («  —  ZoY  ==  a; 
elle  devient, 

Or,  si  on  fait  varier  a  et  |3  de  manière  k  satisfaire  à  cette  relation, 
les  équations  {k)  représentent  une  ligne  située  sur  la  surface;  mais  cette 
ligne  est  l'intersection  d'un  plan  qui  se  meut  parallèlement  avec  une 
sphère  de  centre  fixe;  c*est  un  cercle  dont  le  centre  décrit  une  droite 
fixe,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe  sur  le  plan  sécant.  Donc 
cette  surface  est  nécessairement  de  révolution. 

La  surface  de  révolution  engendrée  par  une  ligne  donnée  tournant 
autour  d'une  droite  fixe  est  telle,  qu'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
donne  une  section  circulaire  appelée  parallèle.  Si  l'axe  et  la  ligne  fixe 
sont  dans  un  même  plan,  la  section  d'un  plan  mené  par  l'axe  sera  la 
même  ligne  :  toutes  les  sections  analogues  se  désignent  sous  le  nom  de 
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méridiens  de  la  surface.  Le  plan  tangent  en  chaque  point  renfermera 
les  tangentes  au  méridien  et  au  parallèle  qui  se  coupent  en  ce  point; 
comme  la  tangente  au  parallèle  est  à  la  fois  perpendiculaire  à  l'axe  et 
au  rayon  de  ce  cercle  passant  par  le  point  de  contact,  le  plan  tangent 
est  perpendiculaire  au  méridien.  Il  en  résulte  que»  dans  une  surface  de 
révolution,  la  normale  rencontre  toujours  l'axe. 

S59.  Il  est  encore  une  classe  de  surfaces  remarquables  appelées 
surfaces  réglées  ;  ce  sont  les  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite 
assujettie  à  certaines  conditions.  On  sait  que  les  équations  d'une  droite 
quelconque 

x  =  az  +  pt      y  =  6z  +  y 

renferment  quatre  constantes  indéterminées;  par  suite,  son  mouvement 
dans  l'espace  sera  complètement  défini  et  elle  engendrera  une  surface 
unique,  si  elle  rencontre  à  chaque  instant  trois  directrices  données.  Cette 
rencontre  sera  exprimée  par  trois  relations  entre  les  paramètres  obtenues 
comme  on  l'a  indiqué  précédemment.  Supposons  qu'elles  soient  de  la 
forme 

6=7r(a),      p  =  9(a),       q  =  f^(a); 

les  équations  de  la  génératrice  seront  alors 

op  =  az  -|-  9  (a), 
y  =  TT  (a)  .  z  +  4;  (a). 

Il  suflSra  d'éliminer  le  paramètre  a  entre  ces  équations,  lorsqu'on 
connaîtra  les  fonctions  tt,  (p  et  ^,  pour  arriver  à  l'équation  de  la 
surface. 

Quand  une  droite  se  meut  dans  l'espace  pour  engendrer  une  surface, 
il  peut  arriver  que  deux  de  ses  positions  consécutives  soient  toujours 
dans  un  même  plan;  dans  ce  cas,  on  dit  que  la  surface  réglée  est  déve- 
loppabh;  dans  le  cas  contraire,  la  surface  réglée  est  gauche.  Nous  ferons 
connaître,  dans  ce  qui  suit,  les  caractères  particuliers  de  ces  surfaces 
remarquables. 


§    3,    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

■M.  Supposons  qu'une  droite  se  déplace  dans  l'espace  de  maDiëre 
que  dans  deux   positions  consëcutiTCS  elle  soit  dans  dd  même  plan. 
Considérons  différentes  positions  4,  2,  3..,,  très  rapprochées  de  la  géné- 
ratrice; elles  se   rcaconlrent  snccessivement  aux  points  iri,  m*,  tN|.... 
qui  seront  les  sommets    d'un  polygone 
gauche.  Si  on  imagine  que  ces  droites  se 
rapprochent  de  plus  en  plus,  le  polygone 
mitnimi....    deviendra  i   la    limite   une 
courbe  gauche  &  laquelle  seront  tangentes 
les  différentes  positions  de  la  droite  mobile. 
Il  en  résulte  qu'une  surface  développabU 
peut  être  eotuidérée  comme  h  lieu  tf  wi« 
'*'-  ^''  droite  çui  se  meut  dans  l'espace  en  restant 

tangente  à  une  courbe  gauehe.  Cette  courbe  a  été  appelée  par  Hokb 
arête  de  rArousiement  de  la  surface.  La  raison  en  est  que,  si  on  suppose 
les  tangentes  prolongées  indéfiniment  de  chaque  cAté  de  leur  point  de 
contact,  la  surface  développabic  sera  composée  de  deux  nappes  qui 
viennent  se  rejoindre  sur  la  courbe;  pour  passer  d'nne  nappe  h  l'autre, 
sans  suivre  la  direction  d'une  génératrice,  on  doit  parcourir  un  chemin 
curviligne  qui  présente  un  point  de  rebroussement  k  la  séparation  des 
deux  nappes. 

Une  surfocc  développable  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  être  étendue 
sur  un  plan  sans  se  déchirer.  En  effet,  les  différentes  génératrices  l,â,3... 
comprennent  entre  elles  un  élément  plan  infiniment  étroit  et  indéfini  en 
longueur;  on  peut  faire  tourner  le  second  élément  autour  de  la  droite 
qui  le  sépare  du  premier,  jusqu'à  ce  qu'il  se  trouve  dans  son  plan;  on 
ramènera  semblablcment  le  troisième  élément  dans  le  plan  des  deux 
autres,  et  ainsi  de  suite.  Cette  propriété  a  lieu  quelque  rapprochées  que 
soient  les  génératrices  et  elle  ne  cessera  pas  d'exister  à  la  limite  pour  la 
surface  développable. 

Lorsqu'on  étend  une  portion  de  surface  développable  sur  an  plan, 
il  est  évident  qu'elle  conserve  la  même  superficie;  les  différentes  parties 
des  génératrices  ainai  que  les   arcs  de  courbes  tracées  sur  la  surfice 
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conserveront  aussi  les  mêmes  longueurs.  Ainsi,  pour  ne  citer  qu'un 
exemple,  si  on  prend  un  cône  à  base  circulaire  qui  est  une  surface 
développable  puisque  les  gënératrices  se  coupent  en  un  même  point,  et 
si  on  l'ouvre  suivant  l'une  de  ses  arêtes,  on  pourra  étendre  la  surface 
du  cAne  sur  un  plan  sans  faire  de  plis;  après  l'opération,  les  longueurs 
des  arêtes,  ainsi  que  celles  des  arcs  de  courbes  qui  se  trouvaient  sur 
le  cône  auparavant  n'auront  pas  changé. 

861 .  Étant  données  les  équations  d'une  courbe  gauche^  trouver  celle  de 
la  surface  développable  qui  a  cette  courbe  pour  arête  de  rebroussement. 
Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  définie  par  les  équations 

qui  déterminent  ses  projections  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz.  On  sait 
qu'en  projetant  une  courbe  avec  sa  tangente  sur  un  plan,  la  projection 
de  la  droite  est  tangente  k  la  projection  de  la  courbe.  Il  en  résulte  que 
les  équations  d'une  tangente  au  point  {a,  6,  c)  de  la  ligne  donnée  seront 

(X  —  a)  (pa-^-iy  —  fr)  9»  =  0>      (^  —  «)  ^a  +  («  —  <•)  +c  =  O. 

De  plus,  on  a  aussi  les  relations 

(p  (a,  6)  =  o,     vp  (a,  c)  =  o. 

L'élimination  des  coordonnées  a,  6,  c  conduira  à  une  équation  en 
Xj  y,  z  qui  sera  vérifiée  par  un  point  d'une  tangente  quelconque  de  la 
courbe  donnée  :  ce  sera  l'équation  demandée. 

S69.  Une  surface  développable  peut  encore  être  regardée  comme 
engendrée  par  les  intersections  successives  d'un  plan  défini  par  une 
équation  de  In  forme 

XTT  (a)  -|-  y<p  (a)  -\- z^  (a)  —  i  =  o 

où  les  coefficients  des  variables  ne  dépendent  que  d'un  seul  paramètre  a. 
En  effet,  si  on  désigne  par  u,  v,  v?  les  coordonnées  tangentielles  de  ce 
plan,  on  a 

ti  =  TT  (a),     v  =  (p  (a),     w  =  '\t  (a), 

et  l'élimination  du  paramètre  a  entre  ces  égalités  donnera  deux  équations 
en  K,  Vf  w  de  la  forme 

F  (m,  V,  w)  =  o,     /*(«,  t?.  11?)  «=  o 
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qui  représentent  deux  surfaces  II  en  résulte  que  le  plan  mobile,  pendant 
son  déplacement,  reste  constamment  tangent  à  ces  surfaces.  Le  lieu  des 
intersections  successives  des  plans  tangents  communs  est  évidemment  une 
surface  développable  circonscrite  aux  deux  autres. 


1.  Le  flan  tangent  en  un  point  Wune  surface  développabk  ren- 
ferme  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  et  touche  la  surface  tout  le 
long  de  celte  droite. 

Afin  de  démontrer  cette  propriété,  prenons  pour  axe  des  z  une  géné- 
ratrice de  la  surface;  celle-ci  sera  représentée  par  une  équation  qui  doit 
être  satisfaite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  z,  en  posant  x  =  o,  y  ==  o, 
et  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

tim-ix-}-  i;«-«y  -|-  "«-«**  +  2w«_«xy  -{-  '^••-ty*  +  Wm-ix'  -|-  .......=  o, 

tiiii-4,  Vm-i  étant  des  fonctions  de  z  du  degré  m  —  i;  Um^%j  v«»-f, 
tTm^t,  des  fonctions  de  z  du  degré  m  —  2,  et  ainsi  de  suite.  Soit 

x=^aZ'\'Py    y  =  6z  -|-  7 

une  génératrice  infiniment  voisine  de  Taxe  des  z,  de  sorte  que  les  quan- 
tités a,  6,  p,  q  ont  pour  limite  zéro.  Si  on  exprime  qu'elle  se  trouve  sur 
la  surface,  on  aura  Téquation 

Wm-i  {az  +  p)  +  Ww-1  (bz  +  9)  +  «••-«  («^  +  P)'  +  2Wm-  s  {az  +  p) 

(6j3  -|-  ?)  + =  û. 

Lorsque  la  seconde  génératrice  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  l'axe 
des  z,  les  quantités  a,  6,  p,  q  sont  variables  et  tendent  vers  o.  On  peut 
supposer  qu'elles  dépendent  d'un  même  paramètre  a,  et  désigner  par 
ai9  biy  pi,  91  les  limites  des  rapports  de  a,  6,  p,  </,  à  l'accroissement 
de  a  lorsque  la  droite  tend  vers  sa  position  limite.  Cela  étant,  divisons 
l'équation  précédente  par  l'accroissement  de  a  et  passons  à  la  limite  : 
il  viendra  l'identité 

tim-l  (QiZ  +  PO  +  V»»-l  {biZ  +  71)  =  O. 

On  en  déduit 


biz  +  qt  aiZ-\-pi 

et  chacun  de  ces  rapports  étant  une  fonction  de  l'ordre  m  —  2  en  z, 
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nous  pouvons  poser  identiquement 

En  substituant,  on  trouve  que  Tëquation  de  la  surface  dëveloppable 
peut  s'écrire  sous  la  forme 

9m-i[x(6jjj-|-?0 — y  («4«+pO]-H  w,»_îx'  +  2u?m-ia:y+  .  .  .  .=o. 

MaiSy  il  sera  démontré  plus  tard  que  le  plan  tangent  en  un  point 
{x\  y' y  z')  d'une  surface  quelconque  F  (as,  y,  z)  <=3  o  est  de  la  forme 

(x-x')Fi4-(y-yOF|;'+(z-z')F;=o. 

Appliquons  cette  équation  au  cas  qui  nous  occupe  pour  trouver 
l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  (o,  o,  z')  de  l'axe  des  z  :  il 
viendra 

x(6iz'-f-qfi)  — y  (aiz'  +p4)  =  o; 

c^est  l'équation  d'un  plan  qui  passe  par  l'axe  des  z.  Pour  qu'il  soit 
tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  la  génératrice,  l'équation  précédente 
doit  représenter  le  même  plan  quel  que  soit  z';  par  suite,  le  rapport 

atz'  -{-pi 
biZ*  -{-  q\ 

doit  avoir  une  valeur  constante  pour  tous  les  points  de  l'axe  desi?;  ce 

qui  aura  lieu  si  7-=      •  Or,  dans  une  surface  développable,  deux  géné- 

Oi       91 

ratriccs  consécutives 

^x  =  0,  (x  ==  oz  4-  p, 

\y  =  o>         (y  =  6^  +  ?, 

se  rencontrent,  et  l'on  a  la  condition  7  ==~  ou,  à  la  limite,  7-=^  •  Il 

6      ?  bi      qx 

s'ensuit  que,  dans  une  surface  développable,  le  rapport  précédent  est 

indépendant  de  z',  et  le  plan  tangent  sera  le  même  pour  tous  les  points 

d'une  même  génératrice. 

364.  Il  résulte  de  la  propriété  caractéristique  du  plan  tangent  qu'il 
n'est  pas  possible  en  général  de  mener  un  plan  tangent  à  une  surface 
développable  par  une  droite  donnée;  car,  si  mi^  ntt,  m^  etc.,  désignent 
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les  points  où  la  droite  rencontre  la  surface,  les  plans  menés  par  les 
génératrices  qui  passent  par  ces  points  et  la  droite  donnée  ne  touchent 
pas  nécessairement  la  surface  bien  qu'ils  renferment  une  génératrice  ;  ce 
qui  aurait  lieu  si  tout  plan  passant  par  une  génératrice  était  tangent 
quelque  part  en  un  point  de  cette  droite;  mais,  dans  une  surface  déve- 
loppable,  il  n'y  a  qu*un  seul  plan  tangent  pour  tous  les  points  d'une 
même  génératrice. 

Par  un  point  donné,  on  pourra  en  général  mener  un  nombre  limité  de 
plans  tangents  à  une  surface  développable.  En  e£Pet,  reprenons  Téquation 
du  plan  mobile 

xn  (a)  -}-  y?  (a)  +  ^»K«)  —  I  =  o 

qui  engendre  par  ses  intersections  successives  une  telle  surface,  et  expri- 
mons qu'il  passe  par  un  point  (x',  y%  z^).  On  aura  l'équation 

x'tt  (a)  +y'(p  (a)  -{-  z'^  (a)  --  i  =  o  : 

elle  donnera  un  certain  nombre  de  valeurs  pour  le  paramètre  a  qui 
correspondent  aux  plans  tangents  passant  par  le  point  donné.  Le  nombre 
de  ces  plans  indique  la  clcisse  de  la  surface. 

M5.  Surfaces  cylindriques.  On  désigne,  sous  ce  nom,  les  surfaces 
développables  engendrées  par  une  droite  qui  glisse  sur  une  courbe  fixe 
en  restant  parallèle  k  une  direction  donnée.  Il  suit  de  cette  définition  que 
la  rencontre  des  génératrices  et,  par  conséquent,  l'arête  de  rebroussement 
est  à  l'infini. 

Afin  de  trouver  l'équation  générale  des  surfaces  cylindriques,  observons 
d'abord  que  dans  les  équations  de  la  génératrice 

x  =  inz-\-pf      y  =  nz  +  7 

les  coefficients  m  et  n  seront  constants  tandis  que  p  et  9  varient  avec  la 
position  de  la  droite  mobile.  Soient 

F  (x,  y,  z)  =  o,       F,  (x.  î/,  z)  ==  o 

les  équations  de  la  directrice;  par  l'élimination  des.  variables  x,  y^  z,  on 
arrivera  à  une  certaine  relation 

entre  les  paramètres  variables.  Mais,  d'après  les  équations  de  la  généra- 
trice, on  a 

p  =  x  —  mz,      q  =  y  —  wz; 
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doncy  réquation  générale  des  surfaces  cylindriques  sera 

f{x  —  mz,    y  —  w«)=:o. 
Quand  la  droite  mobile  est  définie  par  deux  équations  de  la  forme 
<wp  +  6y  -f-  c«  +  d  =  p,      o'x  +  b'y  -}-  c'«  +  cl'  =  qr 

où  tous  les  coeflScients  sont  constants  exceptés  p  et  q^  Téquation  des 
surfaces  cylindriques  est  de  la  forme 

f{ax  +  6y  +  cz  -|-  d,       a'x  -f-  6'y  -f-  c'z  +  d!)  =  o. 

Réciproquement^  toute  équation  de  cette  forme  représente  une  surface 
cylindrique;  car  si  on  pose 

<MP  +  ^y  +  c«  +  d  =  p,      a'x  -}-  Vy  +  c'z  +  d'  =  ç, 

elle  devient /"(p,  f)  e=o,  et^  en  faisant  varier  p  cl  9  de  manière  & 
satisfaire  à  cette  relation,  les  équations  précédentes  représentent  des 
plans  qui  se  rencontrent  suivant  des  droites  de  la  surface;  mais  ces 
plans  restant  parallèles  à  eux-mêmes  déterminent  une  série  de  droites 
parallèles  formant  une  surface  cylindrique. 

Ex.  fl.  Trouver  les  équations  des  cylindres  qui  ont  pour  direclrices  les  lignes 


R. 


(1) 

r  =  o, 

F(x,y)=o; 

(2) 

2:  =  0, 

y»  =  2p»  ; 

(3) 

-r  =  0, 

y  =  «*. 

(i^ 

F  (»  —  m; 

r,    y— 112)  — 0; 

(^) 

(y  - 1^)* 

=  2p  (a?  —  Mtz)  ; 

(3) 

y  — n2  = 

c*-"'. 

Ex.  t.  Montrer  que  Téquation 

«•  +  y«  +  2J'  —  2XZ  -[-  2yz  —  1=0 

représente  un  cylindre. 

L*intersection  de  la  surface  avec  le  plan  des  xy  est  le  cercle  a;'-l'y'=  '•  ^^ 
cylindre  ayant  ce  cercle  pour  directrice  est  représenté  par 

(a;  —  mzY  +  (y  —  nz)*  =  i. 

En  développanti  et  comparant  cette  équation  avec  la  proposée,  on  trouve  des  valeurs 
déterminées  pour  m  et  n.  L*équation  donnée  représente  un  cylindre  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  la  droite  x=^z,  y  =  —  z» 


—  480  — 

Ex.  s.  Trouver  Péqaation  da  cylindre  circoascrît  i  la  surface  /  («,  y,  z)  ==  o,  la 
direction  des  génératrices  étant  m  =  mz,  y  =  nz. 

Désignons  par  «',  y',  z'^  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  de  contact  inconnue 
des  deui  surfaces,  et  menons  par  ce  point  la  droite 

««—«':=  m  (z  —  «')        y  —  y'  =  n  (ar  — y), 

parallèlement  aux  arêtes  du  cylindre.  Si  on  exprime  que  cette  droite  est  dans  le  plan 
tangent  au  point  («',  /,  z*) 

de  la  surface  donnée,  il  vient  la  condition 

m/î,  +  «;,  +  f'„  =  o. 

Il  en  résulte  que  la  courbe  de  contact  du  cylindre  avec  la  surface  sera  représentée 
par  les  équations 

f{x,  y,  z)  =  o,        mn  +  nfi  +  /"i  =  o. 

Connaissant  la  directrice  du  cylindre  cherché,  le  problème  s'achèvera  comme  précé- 
demment. En  appliquant  la  méthode  è  la  recherche  du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère 
«•  -J-  y«  -4-  jj*  =  r*,  on  trouvera 

(fi*  -[-  l)  **  +  (''»*  +  i)  y"  +  ("**  +  «')  **  —  2mnxy  —  2mwz  —  anyt  =  r*  («■+  «■  +  i). 

S66.  Surfaces  coniques.  On  appelle  surface  coniqae,  la  surface 
développable  eugendrée  par  une  droite  qui  tourne  autour  d'un  point 
fixe  en  s'appuyant  sur  une  directrice  donnée.  Dans  une  telle  surface, 
Taréte  de  rebroussement  se  réduit  h  un  point. 

Les  équations  de  la  génératrice  seront  de  la  forme 

X  —  a  ==  m  (x  —  y),     y  —  p  =  n  (z  —  y), 

m  et  n  étant  deux  paramètres  variables  avec  la  direction  de  cette  droite. 
L'élimination  des  variables  entre  ces  équations  et  celles  de  la  courbe 
donnée  comme  directrice  conduira  à  une  relation  entre  les  paramètres 
qu'on  peut  écrire 

9  (m,  n)  =  o. 

Enfin,  si  on  remplace  m  et  n  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
de  la  génératrice,  on  arrive  à  l'équation  générale  des  surfaces  coniques 
qui  sera  de  la  forme 


(«)      ?( »      ^) 


o. 


Dans  le  cas  particulier  où  le  sommet  du  cône  est  à  l'origine,  elle 
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se  réduit  à 


G-  0 


O. 


Gc8  équations  sool  homogèoes,  la  première  par  rapport  k  x  —  a, 
y  —  (3,  z  —  y,  la  seconde  par  rapport  h  x,  y,  z. 

Réciproquement,  toute  équation  homogène  de  la  forme  (s)  définit  une 
surface  conique.  En  effet,  posons 

X  —  a               V  —  fi 
=  m,     2 î-  =  n, 

z  —  y  z  —  y 

elle  devient  9(1119  n)  =  o;  en  attribuant  aux  constantes  indéterminées 
m  et  n  des  valeurs  qui  vérifient  cette  relation,  les  équations  précédentes 
donnent  des  droites  issues  du  point  fixe  (a,  |3,  y)  et  appartenant  à  la 
surface.  Donc  celle-ci  sera  un  cône  ayant  son  sommet  au  point  fixe. 
Plus  généralement,  une  équation  homogène  telle  que 

cp  (X,  Y,  Z)  =  o, 

où  X,  Y,  Z  désignent  des  polynômes  du  premier  degré  de  la  forme 
ax -{^  by -^  cz  +  df  représente  une  surface  conique  ayant  pour  sommet 
le  point  d'intersection  des  plans  X^  Y,  Z.  Afin  de  le  démontrer,  prenons 
ces  derniers  pour  plans  coordonnés  et  plaçons  l'origine  h  leur  point 
d'intersection.  On  sait  que  les  polynômes  X,  Y,  Z  sont  proportionnels 
aux  distances  d*un  point  (x,y,  z)  aux  plans  Xs^o,  Y  =30,  Z=io; 
d'un  autre  côté,  les  nouvelles  coordonnées  x%y',  z'  du  même  point 
sont  égales  à  ces  distances  multipliées  respectivement  par  des  constantes. 
On  peut  donc  poser 

X  =  ax',      Y  =  6y',      Z  =  ez\ 

^9  y'»  ^'  ^^Q^  les  nouvelles  coordonnées  du  point  (x,  y,  z).  Il  en  résulte 
que  l'équation  proposée  devient  avec  les  axes  nouveaux 

(p(ax',  by\  «')==»  o  : 

elle  est  homogène  par  rapport  à  x',  y\  z'  et  représente  un  cône  qui  a 
son  sommet  à  l'origine. 

Ex.  fl.  Troayer  Péquation  du  cône  engendré  par  une  ligne  passant  par  Porigine 
et  s*appuyant  sur  la  courbe  z=zkj  /*(»,  y)  =  0. 


Jkx       ky\ 


31 
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Ex.  9,  Équation  du  cône  qui  a  sou  sommet  au  point  (eC|  /S,  y)  et  dont  la  directrice 
est  une  courbe  du  plan  des  aey  représentée  par  /(«,  y)  =o. 


Ex.  S.  Reconnaître  si  une  équation  donnée  représente  une  surface  conique 
Si  elle  n*est  pas  homogène  par  rapport  à  a,  y,  z^  il  faut  pouvoir  la  rendre  telle  en 
plaçant  l'origine  des  axes  en  un  certain  point  de  Pespace  («,  /S,  y).  Lorsque  cette  trans- 
formation est  possible,  Téquation  représentera  un  cône  réel  ou  imaginaire  suivant  la 
nature  de  la  section  faite  par  un  plan  quelconque  dans  la  surface.  Ainsi,  on  vérifiera 
facilement  que  Péquation 

3«"  -J-  2y*  —  zxz  +  4y2  —  41  —  8s  —  8  :=  o 

devient  homogène  en  plaçant  l'origine  au  point  (0,2,  —  2)  et  qu*eile  définît  un 
cône  réel. 

Ex.  4.  Trouver  Péquation  du  cône  circonscrit  à  la  surface  ^(«,  y»  Zft)=o  ayant 
son  sommet  au  point  (a/,  y',  z',  i'). 

Appelons  x'^y^^z",  i"  les  coordonnées  d*un  point  de  la  courbe  de  contact;  le  plan 
tangent  à  la  surface  donnée  en  ce  point  est 

En  exprimant  qu'il  passe  par  le  point  (a^,  y'9  z* ,  f'),  on  obtient  la  relation 

qui  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact. 
Il  s^ensuit  que  les  équations 

représentent  cette  ligne.  On  connaît  ainsi  la  directrice  du  cône  et  son  sommet;  on 
arrivera  &  son  équation  par  la  méthode  indiquée  précédemment. 


%  2.   SURFACES   GAUCHES. 

S6T.  Une  surface  réglée  est  gauche  lorsque  deux  positions  consé- 
cutives de  la  droite  mobile  ne  se  trouvent  pas  dans  un  même  plan. 
L'hyperboloïde  à  une  nappe  est  une  surface  gauche,  car  nous  savons 
qu'elle  est  engendrée  par  le  déplacement  d'une  droite  qui  glisse  sur 
trois  autres  et  que  deux  positions  consécutives  de  la  génératrice  ne  se 
rencontrent  pas.  Il  en  est  de  même  pour  le  paraboloïde  hyperbolique; 
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dans  cette  surface,  la  génératrice  s'appuie  sur  deux  droites  fixes  en 
restant  parallèle  à  un  plan  déterminé  qu'on  appelle  plan  direcUuVm 
En  général,  toute  surface  réglée  à  plan  directeur,  c'est-à-dire  toute 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  restant  parallèle  à  un 
plan  fixe,  est  toujours  une  surface  gauche.  En  effet,  prenons  pour  axe 
des  z  une  position  particulière  de  la  droite  mobile,  et,  le  plan  des  yz 
parallèle  au  plan  directeur  :  les  équations  de  la  génératrice  seront 
de  la  forme 

Nous  avons  vu,  précédemment,  que  la  condition  de  rencontre  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  est  exprimée  par  l'équation 

--  =  î-     ou    a\q{  —  6ipi  =  o. 

Or,  dans  le  cas  présent,  ai  =»  o,  et  pour  que  la  relation  précédente 
ait  lieu,  il  faut  que  bioupi  soit  nul.  Mhîs,  si6i  =  o,  la  génératrice 
reste  toujours  parallèle  à  elle-même  et  engendrera  un  cylindre;  si 
pi  ==  o,  la  droite  mobile  serait  constamment  dans  un  plan.  Donc,  en 
négligeant  ces  cas  particuliers,  la  surface  décrite  par  une  droite  qui 
reste  parallèle  à  un  plan  sera  gauche. 

Parmi  les  surfaces  gauches  à  plan  directeur,  nous  citerons,  en  parti- 
culier, les  surfaces  appelées  conotclea.  On  appelle  ainsi  toute  surface 
engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  une  droite  et  une  courbe  fixes 
en  restant  parallèle  à  un  plan.  Si  on  prend  la  droite  fixe  pour  axe 
des  z  et  le  plan  des  xy  parallèle  au  plan  directeur,  on  aura,  pour  les 
équations  de  la  génératrice 

Soit  9(111,  n)  s  o,  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètres 
pour  qu'elle  rencontre  la  courbe  fixe.  L'équation  générale  des  conoïdes 
se  présentera  sous  la  forme 


'\'  xj 


M§.  Dans  une  surface  gauche,  les  génératrices  consécutives  ne  se 
rencontrent  pas  et,  par  conséquent,  elles  ne  peuvent  être  tangentes  à 
une  même  courbe  comme  dans  les  surfaces  développablcs.  L'arête  de 
rebroussement  est  remplacée  par  une  autre  ligne  que  nous  allons  définir. 
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Soient  i  et  2  deux  gëoératrices  consécutives  et  infiniment  rapprochées, 
ét|  AB  leur  perpendiculaire  commune.  Lorsque  la  droite  2  se  rapproche 
de  plus  en  plus  de  la  droite  i,  la  perpen- 
diculaire AB  prendra  uno  certaine  position 
limite  06  :  le  point  a,  position  limite  du 
pied  de  la  perpendiculaire  commune  sur 
la  droite  i,  a  été  nommé  par  Cbislbs  point 
central  relatif  k  cette  génératrice.  Le  lieu 
des  points  limites  des  pieds  des  perpendi- 
culaires communes  considérés  sur  toutes  les 
génératrices  forme  une  courbe  appelée  ligne 
de  striction  de  la  surface  gauche.  D'après 
la  dénomination  de  Chasics,  on  peut  dire 
que  la  ligne  de  striction  est  le  lieu  des  points  centraux  pris  sur  chaque 
génératrice. 

Il  est  important  de  remarquer  qu'à  la  limite  les  perpendiculaires 
communes  ne  seront  pas  tangentes  à  Is  ligne  de  siriclion  ;  ear  le  point  c 
étant  le  point  central  relativement  h  la  seconde  génératrice,  et  le  point  b 
la  position  limite  du  pied  B  de  la  première  perpendiculaire  commune, 
ces  points  sont  généralement  distincts;  l'élément  de  la  courbe  de  stric- 
tion ac  diffère  de  l'élément  ab,  et,  par  conséquent,  le  prolongement 
de  «6  DO  peut  constituer  une  tangente  à  cette  courbe. 

SttV.  Plan  tangent.  Si  on  prend  pour  l'axe  de  z  d'un  système  d'ates 
rectangulaires  une  génératrice  de  la  surface  gauche,  son  équation  se 
préwntera  sous  la  forme  (N°  363) 
<p--)[{Ax-fA,}a:-f  {Dz-|-B,)y]-t-w__,y'-f-2U',^,xy-|- =0. 

On  trouvera  aussi,  comme  pour  une  surface  développable,  que  le 
plan  tangent  en  un  point  (o,  o,  z')  est  représenté  par  l'équation 

(Az'4-A,)i-f-(B^'+B0y  =  o; 
ce  qui  montre  que  le  plan  tangent  passe  par  l'axe  des  2  ou  la  génératrice 
du  point  de  contact.  Mais,  comme  ta  surface  est  gauche,  nous  n'avons 
plus  de  relation  entre  les  coefficients  A,  A|,  B,  B|,  et  l'équation  précé- 
dente représentera  un  plan  variable  avec  z'.  Ainsi  lorsque  le  point 
de  contact  se  déplace  sur  une  génératrice  d'une  surface  gauche,  le  plan 
tangent  varie  et  tourne  autour  de  cette  droite. 


—  483  — 

Réciproquement,  un  plan  quelconque  mené  par  une  génératrice 
touchera  la  surface  quelque  part  en  un  point  de  cette  droite;  car  si 
on  identifie  l'équation  d'un  tel  plan 

Ix  -}-  my  =  o 

avec  celle  du  plan  tangent,  on  a  IVgalité 

/ m 

On  en  déduit  une  valeur  unique  et  déterminée  pour  la  coordonnée  z' 
du  point  où  il  y  aura  contact  entre  le  plan  et  la  surface;  ce  même  plan 
sera  sécant  en  tous  les  autres  points  de  la  génératrice. 

570.  Le  lieu  des  normales  aux  différents  points  d^une  génératrice 
d*une  surface  gauche  et  un  paraboloHde  hyperbolique. 

En  effet,  la  normale  au  point  (o,  o,  z')  ou  la  perpendiculaire  élevée 
en  ce  point  au  plan  tangent  est  représentée  par  les  équations 

z  =  z\    (Bs'  +  B.)  X  -  (Az'  +  A,)  y  =  o. 

En  éliminant  z%  il  viendra  pour  le  lieu  des  normales  aux  différents 
points  de  Taxe  des  z 

Ayz  —  Barz  +  A  ly  —  B|X  =  o  : 

équation  qui  définit  un  paraboloide.  Il  est  évident  que  toutes  les  nor» 
maies  sont  parallèles  au  plan  des  xy;  par  suite,  le  plan  directeur  du 
paraboloîde  des  normales  le  long  d'une  même  génératrice  est  perpendi- 
culaire à  cette  droite. 

571 .  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  tangents  est  égal  à 
celui  de  leurs  points  de  contact. 

Posons 

P  =c  AiJC  +  B,y,     F  =  — .  (Ax  +  By); 

l'équation  du  plan  tangent  peut  se  mettre  sous  la  forme 

P--z'F  =  o. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  tangents  qui  correspondent 
aux  valeurs  z',  z",  z'",  z^  aura  pour  expression 

z'  —  z'"     z"  —  2'" 


• 


z'  —  z'^'z^'  —  z^ 
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MaiSy  si  on  dësigne  par  a,  6^  c,  d  les  points  de  contact,  on  vérifie 
facilement  que  le  rapport  précédent  est  égal  à 

ae    bc 

—^  •  —■_• 

ad  '  bd 
qui  est  le  rapport  anharmonique  des  points  de  contact. 

ST9.  Par  une  droite  donnée,  on  peut  mener  m  plans  tangenU  à  une 
surface  gauche  de  l* ordre  m. 

Une  droite  quelconque  rencontrera  en  général  la  surface  en  m  points. 
Soit  nti  l'un  de  ces  points  :  le  plan  mené  par  la  droite  donnée  et  la 
génératrice  qui  passe  par  le  point  nii  doit  toucher  la  surface  quelque 
part  en  un  point  de  la  gënératrice  ;  puisqu'il  y  a  m  points  d'intersection, 
il  y  aura  aussi  m  plans  tangents  à  la  surface  passant  par  la  droite  donnée. 
On  en  conclut  que  la  classe  d'une  surface  gauche  de  Vordre  m  est 
égale  à  m. 

S7S.  Par  une  génératrice  d'une  surface  gauche  on  peut  toujours 
mener  un  paraboloïde  on  un  hyperboUnde  tel  que  tout  plan  tangent  en 
chaque  point  de  la  génératrice  est  le  même  dans  les  deux  surfaces. 

En  effet,  soit  la  surface  gauche  de  l'ordre  m  ayant  pour  équation 

Çm-t[(A«  +  Ai)x-{-(Bjc  +  B0y]  +  «'m_tx'  +  2w?--«^y+ =  *^- 

Le  paraboloïde  défini  par  l'équation 

(Az  +  A,)  X  +  (Bz  -|-  B,)  y  =  o 

a  le  même  plan  tangent  en  chaque  point  de  l'axe  des  z;  c'est  le  plan 

(Az'  +  A,)  X  +  (Bjz'  +  Bi)  y  ==  o. 

La  surface  du  second  ordre  représentée  par  l'équation 

(Az  +  A,)  X  +  (Bz  +  B,)  y  -f-  Pat»  +  2Qxy  -f-  Ry«  =  o 

jouira  de  la  même  propriété  quelles  que  soient  les  valeurs  des  coefBcients 
P,  Q,  R.  Il  y  a  donc  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  qui 
peuvent  avoir  le  même  plan  tangent  avec  la  surface  gauche  tout  le  long 
d*une  génératrice,  c'est-à-dire,  qui  se  raccordent  avec  la  surface  en  tous 
les  points  de  cette  droite.  La  surface  gauche  peut  être  regardée  comme 
composée  d'éléments  indéfinis  en  longueur  et  infiniment  étroits,  ces 
éléments  étant  des  portions  de  paraboloïde  ou  d'hyperboloîde. 


Exercices. 
Ex.  1.  TraoTor  l'équation  d'an  conoïde  qai  ■  ponr  direclriceg  une  dniiU  parpendi- 
enliire  in  plu  directeor  et  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendieulaire  i  ce  dernier. 

Prénom  la  droile  file  comme  aie  des  t  et  hisons  passer  l'aie  des  a  par  le  centre  du 
cercle.  En  supposant  le  plan  TOZ  panllèle  i  celui  du  cercle,  ce  dernier  aura  de«  éqoat 
tiens  de  la  forme 

«  =  11,        y'  +  i'  =  r«. 
S  on  le»  combine  arec  celles  de  la  gëo^ratrive  •  ==  m,  s  =  na,  on  arrirera  i  la 
rdatioD 

On  trouvert  fiodcment  pour  Tëquation  demanda 

(t'y*  +  as'*'  —  r**'  =  o. 
Ex.  •,  ÉqualioD  de  la  sarface  engendrée  par  aue  droite  qui  le  meut  parallèlemsDt 
i  «y  en  glissant  sur  l'ue  des  >  et  tnr  la  courbe  représentée  par 

7.+i+?=''  :-+!=■• 

Ex.  •.  ÉqaatioD  de  la  surface  décrite  par  une  droite  qui  se  déplace  pwillèlement 
au  plan  du  aiy  et  qui  reuecotre  les  courbe* 


>-?= 


(^iT^s=.. 


Bx.  4.  On  donne  deux  demi-cercles  verticaux  parallèles  décrits  sur  les  cdtét  opposés 
d'un  pirallélognnune  avec  une  droite  fixe  menée  pir 
le  centre  du  parallélogramme  perpendiculairement 
aux  plant  des  cercles  ;  trourer  l'équation  de  la  surface 
engendrée  par  une  droite  qni  glisse  i  la  fois  sur  les 
cercles  et  la  droite  fixe. 

Prenons  la  droite  Bxe  pour  axe  des  y  et  la  verlîcile 
en  0  ponr  axa  des  i.  Les  équations  des  cercles  direc- 
teura  seront  ^c  la  ferme 

y  =  -fi,      (— .)'-l-i'=H. 

y  =  +  ^,       {»  +  ..*+î'  =  H;  Piï-«- 

cdles  de  la  droite  mobile  peuvent  s'écrire 

.  =  »(y_«),       ,  =  p(y_») 
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le  dcf  y.  Si  m  eiprine  qM  II  féoininte  rcDcontre 


poiiqa'elle  renconlK  tonjonri 
1m  cereirf,  il  Ttenl 

[•(^  +  «)  +  «]»  +  f't^  +  .,'  =  r«. 
lm{?-%)  +  «r  +  p*(^—,)'  =  r*; 
CM  ëqnitlotii  retriDcbëM  meBbre  1  membre  candiiiaeiit  i  I*  rciatioa 


April  l'éliminition  dei  pinmèlrei  m,  n,  p  entre  ce»  différentes  ^élites,  on  urin 
i  r^qnttiM 

[«»ï  +  jS  (*'  +  x*)]'  =  pV«'  +  p;>  (r*  -  .», 
qui  Mt  celle  de  la  Hirbce  décrite  dKoi  Im  eonditian)  indiquées.  Cette  snrfice  se  namme 
Bitiii  pai*é  in  Corne  (teoBcAe;  elle  est  emplaj'ëe  quelque  foU  k  voûter  an  pitMge  bieb 
comprii  entre  deux  piini  Terlicaui  peraliiles. 

Sx  •  Troarerl  ^qutioD  de  1  bjlicolde  gsache  1  pi»n  directeur 
MfipiMOiU  d  ibofd  le  eourbe  ippelie  MUm  Coniid^roni  un  reetingle  ABCP  tour- 
nint  nn  hirmément  autour  de  AB  et  dont  le  pliD,  i 
I  ong  ne  du  inouremeiit,  eoloeideit  avec  celui  dM  mt. 
Le  câie  CP  décrit  une  portion  de  cylindre  dont  la  base 
circula  re  ut  tracée  par  le  point  P  Pendant  ce  moufe- 
neut,  un  point  U,  qui  se  meut  UBifcavëment  sur  le 
«Até  CP  VI  décrire  nue  courbe  sur  le  cylindre  appelée 
bëliee  Afin  de  irouTcr  lei  équations  de  celte  ligne, 
désignons  par  r  le  raym  du  cy hndre  et  inpposous  que 
le  mouvement  vertical  du  poinl  H  soit  m  Tois  plus 
rapide  que  celui  du  point  P  pour  décrire  li  base  dn 
cylindre.  On  aura 


Il  ('enuit  que  les 
seoiéeipar 


projections  de  l'hélice  sur  le)  plans  coordon 


a«  +  ï'  ^  •■*.        •  ^  p  cos  —  )    y  =  f  «in  —  • 

Cela  étant,  on  nomme  hiUtMe  gttitrJi»  i  plan  directeur,  la  snrhee  engendrée  par  nne 
droite  borJMnlalê  qui  s'appuie  i  la  fois  sur  l'bélice  et  l'axe  dn  cylindre.  Lm  éqnations 
de  la  droite  qui  engendre  cette  iurftce  seront  de  la  forme 

.=,,    ,i=™. 
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Exprimons  qu'elle  rencontre  l'hélice  :  il  viendra  la  relation 

P  ^ 


mr      I  +  »• 
On  en  déduit  pour  Péquation  de  Phéliocûde  gauche  i  plan  directeur 

z  m*  ^       y 

cos» —  =:  — -- — -      OU      tana  —  =r  -  . 
mr      op"  -f-  y"  mr      x 

C'est  la  surface  d'un  escalier  tournant  autour  d*un  axe  vertical  ou  eelle  de  It  vis 
à  filet  rectangulaire.  Elle  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'hélicoîde  gauche  en  général, 
c'est-à-dire,  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  faisant  un  angle 
constant  avec  Paxedu  cylindre  et  en  s'appuyaut  sur  Thélice. 

Il  y  a  aussi  Thélicoîde  développable  qui  est  le  lieu  dei  tangentes  à  Thélice. 

Ex.  •.  Trouver  les  équations  de  la  ligne  de  striction  du  paraboloîde 

yt         2« 

=20-. 

p         q 

Soient  deux  génératrices  d'un  même  système 

_y —^x         '      JL i-  =  > 

(I)  (2) 

yz    «a*  y  z   2x 

elles  sont  parallèles  au  plan  directeur  représenté  par  l'équation 

_y f__Q 

Il  s'ensuit  que  la  perpendiculaire  commune  sera  perpendiculaire  à  ce  plan.  L*équa- 
tion  du  plan  mené  par  la  seconde  génératrice  perpendiculairement  au  plan  directeur 
est  de  la  forme 

On  aura  aussi  pour  le  plan  passant  par  la  première  et  perpendiculaire  au  même  plan 

Ces  deux  équations  retranchées  membre  &  membre  donnent  Tégalité 

,,    ,  {p-\-q\2m 

Posons  >  =  >t  ;  il  viendra 

s%         P  +  7 


P-Ç 


2», 
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et,  par  saîte, 

30  = : • 

P+9 

En  substituant  dans  la  seconde  équation  (x),  on  trouve 

y    ■    g  _^(p  — g)_p  — y/  y î_\ 

D*où  Pon  tire 

y    [    ^  -o 

En  considérant  deux  génératrices  de  Tautre  système  parallèles  au  plan  directeur 


on  arrifcrait  aussi  à  Téquation 


y  9    


Donc  la  ligne  de  striction  se  composera  de  deux  paraboles  définies  par  les  équations 

y*     «■                 y     .     * 
=  2ît,      -^± =0. 


CHAPITRE  XVIII. 

SURFACES    ALGÉBRIQUES. 

SoMMAïu.  Théarèmêi  généraux  «iir  let  aurface$  algAriques ;  plan  tangent^  normale; 
polaire  d'un  point  pnr  rapport  à  une  eurfaee  de  Pordre  m  ;  pointe  multipUe,  — 
Équatione  de  quelquee  eurfaeee  remarquablee  :  eurfaee  dee  centrée  ;  eurfaee  dee  contacte; 
eurfaee  dee  ondée  ;  eurfaeee  apeidalee;  eurfaeee  podairee;  eurfaee  de  Jaeobi.  —  Forme 
epédaie  de  l'équation  du  3«  degré,  Singularitéi  ordinairee  d!*une  courbe  gauche  ou 
d'une  eurfaee  dévchppable. 

%    1.    THÉORÈMES   SUR   LES   SURFACES   ALGÉBRIQUES. 

S74.  Si  on  désigne  par  t/o,  tii  tit  tis» ,  t/^  des  fonctions  homo- 
gènes en  Xy  y,  z  respectivement  des  degrés  o,  i,  2,  3, m,  l'équa- 
tion générale  du  degré  m  est  de  la  forme  (N""  ai). 

(l)  t/o  +  tl<  4"  •*«  +  "8  + +  Wm  =»  O. 

Par  l'introduction  d'une  nouvelle  variable  I,  on  peut  la  rendre  homo- 
gène et  écrire 

Lorsque  l'origine  est  un  point  de  la  surface,  le  terme  uo  doit  manquer, 
et  l'équation  de  cette  surface  est  alors 

çi  -}-  9t  -}-  95 .+  •  •  •  •  -f-  9"*  "^  ^> 
ou  bien 

919  91»  989  •••  sont  des  fonctions  homogènes  en  x^j/y  z  des  degrés  respec- 
tifs 1,2,  3,  ,m. 

Le  nombre  de  termes  de  Péquation  (i)  est  égal  à 

(fw  +  i)(m  +  2)(m  +  3) 
1.2.3 
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Posons 

_  (iH  +  0  (»»  +  a)  (»»  +  3)      , . 

^  1-2.3 

ce  sera  le  nombre  de  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
surface  de  l'ordre  m  soit  complètement  déterminée.  Ainsi,  on  peut 
généralement  faire  passer  une  surface  de  Tordre  m  et  une  seule  par  /x 
points  de  Tespace;  car  en  exprimant  que  l'équation  est  vériâée  par  les 
coordonnées  des  points  donnés,  on  aura  un  système  de  fx  équations 
linéaires  pour  déterminer  les  fx  paramètres  inconnus.  Dans  certains  cas, 
il  pourra  se  faire  qu'it  j  ait  indétermination  ou  que  la  surface  de  l'ordre  m 
se  réduise  à  deux  surfaces  d'un  ordre  moins  élevé. 

575.  Toutes  Us  surfaces  de  Vordre  m  qui  passent  par  fi  —  i  points 
arbitraires  ont  en  commun  une  courbe  gauche  de  tordre  m^. 

En  effet,  soient 

deux  surfaces  de  l'ordre  m  renfermant  les  points  donnés,  l'équation 

S«  +  >S'«  =  o, 

où  X  est  indéterminé,  définit  un  système  de  surfaces  du  même  ordre  qui 
passent  par  les  mémos  points  puisqu'elle  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
qui  annulent  à  la  fois  Sm  et  S-'ml  chacune  déciles  ne  peut  plus  être 
assujettie  qu'à  une  seule  condition;  par  conséquent,  cette  équation 
représente  d'une  manière  générale  toutes  les  surfaces  de  l'ordre  m  qui 
jouissent  de  la  propriété  de  passer  par  les  /jl  —  i  points  donnés.  Or,  elle 
est  yérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'intersection 
des  surfaces  Sm  et  S'»;  cette  intersection^  qui  est  une  courbe  de  l'ordre  m*, 
sera  donc  commune  k  toutes  les  surfaces  du  système. 

Il  résulte  de  ce  théorème,  que  le  problème  de  mener  une  surface 
de  l'ordre  m  par  fx  points  donnés  devient  indéterminé,  si  ces  points 
appartiennent  à  une  courbe  gauche  de  L'ordre  m',  intersection  de  deux 
surfaces  de  l'ordre  m. 

576.  Toutes  les  surfaces  de  l'ordre  m  qui  passent  par  fi  —  2  points 
fixes  ont  m'  points  communs  et  passent  par  conséquent  par  m"  —  (^  +  ^ 
autres  points  fixes. 
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Soient  S»»  =  o,  S'*  =  o,  S"«,  «=  o  trois  surfaces  de  l'ordre  m 
menëes  par  fx  — -  2  poiots  de  l'espace.  Une  surface  quelconque  du 
même  ordre  qui  jouira  de  cette  propriété  n'exige  plus  que  deux  nou- 
Yclles  conditions  pour  être  déterminée,  et  son  équation  sera  de  la  forme 

Mais  les  m'  points  communs  aux  surfaces  S.»,  S'my  S"m  ont  des  coor- 
données qui  vérifient  cette  équation  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
A  et  p;donc  toutes  les  surfaces  qu'elle  représente^  c'est-à-dire^  toutes 
les  surfaces  de  l'ordre  m  qui  renferment  /jc  —  2  points  de  l'espace  passent 
par  m'  —  (a  —  2)  =  m*  —  f^  -j-  2  autres  points  fixes. 

S77.  Si  deux  surfaces  de  V ordre  m  on^  en  commun  une  ligne  df ordre 
mn  située  sur  une  surface  d'ordre  n,  elles  auront  aussi  en  commun  Une 
autre  courbe  d'ordre  m  {m  —  n)  située  sur  une  surface  d'ordre  m  —  n. 

Considérons  les  surfaces  représentées  par  les  équations  du  degré  m 

S«  =  o,  S'm  =0,  Sm  +  AS'»,  =  O. 

L'intersection  des  deux  premières  surfaces  est  la  même  que  l'inter- 
section de  l'une  d'elles  avec  une  surface  quelconque  définie  par  la 
troisième  équation.  Si  cette  intersection  se  compose  en  partie  d'une 
ligne  d'ordre  mn  provenant  de  l'intersection  des  surfaces  Sm  =  o  et 
S„  ==  Oy  il  doit  exister  une  valeur  du  coefficient  indéterminé  A  pour 
laquelle  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  se  réduit  à  un  produit 
de  deux  facteurs,  l'un  du  degré  n,  Tautre  du  degré  m  —  n,  de  sorte 
qu'elle  prendra  la  forme 

S»  •  Sm-«  =  O  ; 

car^  c'est  seulement  dans  ce  cas,  que  les  surfaces  Sm  et  S»  -|-  AS'm  peuvent 
avoir  une  ligne  d'ordre  mit  commune.  L'autre  partie  de  l'intersection 
sera  une  ligne  d'ordre  m  {m  —  n)  provenant  de  la  combinaison  des 
équations  S^  =  o  et  S,„_n  =  o. 

Ce  théorème  général  donne  lieu  à  des  corollaires  remarquables  parmi 
lequels  nous  citerons  les  suivants  : 

Corollaire  1 .  Étant  donnés  deux  systèmes  de  m  plans,  si  mn  droites 
d'intersection  de  ces  plans  sont  sur  une  surface  de  l'ordre  n,  les  m  (m — n) 
droites  restantes  appartiendront  a  une  surface  de  l'ordre  m  —  n. 

!2.  Étant  donnés  deux  systèmes  de  m  plans ^  si  2m  droites  sont  sur 
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une  surface  du  second  ordre^  Us  m  {m  —  z)  droites  restantes  appar- 
tiendront d  une  surface  de  tordre  m  —  2. 

3.  Un  polygone  de  2m  côtés  étant  inscrit  dans  une  surface  du  second 
ordre  et  tel  que  les  m  côtés  pairs  soient  des  génératrices  d'un  même 
systèmCf  et  les  m  côtés  impairs  des  génératrices  de  Vautre  sysièmCf  les 
plans  des  faces  paires  couperont  les  plans  des  faces  impaires  non  adja- 
centes  suivant  m  {m  —  2)  droites  appartenant  à  une  surface  de  Vordre 
m  —  2. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  =  3,  on  a  ce  théorème  deji  démontré  : 
Un  hexagone  étant  inscrit  à  une  surface  du  second  ordre  et  tel  que  Us 
côtés  consécutifs  sont  des  génératrices  de  système  différent,  tes  plans 
des  faces  opposées  se  rencontrent  suivant  des  droites  situées  dans  un 
même  plan. 

S7S.  Etant  données  p  relations  linéaires  entre  les  coefficients  de 
Péquation  du  degré  m,  toutes  Us  surfaces  définies  par  cette  équation  et 
passant  par  fx  —  (p-l~  ')  points  fixes  ont  en  commun  une  même  ligne 
d  double  courbure. 

Car  chacune  de  ces  surfaces  est  assujettie  à  un  nombre  de  conditions 
égala 

P  +  f^"-(P+i)  =  f^  — I» 

et  réquation  de  l'une  d'elles  pourra  se  ramener  h  la  forme 

S  +  ;.S'  «  o; 

car  les  |ut  —  I  équations  de  condition  permettent  de  calculer  tous  les 
paramètres  moins  un  en  fonction  du  dernier. 

S79.  Étant  données  p  relations  linéaires  entre  les  coefficients  de 
téquation  générale  du  degré  m,  toutes  les  surfaces  définies  par  l'équation 
et  passant  par  f^  —  (p  -^  2)  points  fixes  se  rencontrent  enm^  —  f^  +  P  +  2 
autres  points  fixes. 

£n  effet,  les  (x  —  2  relations  entre  les  paramètres  qui  correspondent 
aux  conditions  données  permettront  d'exprimer  tous  les  paramètres 
moins  deux  sous  la  forme  a  +  Aa'  +  pa",  6  +  i6'  +  |ui5"  etc.,  A  et  fx 
étant  les  seuls  coefficients  indéterminés.  L'équation  générale  des  surfaces 
qui  satisfont  aux  conditions  imposées  sera  de  la  forme 

S  +  AS'  +  fxS"=o: 
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elles  auront  m'  points  communs^  et  en  retranchant  les  points  donnes,  on 
voit  qu'elles  passent  par  m'  —  f^  "I'  P  4"  ^  autres  points  fixes. 

SM.  La  swnme  des  mf^*^  puissances  des  distances  de  ix+i  points 
situés  sur  une  surface  d'ordre  m  à  un  plan  quelconque  sont  liées  par 
eidentité 

Réciproquement,  si  fA-^-i  points  de  l'espace  donnent  lieu  à  une  telle 
identité^  ils  appartiennent  d  une  mime  surface  de  l'ordre  m  (P.  Sbrret). 

Lorsque  fx  —  p  points  de  l'espace  sont  tels  que  toute  surface  de  l'ordre 
m  passani  par  [i — p —  i  poinis  du  groupe  passe  nécessairement  par 
le  dernier,  on  a  Pidentité 

Réciproquement,  si  |ul  —  p  points  de  Pespace  donnent  lieu  a  cette 
identité»  toute  surface  passant  par  [f-  --  p  —  i  de  ces  points  passera  par 
le  dernier  (P.  Sbrret). 

La  démonstration  de  ces  différents  théorèmes  est  identique  à  celle  qui 
a  été  donnée  pour  les  surfaces  du  second  ordre;  nous  croyons  inutile  de 
la  reproduire. 

S§1.  Plan  tangent  et  normale.  Soient  x'^  y^  z^  les  coordonnées  d*un 
point  de  la  surface  de  Tordre  m  :  F  (x,  y,  z)  =  o.  Menons,  par  ce  point, 
une  droite  ayant  pour  équations 


X  —  x'      y  —  y' z  —  «' 


—  p. 


On  en  déduit 

x-=x'  +  ip,     y  =  y'+w,     z  =  2'  +  vp. 

Substituons  ces  valeurs  dans  Téquation  de  la  surface  :  il  viendra,  par 
l'application  du  théorème  de  Taylor^ 

F  {^S  y.  ^0  +  p  P^Fi'  +  pFi'  +  ^FiO  +  —  (^•F^-'  +  f^'FlfV  +  ^'Fiv 

1*2 

-{•i}i^K,^-\-2hV'^^-\-2(JivF',^,)-\- =0. 
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Le  point  (x',  y^  z')  étant  sur  la  surracc,  F  (x\  y',  z')  =»  o,  et  Tëqua* 
tion  admet. pour  p  une  racine  égale  h  zéro;  mais  si  la  droite  issue. de 
ce  point  est  tangente  à  la  surface,  deux  de  ses  points  d'intersection 
coïncident  et  Téquation  précédente  doit  avoir  deux  racines  nulles;  il  en 
résulte  que  les  coefiScients  directeurs  d'une  tangente  à  la  surface  vérifient 
la  relation 

^'^'^ + pFy. + vf;»  =  O. 

L'élimination  de  A,  jx,  v  entre  les  équations  de  la  droite  et  la  précé- 
dente conduit  à  l'équation 

qui  représentera  le  Heu  des  tangentes  à  la  surface  ou  le  plan  tangent  au 

point  (x',  y',  «')• 

Lorsque  Téquation  proposée  est  rendue  homogène  par  l'introduction 
d'une  quatrième  variable  t»  on  sait  que 

x'F!,  +  »%.  +  z'F;  =  -W; 

par  suite,  l'équation  du  plan  tangent  devient 

xV','  +  yF'^^  +  z?'r-^m  =  o. 

On  trouverait  scmblablemcnt  que  l'équation  du  plan  tangent  au  point 
(A',  B',  C,  D')  d'une  surface  de  Tordre  m  représentée  en  coordonnées 
tétraédriques  par  F  (A,  B>  C,  D)  =  o  est  de  la  forme 

af;.  +  bf;. + cf;.  +  df;.  =  o. 

Enfin,  il  est  utile  de  remarquer  que,  si  l'équation 

9i  +  ?«  +  ?*  + =*  ^ 

représente  une  surface  du  degré  m,  l'origine  des  coordonnées  étant  l'un 
de  ses  points,  l'équation  du  plan  tangent  à  l'origine  sera 

9i  =0. 

Car,  si  on  pose  x  =  Xp,  y  =  f^p>  «  =*  ^Pi  elle  se  présentera  sous 
la  forme 

et  l'on  voit  que  ai>  +  aîpt-l-a5V  =  o  est  la   condition   pour   que   la 
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droite  issue  de  l'origine  ait  deux  points  communs  avec  la  surface.  Donci 

(pj  =  aix  -|-  (Hy  +  GiZ  =  o 

définit  le  plan  tangent  à  l'origine. 

La  normale  au  point  (x%  y\  z*)  d'une  surface  de  l'ordre  niy  étant 
la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  au  plan  tangent,  aura  des  équa- 
tions de  la  forme 

X  —  x' y  —  y'      z  —  z' 

SS9.  Tangentes  inflexionnelles.  Si  Ton  avait  en  même  temps 

AFi,  +  fxF^,  +  vF;,  =  o, 

l'équation  en  p  admettrait  trois  racines  nulles  :  les  droites  dont  les 
directions  sont  déterminées  par  ces  deux  relations  jouiront  de  la  pro- 
priété de  toucher  la  surface  en  trois  points  qui  coïncident.  En  éliminant 
les  quantités  A,  |ui,  v,  les  équations  précédentes  deviennent 

{x-x')K  +  {y-y')K  +  {z^z^)¥i,  =  o 

(x-x')'Fi;^,  +  (y-y7F;V  +  -  +  2(y-y')(^-^')FiV  =  0. 

La  première  représente  le  plan  tangent;  la  seconde  un  cdne  ayant 
pour  sommet  le  point  (x',  y%  z').  Il  en  résulte  que,  par  chaque  point 
d'une  surface  de  l'ordre  m,  on  peut  mener  deux  droites  qui  ont  trois 
points  communs  et  coïncidents  avec  elle  ;  ce  sont  les  intersections  du 
plan  tangent  avec  un  cône  du  second  ordre  ayant  son  sommet  au  point 
de  contact.  Ces  tangentes  spéciales  ont  reçu  le  nom  de  tangentes 
inflexionnelles. 

La  courbe  d'intersection  du  plan  tangent  avec  la  surface  devra  pré- 
senter un  point  double  au  point  de'contact,  puisque  toute  droite  passant 
par  ce  point  dans  le  plan  tangent  rencontre  la  surface  et,  par  suite, 
la  courbe  en  deux  points  coïncidents.  Les  tangentes  inflexionnelles  qui 
ont  au  point  de  contact  trois  points  communs  avec  ligne  d'intersection 
seront  tangentes  à  la  section  en  ce  point. 

88S.  On  partage  les  différents  points  d'une  surface  en  points  ellip- 

53 
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tiqueSy  hyperboliques  et  paraboliques  suivant  que  les  tangentes  inflexion- 
nelles  sont  imaginaires,  réelles  ou  coïncidentes.  Ces  dénominations  ont 
été  introduites  par  Dupin  pour  distinguer  les  trois  espèces  de  contact 
d'un  plan  tangent.  Lorsqu'on  prend  le  plan  tangent  pour  celui  des  xy, 
réquation  de  la  surface  est  de  la  forme 

z  +  ax*  -+■  by*  -j-  cz*  -[-  ^dxy  -|-  2exz  -|-  2fyz  +  gx*  -j-  ....==  o, 

et  les  tangentes  inflexionnelles  seront  définies  par 

z  =  o,      ax*  +  6y'  +  2dxy  =  o. 

L'origine,  qui  est  le  point  de  contact,  sera  un  point  elliptique  si 
d*  —  a6<o;un  point  hyperbolique,  si  d'  —  a6>o;un  point  para- 
bolique, si  d*  —  a6  =  o. 

Afin  de  mieux  se  rendre  compte  des  expressions  précédentes,  portons 
notre  attention  sur  les  points  de  la  surface  voisins  de  l'origine  ;  les 
coordonnées  x,  y,  z  ont  des  valeurs  très-petites  et,  en  négligeant  les 
puissances  supérieures  à  la  seconde,  on  peut  regarder  la  section  faite 
dans  la  surfnce  de  l'ordre  m  par  un  plan  très-voisin  et  parallèle  au 
plan  tangent  à  l'origine  comme  identique  à  celle  du  même  plan  avec 
la  surface  du  second  ordre 

z  4"  ox*  +  6j/*  +  Cjj*  +  2dxy  -{-  2exz  +  2fyz  =  o. 

Suivant  que  la  section  dans  cette  dernière  surface  est  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole,  on  considère  le  point  de  contact  du 
plan  tangent  parallèle  comme  elliptique,  hyperbolique  ou  parabolique. 

984.  Trouver  le  lieu  des  points  paraboliques  d^une  surface  de 
tordre  m. 

Soit  F  {x,  y,  Zy  t)  =  o,  l'équation  d'une  surface  de  l'ordre  m.  Si 
on  transporte  l'origine  au  point  (fl;',y%z')  de  la  surface,  les  tangentes 
inflexionnelles  de  ce  point  seront  les  intersections  des  surfaces  repré- 
sentées par  les  équations 

«•Fi;«, + y«F;V/  +  ^'K.'  +  ^xyF'Jryf  +  2xzn,r  +  2yjîF;%,  =  o. 

Lorsque  le  point(x%y',  ic')  est  parabolique,  les  tangentes  inflexion- 
nelles coïncident  et  le  plan  défini  par  la  première  équation  doit  toucher 


—  499  — 


le  cAne  représenté  par  l'autre;  par  suite,  ou  aura  la  condition 


x-x»     r  «>•     f   »*«'     r  X» 

F"y'x'    F'yy    ^'V**     ^'y' 
F'^'^c»     F",v    F'V.'    F",. 


F' 


FV 


=  o. 


FV         r  y' 
En  égard  aux  relations 

x^'xx  +  yF"yx  +  «F",x  +  <F"te  =  (m  -  i)  F'«, 
a:F",y  +  t/F'Vy  +  ^F",y  +  rF' V  ==  (m  -  I)  FV, 
xF'V.  +  J/F' V  +  ;3F"„  +  IF",,  =  (w  -  i)  F',, 
xV'^i  -f  yF'V  +  «F",i  +  <F"«  =  (m  -  I)  F',, 
xFV  +  yFV  +  zr,  +  IF'<  =  mF  (x,  y,  z,  0, 
le  déterminant  qui  précède  peut  s'écrire 


(H) 


F'W  F'Vy'  F'Vj'  F  Vf 

F'V»'  F'Vy'  F'y,'  F'V'f 

F'W  F"jpy  F'Vv  F' Vf 

F'V:»'  F"f^  F'V,'  F" 


ff 


=  0. 


Le  premier  membre  de  l'équation  précédente  se  nomme  le  Eessien  de 
la  fonction  F.  Le  lieu  des  points  paraboliques  sera  la  courbe  d^inter- 
section  des  surfaces  H  et  F.  Le  degré  du  déterminant  H  est  égal  à 
4m  —  8  puisque  chaque  élément  est  du  degré  m  —  2;  il  s'ensuit  que  la 
courbe  parabolique  sera  en  général  de  l'ordre  4nt  (m  —  2). 

8§5.  Polaires  d^un  point.  Soient  x\  y\  z\  ('  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'espace,  et  x-"^  yi*\  z'\  V*  celles  du  point  de  contact  d'un  plan 
tangent  quelconque  à  la  surface  F  (x,  y^  z^  {)  =  o  passant  par  le 
premier.  L'équation  de  ce  plan  tangent  est  de  la  forme 

«F  V'  .4-  yF  V'  +  ^F  V'  +  ^FV'  =  o  ; 
mais,  comme  il  passe  par  le  point  (x^  \f\  z\  X%  on  doit  avoir  la  relation 

xTV  +  y'FV  +  «'F  V-  +  t'F'f  •  =  o. 
Ainsi  les  coordonnées  du  point  de  contact  d'un  plan  tangeat  quel- 
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conque  mené  par  le  point  donné  vérifient  l'équation 

qui  est  du  degré  m  —  i  par  rapport  &  x^  y,  z. 

Donc,  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  d'un  point  de 
l'espace  à  une  surface  de  l'ordre  m  appartiennent  à  une  surface  de 
l'ordre  m  —  i  •  Cette  surface  s'appelle  la  première  polaire  du  point 
donné  par  rapport  &  la  surface  de  l'ordre  m. 

Si  on  prend  la  première  polaire  du  même  point  par  rapport  h  la 
surface  Sm^u  on  aura  une  surface  8m~%  de  l'ordre  m  —  2»  appelée  la 
seconde  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  surface  de  l'ordre  m.  De 
même»  la  première  polaire  de  ««.i  sera  la  troisième  polaire  par  rapport 
à  la  surface  proposée,  et  ainsi  de  suite.  L'ordre  des  polaires  diminue 
chaque  fois  d'une  unité  de  sorte  que  la  (m  —  i)*^*^  polaire  sera  un 
plan  appelé  plan  polaire  du  point  donné  par  rapport  k  la  surface  de 
l'ordre  m. 

En  supposant  que  la  surface  de  l'ordre  m  soit  définie  par  l'équation 

la  première  polaire  de  l'origine  sera 

F'^=o,  ou  muo<*"*+(*^ — i)wit"*""'4-(m — 2)tt8("*"'+ ••••4-t*««i  =0. 

La  seconde  polaire  du  même  point  aura  pour  équation 

F"(=o  ou  m  {m — i)t<oi"»"*+(wi — i)(m — 2)uit"*~'  + +  Um^t=o. 

Enfin  9  la  (m  —  2)*^^  polaire  et  le  plan  polaire  de  l'origine  seront 
représentés  par 

m  {m  —  i)  ttot*  +  2  (m  —  i)  uif  -{"  2Ua  =  o 

muot  +  tii  s=  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'origine  est  un  point  de  la  surface,  on  a 
iio  =  o;  toutes  les  équations  précédentes  renfermant  ui  au  premier 
terme  définissent  des  surfaces  qui  passent  par  ce  point,  et  qui  ont 
pour  plan  tangent  commun  t/fsao.  Donc,  toutes  les  polaires  d'un 
point  de  la  surface  passent  par  ce  point  et  touchent  le  plan  tangerU  au 
même  point. 

986.  Points  multiples.  On  appelle  point  multiple  d'ordre  n  d^une 
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surface,  un  point  tel  que  toute  droite  qui  le  traverse  y  rencontre  la 
surface  en  n  points  coïncidents.  Afin  de  déterminer  les  conditions  d'un 
point  multiple  d'une  surface,  considérons  Téquation  du  degré  m 

F  (x,  y,  z)  =  o, 

et  transportons  l'origine  en  un  point  (a/,  y',  z')  de  la  surfece,  en  rem- 
plaçant Xf  y,  «  par  oc  +  x',  y  +  y'»  ^  +  ^''  ïl  viendra  Téquation 

9i  -|-  9»  -J-  ?5  + +  9«»  =  o 

dans  laquelle 

?i==xFV+yFV  +  ^FV 

?t  =  ar'F'W +y*F'Vv  4-  «•F'V#'+  2xyFVy  +  «xzF'W  +  2y«FVi 
et  ainsi  de  suite.  Menons,  par  l'origine,  la  droite 

a?  =  ip,        y  ss=  pp,        jj  =  vp. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  voit 
facilement  qu'avec  la  condition 

AFV  +  |^FV  +  vFV  =  o, 

elle  renferme  p'  comme  facteur  commun  et  admettra  deux  racines 
nulles.  Donc,  si  le  point  {t\  y',  z')  est  un  double,  la  relation 
précédente  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  X,  {jl,  v,  on  aura 

FV  =  o,      FV  =  o,      FV  =  o. 

De  même  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  point 
(x',  y',  z')  soit  un  point  triple  seront 

FV  =  o,      FV  =  o,      FV  =  o; 
F'W  =  o,  F"yy  =  o,  F'W  =  o,  F'Vy.  ==  o,  F'Vs-  =  o,  F'Vi»  =  o. 
En  général,  pour  un  point  multiple  de  Tordre  n,  on  doit  avoir 

F(x',y',z')  =  o; 

FV  =  o,     FV  =  o,     FV«o; 

F' W  =  o,  F'^yy  =  o,  F' V,.  =  o,  F' Vy  =  o  ;  F"  ^,.  =  o,  F  V  o  ; 


€=0, F         =*=  o. 
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Dans  ee  dernier  eas,  l'ëquaiion  de  la  surface  se  réduit  à 

<p«  "h  ?*+<  "}■  ?•->■«  "}■ +  ?••  =  o. 

Les  droites  dont  les  coefficients  directeurs  satisfont  k  la  relation 

91.  (>,  p,  v)  =  o 

rencontreront  la  surface  à  Torigine  en  n-|-  i  points;  ce  sont  les  tan- 
gentes à  la  surface  au  point  multiple  d'ordre  n  :  le  lieu  géométrique 
de  ces  tangentes  sera  une  surface  conique  de  Tordre  n  représentée 
parTéquation  ' 

Eiifini  les  droites  issues  du  point  {x^fY,  zf)  qui  satisfont  aux  conditions 

?-  {h  f^J  v)  =  o,       <p»+i  (>,  IX,  v)  =  o, 

rencontreront  la  surfiice  en  ii-f-2  points  qui  se  confondent  avec  le 
point  multiple  :  ce  sont  les  tangente$  inflexionneUes  de  ce  point.  Elles 
seront  déterminées  par  les  génératrices  communes  aux  deux  cAnes 

9«  (^»  y 9  «)  =  o,      cp„+,  (x,  y,  z)  =  o, 
et  leur  nombre  sera  égal  à  n  (it  -}-  i)* 

9§7.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  l'équation  du  degré  m 
en  Xj  y,  z.  Il  sera  facile  de  déduire  les  théorèmes  correspondants 
lorsqu'on  fait  usage  de  l'équation  du  degré  m  tnUfVjW;  ils  indique- 
ront autant  de  propriétés  d'une  surface  de  la  m*'^^  classe.  Ainsi, 

1^  Il  faut  un  nombre  de  jdans  tangents  égal  à 

(m4-i)(m  +  2)(m  +  3)      ^ 
1.2.3 

pour  déterminer  une  surface  de  la  classe  m  ; 

2*  Étant  données  /ut  —  i  plans,  on  peut  mener  une  infinité  de  surfaces 
de  la  classe  m  tangentes  à  ces  plans,  et  toutes  ces  surfaces  sont  inscrites 
dans  une  dévehppable  de  la  classe  m*; 

5^  Toutes  les  surfaces  de  ta  m'^'  classe  tangentes  à  (i  —  2  plans 
donnés  touchent  en  même  temps  m"  plans  fixes. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d*interpréter  les  équations  que  nous 
avons  considérées,  dans  le  cas  où  elles  renferment  les  coordonnées  tan- 
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genticlles.  En  particulier,  nous  ferons  remarquer  que  le  point  de  contact 
d'un  plan  tangent  (utViWi)  à  la  surface 

F  (m,  Vj  u?,)  =  o 

sera  représenté  par 

(m  —  Vi)  F^'i  +  (v  —  Vi)  ?ii  +  (tt?  —  Wi)  F,Ji  =  o. 

%   2.  ÉQUATIONS  DE  QUELQUES  SURFACES  REMARQUABLES. 

S§S.  Surfaces  des  centres.  Considérons  l'ellipsoïde 

(F)   S+f!+|— 

et  menons  par  Tun  de  ses  points  {x',  y\  z')  les  deux  hyperboloïdes  homo- 
focaux  ayant  pour  équations 

Nous  nous  proposons  de  trouver  l'équation  de  la  surface  enveloppe  du 
plan  tangent  en  (x',  y'^  z')  à  l'un  de  ces  byperboloîdes,  lorsque  ce  point  se 
déplace  pour  décrire  l'ellipsoïde  F.  Le  plan  tangent  à  H  au  point  {x'^y\z') 
est  représenté  par  l'équation 

jrx'       ,      yy*       .      zz' 


et  les  coordonnées  du  point  de  contact  satisfont  aux  relations 


(A) 

a«  (o«  —  À«)  "*"  6»  (6«  —  A»)  "»"  e*  (c«  —  A«) 


•O. 


Désignons  par  ti,  v,  14;  les  coordonnées  tangentielles  du  plan  tangent. 
On  aura 

x'  y'  «' 


a*-^l*  6«  —  A«  C»  — A^ 
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On  en  tire 

X'  =  u  (a«  —  i«),      y'  =  w  (6«  —  A«),      2'  =  w  (c«  —  À»), 
et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  relations  {k)^  on  trouve. 


-'•a:+r.+^') 


«•  + 1)*  +  tu 

Lorsque  le  point  {x^,  y',  «^  se  meut  sur  la  ligne  d'intersection  C  des 
surfaces  H  et  F,  X  est  constant;  par  suite,  les  coordonnées  tangen- 
tielles  étant  liées  par  deux  relations  distinctes,  les  coeflScients  de 
réquation  du  plan  mobile  sont  des  fonctions  d'un  même  paramètre. 
Il  en  résulte  que,  pendant  le  mouvement  du  point  (a/,  y\  z')  sur  la 
courbe  C,  le  plan  tangent  h  l'hyperbololde,  qui  passe  constamment  par 
le  normale  k  l'ellipsoïde^  engendrera  une  surface  développable  dont 
l'arête  de  rebroussement  sera  la  ligne  formée  des  intersections  des 
normales  à  F  le  long  de  cette  courbe.  Nous  supposons  connue  cette 
propriété  :  que  les  normales  déterminent  par  leurs  intersections  suc- 
cessives  une  courbe  appelée  lignes  des  centres  de  courbures  principaux 
de  l'ellipsoïde  pour  les  différents  points  de  la  courbe  C. 

Si  le.  point  (x\y'j  z')  se  déplace  d*une  manière  quelconque  en  restant 
toujours  sur  l'ellipsoïde,  le  paramètre  A  varie  et  le  plan  mobile  enve- 

•         •        •  • 

loppe  une  surface  dont  Téquation  s'obtient  en  éliminant  A*  entre  les 
deux  dernières  égalités.  On  trouve  ainsi 

ou,  en  développant, 

(S)      6*cV  +  o«c*i?«  +  a»6«u?«  =  (6*  —  c«)«a«t?*aj«  +  (o«  —  fe«)«c«i4*o« 

+  (o«  —  c«)«  6«m'u?«. 

Cette  équation  représente  en  coordonnées  tangentielles  la  surface  des 
centres  de  courbures  de  l'ellipsoïde. 

On  serait  évidemment  arrivé  à  la  même  équation,  en  cherchant 
l'enveloppe  du  plan  tangent  en  (x\  y',  z')  au  second  hyperboloïde. 
La  surface  des  centres  est  donc  formée  de  deux  nappes  :  Tune  déter- 
minée par  les  intersections  successives  des  normales  à  Tellipsoïde  le 
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long  de  la  courbe  d*intersectioii  de  H  avec  F;  l'autrcy  par  les  inter- 
sections des  normales  relatives  à  la  courbe  d'intersection  du  second 
hyperboloîde  avec  F. 

Égalons  successivement  à  zéro  et  à  l'infini  chacune  des  coordonnées 
dans  l'équation  (S)  il  viendra 

c*v*  +  6*11?»  =  (6«  —  c«)«  !?«  «?« 

(a«  —  6»)«  c  V  +  (a«  —  c«)«  6*w«  «  6«c*  ; 

c'm»  +  o*tt?»  =  (a*  —  c*)' tt»a?*, 
(xz) 

(6«  —  c«)«  a«ir«  +  (a*  —  6«)«  c«ti«  =  a«c«  ; 

b^u*  +  a«r«  =  (a*  —  6«)«  m«d% 

(6»  —  c*y  a«i?«  +  (o«  —  c*)«  6«i/«  =  a«6«. 

Ces  équations  représentent  respectivement  les  intersections  de  la 
surface  avec  les  plans  coordonnés;  on  voit  que  chacun  de  ces  plans 
rencontre  la  surface  suivant  deux  courbes,  dont  l'une  est  une  ellipse, 
l'autre  la  développée  d'une  ellipse. 

Cherchons  l'équation  de  là  surface  des  centres  en  coordonnées  carté- 
siennes. Désignons  par  t«i,  Vi,  toi  les  coordonnées  d'un  plan  tangent 
à  la  surface  :  l'équation  du  point  de  contact  sera  de  la  forme 

(u  —  Ut)  ¥ii  +  (u  —  v,(  Fii  +  (w  —  Wi)  FtJi  =  o, 
ou  bien^ 

tiFu'i  +  t?F;,  +  wFii  —  (UiFJ,  +  ViF;,  +  ti?iF^)  =  o. 

Soient  ar,  y,  z  les  coordonnées  cartésiennes  de  ce  point.  On  aura,  en 
désignant  par  L  l'expression  tiiF^«  +  uiF^,  +  WiFiJi, 

Fui  Fçi  F^i 

Si  on  pose,  pour  abréger, 

.       u»  ,  t7»  ,  ti?»         ^         .   ,     •  I      . 
^==^  +  6i  +  7«-'      C  =  u«  +  t;«  +  ti;«, 

B  =  o«ii«  +  6«u«  -|-  c^w^  —  I, 
l'équation  de   la   surface  devient  AB«bC*,  et  l'on   trouvera   pour 
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P;  =  2u  ^- H- Ao»  -  2C  j  ; 
par  suite 

=  2[2AB  +  A  — 2C»]  =  2A, 

En  substituant,  il  viendra 


tiR 


Xsss 


ou,  en  remplaçant  A,  B,  C  par  leurs  valeurs, 


* Il  • 


»'•  ,   V*  .   w;' 


On  trouvera  semblablement 


j[c--i)»-+a-o'"-^] 


U7 

z= — 


[G-o*-+a-o'--.^] 


Ces  formules  donnent  une  relation  entre  les  coordonnées  d'un  plan 
tangent  et  les  coordonnées  cartésiennes  de  son  point  de  contact.  Pour 
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arriver  à  Féquation  de  la  surface  des  centres  en  x,  y,  z,  il  faudrait 
éliminer  u,  Vy  w  entre  ces  équations  et  celle  de  la  surface.  On  trouverait 
ainsi  une  équation  du  douzième  degré  renfermant  quatre-vingt-trois 
termes.  Elle  a  é(é  donnée  par  Salmon  {Quaterly  Journal^  i858).  La 
méthode  précédente  pour  arriver  à  Téquation  tangentielle  de  la  surface 
des  centres  a  été  indiquée  par  J.  Booth,  Ifeto  geomeirical  Methods^ 
London,  187S. 

889.  Surface  des  contacts.  Soit  Tellipsoïde  représenté  en  coordon- 
nées tangentielles  par  l'équation 

(E)      ^  +  JÎ  +  77  =  x. 

et  UifVij  U7|  les  coordonnées  d'un  plan  tangent  à  la  surface.  On  peut 
mener  deux  surfaces  du  second  ordre  concycliques  tangentes  à  ce  plan, 
c'est-à-dire  deux  surfaces  ayant  les  mêmes  sections  circulaires  (Ex.  42, 
p.  377).  L'une  d'elles  étant  représentée  par  l'équation 

t*'  V'  10* 

cherchons  le  lieu  du  point  de  contact  de  cette  surface  avec  le  plan 
(tii»  Vi,  Wi)y  lorsque  ce  dernier  se  déplace  en  restant  tangent  à  l'ellip- 
solde.  On  sait  que  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  (tiijViyii'i) 
à  H  est  défini  par  l'équation 


util  VVi  WWi      


avec  les  relations 


wî       .       »î       .       u?* 


a«  —  A«  >^  6«  —  A«  ~  c«  —  X* 


==i, 


o«  (a«  —  X»)  ^  6«  (6«  —  A«)  ^  r«  (c»  —  >«) 
Désignons  par  oc,  y,  js,  les  coordonnées  de  ce  point  :  il  viendra 


""^-^ï*'  2'==6^3T*'   ^==ï^^ri»î 
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par  raîle, 

ti,  =a  «  (o»  —  A»),    »,=.y(6»  — X»),    »,  =  z(e*  — A»). 
En  substituant  ces  valeurs  daos  les  deux  égalités  précédentes,  on  trouve 
{x*  +  y»  +  z*)  X*  =  a*x*  +  by  +  e*z*  —  i 

Enfin,  rélimination  de  A*  conduit  à  Tëquation 

ouy  en  dëreloppant 

6  Vx»  +  a^c^  +  a«6«z«  =  (6*  —  c«)*a*z»y»  +  (a*  —  5»)»cyx« 

+  («»  ■—  c«}«6*««x«. 

Elle  représente  le  lieu  du  point  de  contact  de  la  surface  variable  H 
avec  un  plan  tangent  qui  roule  sur  Tellipsoïde  donne.  C'est  une  surface 
du  4*  ordre  appelée  par  J.  Bootb,  iurface  des  contacts.  On  pourrait 
en  déduire  comme  précédemment  les  formules  propres  à  trouver 
réquation  de  la  même  surface  en  coordonnées  tangentielles. 

SM.  Surfaces  des  ondes.  Étant  donné  rellipsoïde 

on  mène  un  plan  par  le  centre  qui  rencontre  la  surface  suivant  une 
conique.  Désignons  par  pt,  p«  les  axes  de  cette  courbe  ou  les  rayons 
maximum  et  minimum  de  la  section,  et  portons,  sur  une  perpendicu- 
laire élevée  par  le  centre  au  plan  sécant,  des  longueurs  OHi  et  OMs 
égales  à  pi,  p«  :  le  lieu  des  points  Mi  et  Mt  lorsque  le  plan  tourne 
autour  du  centre  est  une  surface  du  quatrième  ordre  appelée  surface 
des  ondes.  Elle  a  été  étudiée  par  Fresnel  dans  la  théorie  de  la  propa- 
gation des  ondes  lumineuses  dans  les  milieux  cristallisés. 

A6n  d'arriver  à  Téquation  de  la  surface  que  Ton  vient  de  définir, 
imaginons  une  sphère  concentrique  h  l'ellipâoîde  et  représentée  par 

-  4-  ^'  4-  -  =  T 
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En  retranchant  membre  h  membre  les  équations  des  deux  surfaces, 
il  Tient 

ou  bien, 

a'  —  r'    .  .  a*  —  r*   .      c*  —  r"^   . 

Cette  équation  définit  une  surface  conique  passant  par  Fintersection 
de  la  sphère  et  de  l'ellipsoïde.  Menons  un  plan  tangent  P  à  ce  cône 
suivant  un  rayon  OR;  la  tangente  &  Textréniité  de  OR  à  la  conique 
d'intersection  du  plan  P  avec  rellipsoïde  appartient  an  plan  tangent 
à  la  sphère  au  même  point,  et  sera  perpendiculaire  au  rayon;  il  s*ensuit 
que  OR  est  un  rayon  maximum  ou  minimum  dans  la  section  du  plan  P, 
ou  l'un  des  deux  axes.  Tout  plan  tangent  au  cdne  donnera  lieu  à  une 
remarque  analogue.  Il  en  résulte  que  le  cône  réciproque  du  précédent, 
c'est-à-dire  le  cône  formé  par  les  perpendiculaires  menées  par  le 
centre  aux  plans  tangents  du  premier,  rencontrera  la  sphère  de  rayon  r 
suivant  une  courbe  qui  appartiendra  à  la  surface  des  ondes.  Il  suffit 
donc  de  combiner  Téquation  du  cône  réciproque 

aV    j^    b*y*     ,     c*z'    

a*  —  r»"*"  6*  —  r«  "*"c«  —  r*  ~  ° 

avec  celle  de  la  sphère  pour  éliminer  r*,  et  l'on  arrivera  à  Féquation 
de  la  surface  des  ondes  qui  sera  de  la  forme 

a'x'  j^  b*y*  ,  c'ji*  

a«--(x*  +  y«  +  z«)  +  6»--(x«4-y«  +  ;5«)  •  c«  — (x«  +  y«  +  z»)"^°* 

En  multipliant  et  faisant  les  réductions,  elle  devient 

(a;«  -f  y»  +  ««)  (o«x«  -f  6«y«  +  c«««)  —  o«  (6*  +  c«)  x'  —  6«  (a*  +  c«)  y* 

—  c«  (a«  +  6«)  z*  +  a«6»c«  =  o. 

On  en  déduit  pour  les  sections  de  la  surface  avec  les  plans  coordonnés 

(x«  +  y«  —  c«)  (a  V  +  by  —  o»6»)  =  o, 

(a:«  +  2«  _  6«)  (a«x*  +  c»z'  —  o«c»)  =  o, 

(y«  +  z«  —  a*)  (c»z«  +  by  —  6«c«)  —  o. 
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Chacune  de  ces  sections  se  compose  d'un  cercle  et  d*une  ellipse;  les 
points  communs  à  ces  lignes  dans  un  même  plan  seront  des  points 
doubles,  c'est-à-dire,  des  points  où  les  deux  parties  de  la  surface  se 
rejoignent  puisque  les  deux  rayons  correspondants  sont  égaux.  11  est 
Tisible,  en  supposant  a  >  6  >  c,  que  le  cercle  est  intérieur  k  Tellipse 
dans  le  plan  des  rry,  et  extérieur  dans  le  plan  des  yz;  par  suite,  les 
points  doubles  sont  imaginaires  dans  ces  plans.  La  surface  admettra 
seulement  quatre  points  doubles  réels  dans  le  plan  des  acz. 

On  sait  qu'il  n'existe  dans  Tellipsoide  que  deux  séries  de  sections 
circulaires  réelles,  parallèles  à  Taxe  moyen;  de  sorte  que  les  points 
de  la  surface  des  ondes  où  les  rayons  sont  égaux  doivent  se  trouver 
sur  les  perpendiculaires  aux  plans  des  sections  circulaires  centrales, 
et,  par  conséquent,  dans  le  plan  des  xz. 

La  surface  des  ondes  rencontre  le  plan  des  xy  suivant  un  cercle  de 
rayon  c  et  suivant  l'ellipse 

o'rr»  H-  6*y«  —  o*6«  =  o. 

On  peut  s'en  rendre  compte  facilement  en  observant  qu'un  plan  passant 
par  l'axe  des  z  donne  pour  section  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  est  c, 
et  l'autre  un  rayon  de  l'ellipse  du  plan  des  xy  ;  si  le  plan  sécant  tourne 
autour  de  l'axe  des  z,  les  points  de  la  surface  des  ondes  situés  sur  la 
perpendiculaire  au  plan  doivent  décrire  :  l'un,  un  cercle  de  rayon  c, 
et  l'autre  l'ellipse  principale  du  plan  des  xy  tournée  d'un  angle 
de  W*. 

391 .  Surfaces  apsidales.  La  surface  des  ondes  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier d'un  genre  de  surfaces  qui  admettent  le  même  mode  de  génération 
et  qu'on  appelle  surfaces  apsidales.  Considérons  une  surface  quelconque 
S  et  un  point  fixe  0;  menons,  par  ce  dernier,  un  plan  qui  rencontre  la 
surface  S  suivant  une  certaine  courbe  C;  on  prend,  sur  une  perpendlcu- 
laire  au  plan  sécant  issue  du  point  0,  des  longueurs  égales  aux  rayons 
maximum  et  minimum  de  la  section  :  le  lieu  des  extrémités  de  ces 
longueurs  est  la  surface  apsidalc  de  la  surface  donnée. 

Pour  trouver  son  équation,  on  écrira  d'abord  celle  d'un  cône  ayant 
son  sommet  au  point  0  et  passant  par  l'intersection  d'une  sphère  yariable 
de  centre  0  avec  la  surface  proposée.  On  verrait,  comme  précédemment, 
que  tout  plan  tangent  à  ce  cône  suivant  un  rayon  OR  détermine  dans 
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la  surface  uoe  section  où  le  rayon  OR  est  maximum  ou  minimum. 
Il  s'ensuit  que  les  points  d'intersection  du  cAne  réciproque  avec  la 
sphère  appartiennent  à  la  surface  apsidale  dont  l'équation  s'obtiendra 
en  éliminant  r*  entre  les  équations  de  la  sphère  et  de  ce  cône. 

S9S.  Surfaces  podaires.  Soient  S  une  surface  quelconque  et  0  un 
point  fixe;  on  abaisse  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur  le  plan 
tangent  P  à  S  :  le  lieu  du  pied  p  de  la  perpendiculaire,  considéré  sur 
tous  les  plans  tangents  &  S,  est  une  surface  dérivée  de  la  première 
à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  podaire. 

Prenons  le  point  fixe  pour  l'origine  d'un  système  d'axes  rectangu- 
laires, et  soient  u,  v,  tv  les  coordonnées  tangentielles  du  plan  P  :  son 
équation  peut  s'écrire 

(P)      ux-{-vy'{'Wz=i. 

Hais,  nous  savons  que  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  &  un 
plan,  et,  par  suite,  les  coordonnées  cartésiennes  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire, sont  proportionnels  aux  coe£Scients  u,  v  et  ti;;  on  aura  donc 

u      V       w 
On  en  déduit 


X      y z x*-{-y*-t-z*  *'  +  !/'  +  ^'. 

u      V      w      uX'\'Vy  +  WZ  I  * 


d'où 


X  y 


x«  +  j;«-^z*  x'  +  t/«  +  ««  a;«  +  y«  +  «« 

Inversement,  on  aura  aussi 

X      y      z       ux  +  vy  -{•  wz  i 

par  suite, 

u  V  w 

Il  résulte  des  formules  précédentes  que,  si  la  surfaee  proposée  est 
définie  en  coordonnées  tangentielles  par  l'équation  F  (u,  v,  to)  aa  o, 
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celle  de  la  podaire  en  Xj  y,  z  sera 

p/        ^  y  ^        Y    - 

Réciproquement,  si  le  pied  p  décrit  une  certaine  surface  ayant  pour 
équation  /(x,  y,  z)  =  o,  le  plan  P,  mené  perpendiculairement  à  l'extré- 
mité du  rayon  variable  Op,  enveloppera  une  surface  qui  sera  représentée 
en  coordonnées  tangentielles  par  l'équation 

-/  ti  V  w  \ 

Si  on  applique  la  règle  précédente  à  l'ellipsoïde 

^,+|5+^=i     ou    a*a«  +  6V  +  c'u?»  =  i, 

lorsque  le  point  0  est  le  centre  de  la  surface,  on  trouve  pour  l'équation 
de  la  podaire 

oV  +  bY  +  c  V  =  (x«  +  y'  +  ««)«. 

Réciproquement  I  si  l'extrémité  du  rayon  Op  décrit  la  surface 

*'_i  y'_!  ^* 

le  plan  P  enveloppera  une  autre  surface  représentée  par  l'équation 

Quand  la  surface  proposée  se  réduit  k  un  point  ayant  pour  équation 
/il  -{*  mv  -{-  ntt?  ssB  I,  la  podaire  est  une  sphère  représentée  par 

Ix  +  my  -|-  nz  =«  X*  +  y*  +  «•; 

et  lorsque  l'extrémité  du  rayon  Op  décrit  un  plan  Ix-i-tny  +  nz=s  i, 
le  plan  perpendiculaire  P  enveloppera  la  surface 

/u  4*  ^w  +  ww^  =  W  +  V*  +  u;'. 

Étant  donnée  une  surface  S^  on  peut  en  déduire  plusieurs  podaires 
successives;  car  en  appliquant  les  règles  précédentes  à  la  première 
podairç  obtenue,  on  aura  une  nouvelle  surface  appelée  seconde  podaire 
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de  la  proposée;  et  ainsi  de  sui(e.  On  donne  le  nom  de  podaire  négative 
à  la  surface  enveloppe  des  plans  perpendiculaires  aux  extrémités  des 
rayons  vecteurs  d'une  surface  donnée  ;  en  appliquant  le  même  procédé 
à  la  première  podaire  négative,  on  obtiendra  une  nouvelle  surface  qui 
sera  la  seconde  podaire  négative  de  la  proposée,  etc. 

S9S.  Surface  de  Jacobi.  Considérons  le  système  de  quatre  surfaces 
du  second  ordre  définies  par  les  équations 

L  =  o,    M  =  o,     N  =  o,     P  =  o. 

Soient  LiLtLsLi,  MiMiMsMa,  NiIVtNsN4,  P<PtP8P4  les  premières  dérivées 
des  fonctions  L,  M,  N,  P  prises  respectivement  par  rapport  aux  variables 
X,  y,  z,  (.  Le  déterminant 

Li  1j%  lis  L4 

Mi  Ms  Mj  Mé 

Ni  N,  N3  N4 

Pi  p.  Ps  P4 

se  nomme  le  Jacobien  des  équations  données,  et,  en  l'égalant  à  zéro, 
on  a  réquation  d'une  surface  du  4*  ordre  qu'on  peut  appeler  la  Jaco- 
bienne  du  système  des  surfaces  données. 

Cette  surface  est  le  lieu  des  points  de  Tespace  tels  que  les  plans 
polaires  de  l'un  d'eux  par  rapport  aux  surfaces  données  passent  par  un 
même  point.  Car,  les  équations  des  plans  polaires  d'un  point  (x',  y',  2',  t') 
sont  de  la  forme 

xl;  +  yL;  +  zl;  +  (l;  =  o, 

xM;+yM;+«M;+eM;=o, 

^p;  +  yp;  +  ^K + «PI  =  o, 

et  ces  plans  passeront  par  un  même  point,  si  les  coordonnées  x',  y',  z',  t' 
satisfont  à  l'équation 

=  o. 


Li 

L, 

Lj 

L. 

M. 

M, 

M3 

M* 

N, 

N. 

N, 

N« 

Pi 

P. 

P. 

P4 

33 
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La  surface  de  Jacobi  peut  encore  être  regardée  comme  le  lieu  géomé- 
trique des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  renfermés  dans  Péquation 

(s)      >L  +  f^M  +  vN  +  ttP  =  o 

qui  définit  des  surfaces  du  second  degré  susceptibles  de  trois  nouvelles 
conditions.  En  effet|  si  l'équation  représente  un  cAne,  les  coordonnées  du 
sommet  vérifient  les  égalités 

ALi  +  fxMi  -1-  vNi  +  7rP<  =  o, 
iLt  +  fxMf  +  vNt  -f  ttP,  =  o, 
^Ls  "l-  pMj  +  vNb  +  îtPj  =s  o, 
lu  +  fJ^M*  +  vN*  +  7rP4  =  o. 

Le  lieu  de  tous  les  sommets  des  cônes  représentés  par  Péquation  (s) 
s'obtiendra  en  éliminant  les  paramètres  ^,  /x,  v,  tt;  ce  qui  revient  à  égaler 
à  zéro  le  Jacobien  des  fonctions  L,  M,  N,  P. 

Plus  généralement,  si  les  surfaces  données  L,  M,  N,  P  sont  respective- 
ment des  degrés,  /,  m,  n,  p,  le  Jacobien  du  système  est  toujours  le 
déterminant  que  nous  venons  de  considérer;  dans  ce  cas,  les  éléments 
des  différentes  suites  étant  respectivement  des  degrés  / — i,  m — i, 
n —  I,  p  —  I,  la  Jacobienne  sera  une  surface  de  l'ordre 

394.  Forme  particulière  de  tiquation  du  troisième  degré.  L'équation 
générale  du  troisième  degré 

Ho  +  W4  +  **«  "f"  **»  =  o 

renferme  20  termes,  et,  par  suite,  dix-neuf  constantes  arbitraires,  de 
sorte  qu'il  faut  dix-neuf  points  de  l'espace  pour  déterminer  une  surface 
du  troisième  ordre.  Soient 

A  =  o,       B  =  o,       C  =  o, 
A'=o,      B'  =  o,      C'  =  o, 

les  équations  de  six  plans  renfermant  chacune  trois  paramètres  arbi- 
traires. L'équation  du  troisième  degré 

(s)      ABC  —  U'B'C  =  o. 
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où  X  est  un  coefficient  indéterminé^  aura  dix-neuf  constantes  arbi- 
traires, et  il  sera  généralement  possible  de  ramener  toute  équation 
du  troisième  degré  k  cette  forme.  Il  en  résulte  qu'on  peut  regarder 
cette  dernière  équation  comme  représentant  une  surface  du  troisième 
degré  quelconque. 
On  voit  immédiatement  que  les  neuf  droites 

AA',    AB',    AC, 
BA',     BB',     BC, 

CA',   CB',    rx:% 

appartiennent  à  la  surface  du  troisième  ordre. 

Ces  droites  ne  sont  pas  les  seules  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface. 
En  eflfet,  considérons  un  hyperboloïde  passant  par  quatre  droites  dont 
on  vient  de  prouver  l'existence  et  représenté  par  l'équation 

AB  — ifcA'B'=:o. 

En  la  combinant  avec  celle  de  la  surface  pour  éliminer  le  produit  AB, 
on  trouve  Téquation 

A'B'  (XC  —  *C)  =  o. 

L'hyperboloïde  ayant  quatre  génératrices  communes  avec  la  surface 
du  troisième  ordre^  rencontrera  encore  celle-ci  suivant  une  conique 
située  dans  le  plan  AC  —  fcC  =  o,  puisque  la  courbe  d'intersection 
des  surfaces  est  en  général  du  sixième  degré.  Mais  on  peut  déter- 
miner k  de  manière  à  ce  que  la  conique  se  réduise  à  deux  droites,  et, 
l'hyperboloïde  coupera  la  surface  du  troisième  ordre  suivant  deux 
droites  nouvelles.  Gomme  ce  raisonnement  est  applicable  aux  hyper- 
boloîdes  circonscrits  aux  neuf  quadrilatères 

(AB  A'B'),  (AB  A'C),  (AB  B'C), 
(ACA'C),  (ACA'B'),  (ACB'C), 
(BC  B'C),     (BCA'C),     (BCA'B'), 

on  aura  dix-huit  droites  situées  sur  la  surface  et  distinctes  des  premières, 
et  on  arrive  à  ce  théorème  :  Une  surface  du  troisième  ordre  renferme  en 
général  vinghsept  droites  distinctes. 


^  S16  -^ 


§    3.    SINGULARITÉS    ORDINAIRES    d'uNE    COURBE    GAUCHE    OU    d'uNE   SURFACE 

DÉVBLOPPABLE. 

S9ft.  Nous  avons  montré  précédemment  qu*uae  surface  développable 
peut  être  engendrée  par  un  plan  mobile  représenté  par  une  équation  ne 
renfermant  qu'un  seul  paramètre.  Soit 

9  (^»  y»  z,  a)  =  o 

cette  équation.  Pour  deux  plans  voisins  correspondant  aux  valeurs  a  et 
a-]-hy  on  ^: 

9  (^>  y  y  «>  a)  =  o»       <P  {x,  y>  ^>  a  +  A)  =  o 
ou  bien 

Si  on  fait  tendre  A  vers  zéro,  il  vient,  h  la  limite, 

9  =  o,      9a  =  o- 

Ainsi,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  d'intersection 
de  deux  plans  voisins,  à  la  limite^  satisfont  à  ces  deux  équations;  celles-ci 
définissent  donc  une  génératrice  de  la  développable.  Par  l'élimination  du 
paramètre  a,  on  obtiendra  l'équation  du  lieu  de  cette  droite,  c'est-à-dire, 
l'équation  de  la  surface  développable. 

Le  point  d'intersection  de  trois  plans  consécutifs  devra  satisfaire  aux 
équations 

OU,  en  passant  à  la  limite, 

9  =  0,       9a  =  o»       C  =  o- 

Les  deux  premières  équations  déterminent  une  génératrice  ;  la  seconde  et 
la  troisième  la  génératrice  consécutive;  le  point  commun  aux  trois  plans 
sera  le  point  d'intersection  de  ces  droites,  c'est-à-dire,  un  point  de  l'arête 
de  rebroussement.  En  groupant  ces  équations  deux  à  deux  pour  éliminer 
a,  on  arrivera  aux  équations  de  cette  courbe. 
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Enfin,  il  pourrait  arriver  que  quatre  plans  consëcutifs  aient  un  même 
point  commun;  il  en  est  ainsi,  lorsque  l'on  peut  satisfaire  aux  équations 

ce  qui  est  généralement  possible;  car,  en  éliminant  x,  y,  z^  il  en  résul- 
tera une  équation  en  a  qui,  étant  résolue,  donnera  un  certain  nombre  de 
valeurs  du  paramètre  pour  lesquelles  ces  équations  auront  lieu  simultané- 
ment. Les  points  de  l'arête  de  rebroussement  où  se  rencontre  cette  parti- 
cularité s'appellent  points  stalionnaires ^  trois  génératrices  consécutives, 
au  lieu  de  deux,  passent  par  ces  points. 
Pour  faciliter  l'élimination,  il  est  préférable  de  rendre  préalablement  la 

ce 
fonction  9  homogène  en  remplaçant  a  par  ^  ;    l'équation  de  la  déve- 

loppable  s'obtient  alors  en  éliminant  a  et  |3  entre  les  équations  dérivées 

9a  =0,  9P  =  0> 

et  celles  de  l'arête  de  rebroussement  entre 

Enfin,  la  déterminaton  des  points  stationnaires  se  fera  en  éliminant  x^y^z 
entre  les  équations 

9a'  =  o>       9a«p  =  ^'       9«p«  =0»       9p»  ==  O* 


S96.  Considérons  maintenant  l'équation  réciproque 

(p  (m,  Vy  Wy  a)  =  o, 

c'est-à-dire,  l'équation  obtenue  en  remplaçant  x,  y,  z  par  t/,  v,  u?.  Elle 
définit  un  point  mobile  qui,  par  son  déplacement  dans  l'espace,  engendre 
une  courbe  gauche.  En  effet,  en  désignant  par  x,  y,  z  les  coordonnées 
cartésiennes  de  ce  point,  l'équation  précédente  conduirait  à  des  valeurs 
de  la  forme 

en  éliminant  ensuite  le  paramètre  a  entre  ces  relations,  il  viendrait  deux 
équations  en  x,  y,  z  pour  représenter  le  lieu  du  point  mobile;  ce  lieu  est 
donc  une  courbe  gauche,  l'intersection  des  surfaces  définies  par  ces 
équations. 

Cela  étant,  pour  deux  points  consécutifs  correspondant  aux  valeurs  a 
et  a  -}-  Ay  on  aura  : 

(f  (u,  !?,  u?,  a)  =  O,       9  (tt,  V,  u?,  a  4"  '^)  =  ^ 
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et,  à  la  limite,  en  faisant  tendre  h  vers  zéro, 

mais  alors  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  confondus  est  tangente  à 
la  courbe;  les  équations  précédentes  seront  donc  satisfaites  par  les  coor- 
données d'un  plan  quelconque  passant  par  cette  tangente.  Si  on  élimine  a, 
il  viendra  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  gauche.  Il  est  bon  de 
remarquer  que  le  degré  de  cette  équation  sera  en  même  temps  Tordre  de 
la  surface  développable  ayant  pour  arête  de  rebroussement  la  courbe 
gauche  ;  car,  si  on  combine  Téquation  tangentielle  avec  celles  de  deux 
points 

aiH  +  6iV  -j-  CiW  -|-  rfi  c=  o,      atu  4-  btv  -\-  Cju?  -f-  dî  =  o, 

on  trouvera  autant  de  solutions  communes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
degré  de  l'équation  tangentielle;  le  nombre  de  plans  contenant  une 
tangente  et  passant  par  la  droite  des  deux  points  est  donc  égal  à  ce 
degré.  D'un  autre  côté,  il  y  aura  autant  de  ces  plans  que  de  points 
de  rencontre  de  la  droite  des  deux  points  avec  les  tangentes  à  la 
courbe,  et  c'est  ce  dernier  nombre  qui  fixe  l'ordre  de  la  développable. 
Considérons  encore  trois  positions  consécutives  du  point  mobile; 
la  limite  du  plan  qui  les  renferme  s'appelle  plan  osculaleur  de  la 
courbe;  les  coordonnées  de  ce  plan  satisferont  aux  équations 

En  éliminant  le  paramètre  a,  on  arrivera  &  deux  équations  en  ti,  v,  w 
qui  représenteront  la  surface  développable  engendrée  par  ce  plan. 

Enfin^  si  quatre  points  consécutifs  se  trouvent  dans  un  même  plan, 
on  aura  simultanément 

9  =  <^»      9a  =  0^     9a  =  0^     9a  =  <>• 

Après  avoir  éliminé  ti,  v,  vo  entre  ces  relations,  il  en  résultera  une 
équation  en  a  qui  sera,  en  général,  satisfaite  par  un  certain  nombre 
de  valeurs  de  ce  paramètre;  les  plans  qui  leur  correspondent  s'appellent 
flan%  atationnaires, 

S9T.  Il  résulte  des  considérations  qui  précèdent  qu'une  surface 
développable  et  une  courbe  gauche  tirent  leur  origine  d'une  même 
formule  analytique,  et  la  théorie  de  l'une  se  confond  avec  celle  de 


f. 
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Tautre.  Nous  allons  maintenant  définir,  après  Gayley,  ce  que  Ton  entend 
par  les  singularités  ordinaires  d'une  surface  développable. 

Il  7  a,  en  premier  lieu.  Tordre  de  la  courbe  gauche^  Tordre  et  la  classe 
de  la  développable;  nous  les  désignerons  respectivement  par  m,  r,  n. 

En  second  lieu,  il  y  a  les  plans  et  les  points  stationnaircs;  soient 
a  et  6  les  nombres  de  ces  plans  et  de  ces  points. 

En  troisième  lieu,  on  considère  le  nombre  de  systèmes  de  deux 
génératrices  non  consécutives  se  coupant  sur  un  plan  arbitrairement 
choisi,  ainsi  que  le  nombre  de  plans  contenant  deux  génératrices  non 
consécutives  et  qui  passent  par  un  point  arbitrairement  choisi;  soient 
X  et  y  ces  nombres. 

Enfin,  on  considère  encore  le  nombre  de  droites  provenant  de  Tinter- 
section  de  deux  plans  tangents  non  consécutifs  et  qui  se  trouvent  dans  un 
plan  arbitrairement  choisi,  ainsi  que  le  nombre  de  droites  rencontrant  la 
courbe  gauche  en  deux  points  et  passant  par  un  point  arbitrairement 
choisi  ;  soient  g  et  h  ces  nombres. 

M.  Gayley,  par  l'application  des  formules  de  Pliicker,  a  démontré  des 
relations  qui  permettent  de  calculer  toutes  les  quantités  qui  précèdent  au 
moyen  de  trois  d'entre  elles.  Avant  de  les  établir,  il  faut  se  rappeler  que, 
pour  une  courbe  plane  d'ordre  /m,  de  classe  ky  ayant  î  points  d'inflexion, 
d  points  doubles,  a  points  de  rebroussement  et  t  tangentes  doubles,  on  a 
les  relations, 

A:  =  fx  (p  —  i)  —  2d  —  3«, 
/A        * = 3f^(f^  —  2)  —  6d  —  88, 

8  =  2k{k  ^  2)  —  6(  —  8t, 

et  ces  quatre  équations  ne  forment  que  trois  relations  distinctes;  on  peut 
aussi  en  déduire  les  deux  égalités 

t  — «  =  3(A--p), 

398.  Appliquons  ces  formules  à  la  section  faite  par  un  plan  dans  la 
surface  développable.  Le  degré  de  cette  surface  étant  r,  on  aura  pour 
Tordre  de  la  section  :  ^  =  r.  Prenons  arbitrairement  un  point  dans  le 
plan  sécant;  il  y  a  n  plans  tangents  à  la  développable  passant  parce 
point;  mais  tous  ces  plans  rencontrent  le  plan  de  la  section  suivant  dea 
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tangentes  h  cette  courbe  passant  par  le  même  point;  par  suite,  k  =  n. 

Les  différents  points  de  la  courbe  d'intersection  sont  les  traces  des 
génératrices  sur  le  plan  sécant;  s'il  arrive  que  deux  génératrices  se  ren- 
contrent précisément  dans  ce  plan,  le  point  correspondant  sera  un  point 
double  sur  la  section  ;  d'après  les  notations,  le  nombre  de  cas  où  cette  ren- 
contre peut  avoir  lieu  dans  un  plan  est  x;  donc,  d  =  x.On  doit  admettre 
que  les  tangentes  en  ces  points  sont  généralement  différentes,  puisque  les 
plans  tangents  suivant  les  deux  génératrices  sont  généralement  distincts. 

Tout  plan  tangent  à  la  développable  détermine  sur  le  plan  sécant  une 
tangente  à  la  section  ;  si  deux  plans  tangents  non  consécutifs  rencontrent 
ce  plan  suivant  la  même  droite,  celle-ci  sera  une  tangente  double;  le 
nombre  de  fois  que  deux  plans  tangents  peuvent  se  rencontrer  suivant 
une  droite  située  dans  un  plan  étant  jf,  on  aura  :t  =  g. 

Les  points  de  rebroussement  de  la  section  correspondent  aux  points  de 
rencontre  du  plan  sécant  avec  la  courbe  gauche  de  l'ordre  m,  et  l'on 
aura  :  s  =  m. 

Enfin,  pour  avoir  un  point  d'inflexion  ou  une  tangente  stationnaire,  il 
faut  que  deux  plans  tangents  consécutifs  coïncident  ;  un  tel  point  corres- 
pond donc  à  un  plan  stationnaire  et  l'on  doit  avoir  :  t  =  a. 

En  substituant  ces  diverses  valeurs  dans  les  relations  (/),  il  vient  : 

n  =  r{r  —  i)  —  2X  —  3111, 
a  =  3r{r —  2)  —  6x  —  8m, 
r  =  n  (/i  —  i)  —  2Sf  —  3a, 
m  =  3n(n —  2)  —  6g  —  8a, 

ainsi  que  les  deux  égalités 

a  —  m  =  3  (n  —  r) 

2  (g  —  x)  =  (n  —  r)  (n  -f  r  —  9), 

et  toutes  ces  équations  seront  équivalentes  h  trois  relations  distinctes. 

S09.  On  obtient  encore  d'autres  formules  en  considérant  un  cAnc 
ayant  pour  sommet  un  point  quelconque  de  Tespace,  et  passant  par  la 
courbe  gauche  qui  engendre  la  développable.  Remarquons  d'abord  que, 
si  on  coupe  un  cône  par  un  plan,  à  un  point  double,  à  une  tangente 
double  etc.  de  la  section  correspondent  une  arête  double  un  plan 
tangent  double  etc.  dans  le  cône  et  les  relations  entre  les  singularités  de 
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la  section  s'appliqueront  au  cAne  en  remplaçant  point  double  par  arête 
double  etc. 

Un  plan  mené  par  le  sommet  du  cAne  qui  passe  par  la  courbe  gauche 
rencontre  celle-ci  en  m  points;  il  renfermera  donc  m  génératrices  et  Ton 
doit  poser  :  |ji  =  m. 

Un  plan  tangent  au  cane  passe  par  une  tangente  k  la  courbe  gauche, 
et  si  l'on  veut  déterminer  la  classe  du  cône,  ou  le  nombre  de  plans  tan- 
gents passant  par  une  droite  quelconque  menée  par  le  sommet,  il  faudra 
déterminer  le  nombre  de  fois  que  cette  droite  rencontre  une  génératrice 
de  la  développable;  ce  nombre  est  r,  ordre  de  la  développable  ;  donc, 
k  =  r. 

Lorsque  deux  points  de  la  courbe  gauche  se  trouvent  sur  une  droite 
passant  par  le  sommet  du  cAne,  les  deux  arêtes  relatives  à  ces  points 
coïncident;  il  y  aura  autant  d'arêtes  doubles  qu'il  y  a  de  droites  sembla- 
bles; par  suite,  d  =  h. 

De  même,  si  deux  plans  tangents  passant  chacun  par  une  tangente  h  In 
courbe  gauche  viennent  h  coïncider,  on  obtient  un  plan  contenant  deux 
génératrices  de  la  développable  et  passant  par  le  sommet  du  cAne;  donc, 
le  nombre  de  plans  tangents  doubles  sera  y,  et  l'on  devra  poser  :  t  =  y. 

Si  deux  plans  tangents  consécutifs  viennent  k  coïncider,  il  en  résulte 
un  plan  stationnaire  ;  mais  alors  ce  plan  passant  par  deux  génératrices 
consécutives  est  tangent  k  la  développable;  il  y  aura  ainsi  autant  de  plans 
stationnaires  qu'il  y  a  de  plans  tangents  k  la  développable  passant  par  le 
sommet  du  cAne;  donc,  t  =  n. 

Enfin,  une  arête  stationnaire  ne  peut  se  présenter  sur  le  cAne  que  s'il  y 
a  des  points  stationnaires  sur  la  courbe  gauche;  donc,  8  =  h. 

Par  la  substitution  de  toutes  ces  valeurs  dans  les  formules  (Q,  on 
trouve  : 

r  =  m{m  —  i)  —  zh  —  36, 
n=3ni(m — 2)  —  6A  —  86, 
m.=  r  (r  —  i)  —  2y  —  an, 
6  =  3r  (r  —  2)  —  6y  —  8n, 
ainsi  que 

n  —  6  =  3  (r  —  iw). 
2  (y  —  A)  =  (r  —  fn){r'i'fn  —  9). 

Ces  diverses  égalités  ne  constituent  que  trois  relations  distinctes.  Les 
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deux  systèmes  réunis  permettront  de  calculer  toutes  les  singularités  d'une 
déTeloppablc,  étant  données  trois  d'entre  elles. 

La  comparaison  des  dernières  formules  aux  premières  nous  montre  que 
les  nombres 

*w>  *•>  ^>  9i  A»  o>  f>9  a;,  y, 
correspondent  respectivement  aux  suivants  : 

n,  r,  m,  A,  jf,  6,  a,  y,  x. 

400.  Considérons  maintenant  le  cas  d'une  courbe  gauche  provenant 
de  l'intersection  des  deux  surfaces 

la  première  de  Tordre  fx,  et  la  seconde  de  Tordre  v.  On  aura  d'abord  : 
m  =  [iv.  Ensuite^  pour  déterminer  Tordre  de  la  développable,  désignons 
parx',y',  z\  V  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe,  et  regardons  la 
génératrice  comme  étant  l'intersection  des  plans  tangents  en  ce  point  aux 
deux  surfaces;  elle  sera  ainsi  définie  par  les  équations 

xf'^  -f-  yP;-  +  zF;.  +  i^r  =  o, 

*/i'  +  y/J'  +  ^/ï'  +  ^ft  =  o- 

Si  on  exprime  qu'elle  rencontre  une  droite  quelconque  représentée  par 

aiX  +  6iy  +  dz  -\-  dit  =  o, 
a\x  +  b%y  -f-  etz  +  d%t  =  o, 
on  trouve  : 


(D) 


(») 


Fi. 

f;. 

Fi 

F^ 

r^ 

r*- 

/■; 

/■^ 

ai 

6. 

Cl 

d, 

ai 

(t 

c« 

d. 

O. 


Cette  équation  est  du  degré  fx  —  i-^v  —  i  -cp  +  v  —  2;on  peut  la 
considérer  comme  représentant  une  surface  de  Tordre  fx  -f"  ^  —  ^  ^^^^ 
les  points  de  rencontre  avec  la  courbe  gauche  seront  tels,  que  les  géné- 
ratrices correspondantes  rencontreront  la  droite  D.  Le  nombre  de  ces 
points  est  :  pv  (/x  -|-  ^  —  2);  ce  sera  Tordre  de  la  développable  qui  a  pour 
arête  de  rebroussement  la  ligne  d'intersection  des  surfaces;  ainsi  Ton  a  : 
r  =  fxv  (/jt  -}-  V  —  2). 

Enfin,   cherchons  encore   la  valeur  de   h.   Menons   par  un   point 
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(x',  y' y  t'y  i')  de  la  ligne  d'intersectioa  des  surfaces  une  droite  quel- 
conque,  et  soient  x",  y",  z",  t"  les  coordonnées  d'un  second  point 
de  cette  droite.  Les  autres  points  d'intersection  de  la  droite  avec  F  et 
/'s'obtiendront  en  substituant  dans  F  =  o  et  /=  o  les  valeurs  x'  -j-  Xx", 
t/'  +  ^y'\  z'  +  ^^"i  ''  +  ^<"à  ^9  Vi  Zy  L  II  vient  ainsi  deux  relations  de 
la  forme 

A,+A,A  +  A5A'+ +A^A/'-«  =  o, 


où  Ton  a  symboliquement 


A.- 


I  •  2 


-  (x"Fi.  +  y'%  +  z'%.  -I-  t'T'ry 


B,= 


I  •  2 


:.  (x'Yi'  +  »"/•;•  +  ^'Yi'  +  «7f  )'• 


Le  coe£Scient  A,-  renferme  les  coordonnées  x",  t/",  jz",  <''  au  degré  t, 
et  les  coordonnées  x',  y%  z',  t'  au  degré  /x  —  t  ;  de  même»  le  coefficient  B»- 
renferme  les  mêmes  quantités  au  degrés  t  et  v  —  t.  La  droite  menée  par 
(x'  y  jz'  V)  rencontrera  la  courbe  d*intersection  en  un  second  point,  si  les 
équations  précédentes  admettent  une  racine  commune.  Or,  en  égalant  à 
zéro,  l'éliminant  de  ce  système,  on  trouve 

Al     As     As 

o     Al     At     * 


(E) 


Bi     Bs     Bs 
o      B|      Bs 


o 
o 


o. 


Ce  déterminant  renferme  v — i  lignes  de  coefficients  A,  et  fx —  i  lignes 
de  coefficients  B;  le  terme  principal  (Ai)^''  (By)'^'  contient  les  coordon- 
nées x",  y",  z",  ("  ou  degré  v  —  i  +  v  (|jl  —  i)  =  |utv  —  i,  et  les  coor- 
données x',  y\  «',  ('  au  degré  (fx — i)(v—  i).Si  on  remplace x",y,z",t" 
par  Xy  y,  z,  (,  l'équation  précédente  représentera  un  eàne  dont  chaque 
arête  sera  une  droite  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points.  Supposons, 
enfin,  que  x",  y",  «'',  ("  soient  les  coordonnées  d'un  point  arbitrairement 
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choisi  sur  ce  cône;  Tëquation  (E)  est  du  degré  (fx  —  0  (v  —  i)  par  rap- 
port k   x%y',2',t',   et  en   la   combinant  avec  les   deux   suivantes: 

F  (j' y'  z'  V)  =  0,      f{x'  y'  z'  V)  =  o, 

on  trouvera  ^v  (/x  —  i)  (y  —  i)  solutions  communes.  Les  points  qui  leur 
correspondent  appartiennent  aux  droites  qui,  en  rencontrant  la  courbe 
en  deux  points,  passent  par  le  point  arbitrairement  choisi;  le  nombre  de 
ces  droites  sera  évidemment  la  moitié  de  celui  qui  précède;  par  consé- 
quent, il  vient  : 

2ft  =  p  (jUl  —  l)  (v  —  l). 

Si  nous  substituons  maintenant  les  valeurs  trouvées  pour  m,  r,  et  ^h 
dans  la  relation  : 

(y)        T  =  m{^  —  i)  —  2A  —  36 

on  en  déduit  :  6  :=  o  :  ce  qui  doit  être  dans  le  cas  général  où  les  sur- 
faces sont  supposées  ne  pas  avoir  de  contact.  Les  autres  formules  condui- 
sent ensuite  aux  valeurs  suivantes  : 

n  =  3/xv(^  +  v  — 3), 

o  =  2/:xv  (3|:x -|- 3^  ""  ïo) 
ig  =  fxv  [fxv  (3fx  -f-  3v  —  g)*  —  22  (/x  +  v)  +  71], 

2a;  =  (XV  [/xv  (][x  +  V  —  2)*  —  4  (fx+  y)  +  8], 

2y  =  pv  [|iv  (/x  -J-  V  —  2)'  —  10  (|ui  -|"  ^)  +  28]. 

401.  Lorsque  les  deux  surfaces  ont  en  un  point  un  contact  simple  ou 
stationnaire,  le  lieu  («)  de  Tordre  fx-j-v  —  2  passe  aussi  par  ces  points; 
si  X  est  le  nombre  de  contacts  simples,  et  6  le  nombre  de  contacts  station- 
naires,  le  nombre  des  autres  points  d'intersection  de  la  surface  («)  avec 
la  courbe  gauche  sera  : 

r  =  (XV  (|x  +  V  —  2)  —  ^i  —  36. 

La  formule  (y)  donne  ensuite 

2A  =  (jtV  (fX  —  l)  (v l)  +  2«, 

et  les  autres  nombres  devront  être  modifiés  conformément  à  ces  derniers. 

On  peut  se  rendre  compte  qu'il  faut  ajouter  2(  à  2A  ou  I  à  A,  par  le 

calcul  que  nous  avons  indiqué  pour  h.  Dans  ce  but,  on  a  déterminé  le 

nombre  de  cas  où  les  rayons  vecteurs  issus  d'un  point  arbitraire  M 
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deviennent  deux  fois  égaux  pour  les  deux  surfaces;  pour  un  point  double, 
cette  égalité  ne  se  présente  qu'une  fois  et  ce  cas  n'est  pas  compris 
dans  le  nombre  qui  représente  h. 

409.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  d'intersection  des  surfaces 
se  décompose  en  deux  autres  d'ordre  nti  et  ms.  On  aura  d'abord  : 
m  =  mi-\-mi  =  ixv.  Les  points  qui  appartiennent  aux  droites  h  sont 
encore  déterminés  par  les  rencontres  d'une  surface  d'ordre  (/i — i)  (v — i) 
avec  la  courbe  totale  d'intersection;  mais  deux  de  ces  points  peuvent 
appartenir  h  la  courbe  mi,  ou  à  la  courbe  nts,  ou  bien  l'un  d'eux  se 
trouver  sur  la  courbe  mi  et  l'autre  sur  la  courbe  m«.  Désignons  par  Ai, 
At  et  H  les  nombres  de  droites  ^passant  par  un  point  donné  et  se  rappor- 
tant à  chacun  de  ces  cas.  Le  nombre  H  représentera  aussi  celui  des  inter- 
sections apparentes  des  deux  lignes.  En  tenant  compte  des  points  d'in- 
tersection de  la  surface  d'ordre  (p. —  i)(v  —  i)  avec  chacune  des 
courbes,  on  trouve  les  relations 

Wi  (fjt  —  i)  (v  —  i)  =  2Ai  +  H, 
wi8  (f*  —  i)  (v  —  i)  =  2*»  4-  H  ; 
par  suite, 

2  (kl  —  hi)  =  (iHi  —  wit)  (p  —  i)  (y  —  i). 

Lorsque  les  surfaces  d'ordres  fx  et  v  se  touchent  simplement  en  t^  points 
sur  la  courbe  mj,  et  en  U  points  sur  la  courbe  m«y  il  faudrait  remplacer 
ces  relations  par  les  suivantes  : 

mi  (fx  —  i)  (v  —  i)  -(-  2ti  =  2*1  -[-  H, 

w«  (fA  —  !)(''"-  i)  +  2<i  =  2ht  +  H, 
2  (Al  —  A»)  =  (m*  —  fiit)  (fx  —  i)  (v  —  i)  4-  2  (ti  —  <i). 

40S.  Nous  allons  maintenant  donner  quelques  applications  des 
formules  qui  précèdent.  Soit  d'abord  la  surface  développable  engendrée 
par  le  plan 

(p  =  aaP  +  6aP"*  +  •   •  •   .-|-/  =  o, 

ou  a,  6,....  /  sont  des  fonctions  du  premier  degré  en  x,  y^z,  et  a  un 

paramètre  arbitraire.  Rendons  l'équation  homogène  en  remplaçant  a  par 

a 

-r'y  ce  qui  donne 

P 
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En  substituant  dans  9  les  coordonnées  d*un  point  (xi  y^  zi),  on  en 
déduit  p  valeurs  pour  a;  la  classe  de  la  développable  ou  le  nombre  de 
plans  tangents  passant  par  un  point  arbitrairement  choisi  est  donc  p. 

En  second  lieu,  on  sait  que  l'équation  de  la  surface  s'obtient  en  élimi- 
nant a  et  P  entre  les  deux  suivantes  : 

ci  =  o,      9p  =  o 

qui  sont  du   degré  p  —  i  ;  Tordre  r  de   la   développable  sera   donc 

2  (p  —  i). 

En  troisième  lieu^  nous  avons  vu  que,  pour  déterminer  les  points 
stationnaires,  il  faut  éliminer  les  coordonnées  entre  les  équations 

du  degré  p  —  3  par  rapport  aux  paramètres;  Féliminant  de  ce  système 
sera  un  déterminant  du  quatrième  ordre  qui,  étant  développé,  conduit  à 
une  équation  du  degré  4  (p  —  3);  ce  sera  la  valeur  de  6. 

Connaissant  n,  r,  6,  les  formules  donnent  pour  les  autres  nombres 
caractéristiques 

«»  =  3  (p  —  2),  a  =  o, 

a:  =  2  (p  —  2)  (p  —  3),       y  =  2  (p  —  i)  (p  —  3), 
j_l(p_i)(p_2),       A  =  i(9p«  — S3p  +  8o). 

40S.  Considérons  le  système  réciproque  ou  la  courbe  gauche  représen- 
tée par  la  même  équation,  lorsque  a,  h^c.d  sont  des  fonctions  du 
premier  degré  en  ti,  v,  w.  On  aura  d'abord  m=p\  car,  pour  un  plan 
(ui,  Vi,  u?i),  l'équation  donne  p  valeurs  pour  le  paramètre  et  il  y  a  p  points 
de  la  courbe  dans  ce  plan. 

L'équation  langenlielle  de  la  courbe  est  le  résultat  de  l'élimination  des 
paramètres  entre  les  équations  dérivées 

elle  sera  du  degré  2(p  —  i);  nous  avons  fait  remarquer  que  ce  degré 
représente  aussi  Tordre  de  la  surface  développable;  donc,  r  =  2  (p  —  i). 
Enfin,  le  nombre  de  plans  stationnaires  est  donné  par  le  degré  de 
Téliminant  du  système 

Par  suite,  o  =  4  (p  —  3). 
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Avec  ces  valeursi  oû  trouve  pour  les  autres  nombres 

w  =  3(p  — 2)  6c=o, 

y  =  2(p  — 2)(p  — 3),        ar«2(p  — i)(p  — 3), 

A  =  |(p  —  i)  (p  —  2),        flf  ==  i  (9p«  —  S3P  +  80). 

En  comparant  ces  valeurs  aux  précédentes,  on  voit  que  les  nombres 
m  et  n,  r  et  r,  a  et  6,  x  et  2^,  ^  et  A  sont  réciproques  Tun  de  l'autre. 
Dans  le  cas  de  p  =3  3,  on  trouve 

et  les  nombres  sont  identiques  dans  les  deux  cas. 

404.  Courbe  d'intersection  de  deux  quadriques.  On  a  ijl=^v=s2j 
et  m  =3  4.  Dans  le  cas  généra],  les  formules  donnent  : 

m  =  4,     n  =  i2,     6  =  0,    r  =  8,     a  =16,     ar=:i6,     y»»  8, 

g  =  SSj     A  =  2. 

Si  les  surfaces  se  touchent  simplement  en  un  point,  on  a  :  f  «=  i  ; 
par  suite,  r^^^ôj  A  =»  3;  d'où  on  déduit  pour  les  autres  nombres 

6  =  0,    n  =  6,    a  =  4,    x  =  6,    y  =  4,    ff  =  6. 

Lorsque  les  surfaces  ont  un  contact  stationnairc,  6=1,  r^^^Sf 
A  r=  2  ;  par  suite 

n  =  4,    0=1,    x  =  2,    y  =  2,    y  =  2. 

Si  elles  ont  une  génératrice  commune,  la  courbe  d'intersection  se 
décompose  en  une  ligne  d'ordre  mi  =  2'}  ^^  l'autre  d'ordre  ntf=i; 
pour  celle-ci,  Ai  =  o,  et  une  formule  qui  précède  donne  Ai  e»  i.  Les 
autres  nombres  caractéristiques  de  la  courbe  du  troisième  ordre  se 
trouvent  au  N^  405. 

405.  Intersection  de  la  développable  de  la  3«  classe  et  du  4^  ordre 
drconscrtte  à  deux  quadriques  avec  une  surface  du  second  ordre.  Nous 
avons  vu  (p.  437)  que  cette  développable  est  engendrée  par  le  plan 

(p  =  ^x  —  «y  —  a*z  +  gcnH  =  o 
ou,  sous  la  forme  homogène 
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a  et  (3  étant  deux  paramètres  arbitraires.  Les  coordonnées  d'an  point  de 
Taréte  de  rebroussement  satisfont  aux  équations 

ç^t  =  6A(3x  —  2ccy  =«  o. 
On  en  tire,  en  posant  ^^=^  i^ 

X  y  z       t 

~*  1 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  d'une  surface  du  second 
ordre  quelconque 

ax*  +  c'y*  +  a"«*  -(-....==  o, 

on  arriverait  à  une  équation  du  sixième  degré  en  a.  Ainsi  l'arête  de 
rebroussement  rencontre  la  surface  du  second  ordre  en  six  points  qui 
sont  des  points  de  rebroussement  pour  la  ligne  d'intersection  ;  on  doit 
prendre  6  =  6.  La  formule  2  A  =  fx  v  (jtx  —  i)  (v  —  i)  donne  h  =  12,  et 
comme  m  =  jx  v  =  8,  les  relations  démontrées  permettent  de  calculer 
les  autres  nombres.  Ce  sont  : 

n  =  24,       a  =  38, 

«  =  67»     y  =  5^» 

r=i4,       gf=2i2. 

Ces  valeurs  ont  été  données,  par  M.  Painvin  (Etude  de  la  développable 
circonscrite  à  deux  surfaces  du  second  ordre,  i873).  Ce  géomètre  a  aussi 
considéré  tous  les  cas  particuliers,  et  nous  terminerons  en  donnant  ici 
les  résultats  qu'il  a  obtenus. 

i"*  La  quadrique  a  une  génératrice  commune  avec  la  développable. 
On  a  : 

m4  =  7,    »ti=r,    A«==o,    Ai  ==9,    H  =3. 

Pour  la  courbe  du  7«  ordre,  il  faut  prendre 

fw  =  7,     6  =  4,    A  =  9, 

et  il  en  résulte  : 

n  ==  19,  a  =  28, 

.T  ==46,  y  =  34, 

r=i2,  s  =-123. 
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â^  La  quadrique  a  deux  génératrices  communes  arec  la  développable. 

Pour  la  courbe  du  6*  ordre,  on  a 

fn  =  6y    6  =  2,    A  =  7 
par  suite  : 

91  =s  14,      a  =  18, 

a:  =  29,      y  =  21, 

r=io,       Sf  =  59' 

3*  La  quadrique  a  trois  génératrices  communes  ayec  la  développable. 

tni  =  5,    m%  =  3,  Al  =  3,    Al  =»  6,    H  «=  3. 
Pour  la  courbe  du  5*  ordre,  on  a 

m  =  5,     6  =  0,    A  =  6; 
par  suite, 

«.=  9,       a  =  8, 
x  =  i6,     y  =12, 
r  =  8|       g  =  20. 
4*  La  quadrique  a  une  conique  commune  ayec  la  développable. 

♦Wi  =  6,    nifl  av  2,     A|  =  o,    A|c=b6,    H  =  6. 
Pour  la  courbe  du  sixième  ordre,  il  faut  prendre 

fn  =  6y    b»=>4,     A  =  6 
ce  qui  donne  : 

n  =  4,       a  =  o, 

^  =•  4»      y  =  6, 
r  =  6,      y  =  3- 
5^  La  quadrique  a  en  commun,  ayec  la  développable,  une  conique  et 
une  génératrice. 

*wi  =  5»     wit  «s=  3,    A«  =  2,    Al  s=  4,    H  =  7. 
Pour  la  courbe  du  5*  ordre,  on  a 

m  =  5,    6  =  2,    A  =  4 
par  suite  : 

«  =  5>     y  =  s> 

r  «  6,      5  =  4- 

5i 
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6*  La  quadrique  a  en  commun,  avec  la  dëveloppable,  une  conique  et 
deux  génératrices. 

t»i  =  4,    mf==4,    Af  =  5,    Ai  se  3,     Hsmô. 

Pour  la  courbe  du  4*  ordre,  on  a 

par  suite  : 

n  — 6,  a  =  4, 

ac  =  6,  y  =  4, 

r  =  6,  9  =  6, 


Théorèmes  et  exercices  sur  les  surfaces  algébriques. 

1.  Les  normales  abaissées  des  différents  points  d*ane  droite  sur  une  surface  de 
Tordre  m  appartiennent  à  une  surface  d*ordre  m'  (Uanrhum), 
Si  on  exprime  que  la  normale  représentée  par  les  équations 

/  \      ^~^^ y  —  y* g  —  *[ 

\*'  tff       —      nf        "^      p/ 

l^gr  r^f  r,/ 

rencontre  la  droite  x  =  az  ■\'p,  y  =  62;  -f  9,  ou 

X  —  «'  =  o  (z  —  «')  —  («'  —  o«'  —  p), 
y-  y'  =  6  (,-;:')  -  (y'  -  6z'  -  q), 

on  trouve  la  condition, 
(a')     (y'-ft»'-9)Fi,-(»'-a»'-p)F;,  +  [a(ç-.y')-6(p-«')]Fi  =0. 

De  plus,  on  a  F  (0%  y',  ;s')  =  o.  Si  on  élimine  m',  y',  V  entre  les  équations  (a),  («')  et 
F  qui  sont  du  degré  m  par  rapport  à  ces  variables,  on  arrivera  à  une  équation  du  degré 
m'  par  rapport  à  x,  y,  2. 

9.  Un  plan  quelconque  coupant  une  surface   de  Tordre  m  renferme  en  général 
m  (m  —  l)  normales  à  la  surface  (Marnhbim). 
Exprimons  que  la  normale 

«  —  »'      y  —  y'      »  —  g' 

"FîT'^Tjr^'Tir 

se  trouve  dans  un  plan  donné  A»  -{-  By  +  Cs  +  D  =  o  ou 

A(«  — aj'}H-B(y  — y')+C(«  — a')-+-A«'+By'-f  C»'  +  D  =  o. 

11  viendra  les  conditions 

AF;,  +  BF;,  +  CF^,  =  o,      Ax'  +  By'  +  Cz'  +  D  =  o. 

Si  on  y  joint  la  relation  F  (c',  y%  2')  =  0,  on  a  trois  équations  des  degrés  m  —  i, 
Xi  m  par  rapport  à  •',  y',  »'\  le  nombre  des  solutions  communes  sera  égal  km(m~~  i). 
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a.  Toute  surface  de  Tordre  m,  qui  passe  par  m  génératrices  d*un  même  système 
d'une  surface  du  second  ordre,  renferme  nécessairement  m  génératrices  de  Tautre 
système. 

Assujettir  une  surface  de  i*ordre  m  à  passer  par  les  m  génératrices  revient  à  donner 
m*  relations  entre  les  coefficients  de  son  équation  ;  car  si  on  exprime  que  la  droite 
x  =  az-{-p^  y  .=r  6z 4- 9  est  sur  les  deux  surfaces,  on  arrive  à  m -|- 4  conditions 
renfermant  a,  b,p,q\  en  éliminant  ces  derniers  coefficients,  ils  restera  m  relations 
entre  les  coefficients  de  l'équation  générale  du  degré  m.  On  ne  peut  plus  assujettir 
la  surface,  qui  passe  par  les  m  génératrices  d'une  surface  déterminée  du  second  ordre 
Sa  =  o,  qu*à  un  nombre  de  conditions  égal  à 

(m+i)(m  +  2)(m  +  3)      ^,      ^ 
6 

Or,   si   Pi  =  o,  Pi  =  o, ,  Pm  =  o  sont  M  plans  tangents  à  Si,  chacun  des 

polyoômes  Pi,  Ps.  ...  ne  contient  que  deux  paramètres  variables,  et  on  vérifiera  facile- 
ment que  l'équation 

>PiP« P»4-  Si«?«,_«  (»,  y,  «)  =  o, 

où  f  M-s  est  une  fonction  du  degré  m  —  2,  renferme  un  nombre  de  constantes  arbi- 
traires égal  au  précédent;  ce  sera  Téquation  générale  des  surfaces  de  Tordre  m  qui 
satisfont  à  ces  conditioDS.  Il  en  résulte  qu'on  pourra  ramener  l'équation  de  la  surface 
qui  renferme  m  génératrices  à  cette  forme,  et,  comme  chaque  plan  tangent  i  S|  ren- 
contre cette  surlace  suivant  deux  droites,  la  surface  de  Tordre  m  doit  renfermer 
m  génératrices  de  Tautre  système. 

4.  Une  surface  de  Tordre  m  est  en  général  de  la  classe  m  (m —  i)'. 

•.  La  polaire  du  second  ordre  d'un  point  parabolique  est  un  cône. 

•.  L'équation 

représente  une  surfoce  qui  passe  par  Taxe  des  g  et  dont  le  plan  tangent  est  variable 
aux  différents  points  de  cet  axe. 

V.  L'équation 

as  f  +  y"«|'  =  o 

représente  une  surface  qui  passe  par  Taxe  des  i  et  dont  le  plan  tangent  est  le  même 
pour  tous  les  points  de  cet  axe. 

•.  Pour  qu'une  surface  algébrique  ait  un  centre,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  y  plaçant 
l'origine,  l'équation  de  la  surface  ne  renferme  que  des  termes  de  même  parité  ;  en 
exprimant  qu'il  en  est  ainsi,  on  trouve 

w(m+a)(gw  +  5)  _ 
3-a* 
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relations  entre  les  coefficients  de  Téquation,  si  m  est  pair,  et 

(m  4- X)  (m  4- 3)  (am  + 1) 
^^ 3, 

si  m  est  impair.  En  général,  une  surface  d'ordre  supérieur  au  second  n'a  pas  de  centre. 

•.  Si  fa,  et  f n  sont  des  surfaces  des  degrés  m  et  n,  n  étant  plus  petit  que  m,  l'équa- 
tion générale  des  surfaces  d*ordre  m  passant  par  leur  courbe  dMntersection  sera 

f  M.H  étant  une  fonction  arbitraire  du  degré  m^n. 

«••  L'enreloppe  d*un  plan  dont  les  points  polaires  par  rapport  à  quatre  surfaces 
appartiennent  à  une  même  plan  est  une  surface  de  la  classe 

.  (i-fm  +  n  +  jï  — 4), 

/,  m,  n,  p  étant  les  classes  des  quatre  surfaces. 

fl«.  La  polaire  réciproque  de  Tapsidale  d'une  surface  relativement  au  pôle  de 
transformation  est  Tapsidale  de  la  polaire  réciproque  de  cette  sur&ce. 

it.  La  surface  apsidale  d*un  plan  est  un  cylindre  de  révolution  ;  celle  d*une  sphère^ 
un  tore;  celle  d'une  surface  de  révolution,  une  surface  de  révolution. 

flS.  Si  la  polaire  du  second  ordre  d'un  point  A  par  rapport  à  une  surface  du  troi- 
sième ordre  est  une  cône  de  sommet  B,  la  polaire  du  second  ordre  du  point  6  est  un 
c6ne  qui  a  son  sommet  au  point  A. 

14.  Le  nombre  de  normales  que  i*on  peut  mener  d*un  point  à  une  surface  algébri- 
que d'ordre  m  est  égal  à  [m*  —  m  (m  —  z)]. 

«Ik.  Étant  donné  un  système  de  surfaces  de  Tordre  m  passant  par  une  même 
courbe  à  double  courbure,  1^  Les  polaires  d*un  point  quelconque  de  Tespace  par  rapport 
k  toutes  les  surfaces  du  système  se  rencontrent  suivant  une  même  courbe  à  double 
courbure;  2®  Si  ce  point  parcoure  une  droite,  la  courbe  gauche  se  déplace  et  engendre 
une  surface  de  Tordre  s  (m  —  x)  >  3®  Si  cette  droite  décrit  un  plan,  tontes  les  surfaces 
de  Tordre  2  (m  —  x)  passent  par  une  même  courbe  à  double  courbure.  (BoBiuisa.) 

!•.  Étant  données  autant  de  surfaces  de  Tordre  m  que  Ton  voudra  passant  par 
les  m'  mêmes  point  fixes,  !<>  Les  surfaces  polaires  d'un  point  quelconque  par  rapport 
à  ces  surfaces  passent  toutes  par  (m  —  z)'  mêmes  points  fixes  ;  2«  Si  ce  point  décrit 
une  droite,  les  (m  —  z)'  points  fixes  se  déplacent  et  engendrent  une  courbe  à  double 
courbure;  S**  Si  cette  droite  décrit  un  plan,  la  courbe  à  double  courbure  engendre  une 
surface  de  Tordre  3  (m  -^  z).  (Bobillibb.) 

if.  Chercher  les  nombres  caractéristiques  de  Tintersection  de  la  développable  de  la 
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i*  classe  et  da  5«  ordre  circonscrite  à  deux  quadriques  avec  une  surface  du  second  ordre. 
Les  équations  du  second  degré 

<»ii«*  +  a««to*  +  Zattuv  +  zouur  =  o, 
«ut»*  4-  *  (flaaW*  +  ZOi^uv)  +  Wu^r  =  o 

donnent  lien  à  une  équation  en  /a  ayant  une  racine  triple  et  une  racine  simple.  Les 
coniques  correspondantes  de  la  développable  circonscrite  sont  représentées  par  les 
égalités 

ouv'  -{-  zauur  =  o 
qu*0D  peut  ramener  à  la  forme 

ll>"+ÇttV=0. 

En  cherchant  les  équations  ponctuelles  des  surfaces,  on  trouve  que  Téquation 
en  X  possède  aussi  une  racine  triple  et  qu*il  existe  un  point  de  rebroussement  sur  la 
courbe  d'intersection. 

Soit 

«0*  -h  ^oV  +  «'o*  +  '"o*  =  o 
un  plan  tangent  à  la  déreloppable  déOnie  par  les  équations  (S).  On  aura  les  relations 

On  en  tire,  en  posant  :  —  =:  a, 

•o 

!!5  =  — !iî,  H=JL- 

par  suite,  Téquatlon  du  plan  tangent  derient 

a*  g 

9  P 

ou,  sous  la  forme  homogène, 

—  Las  +  a»/32  4- ««^«y  + -^*<  =  0- 
9  P 

Si  on  élimine  «  s<  /S  entre  les  équations  dérivées 

y  i  =  «•«  +  a«*/8y  +  4  i  |3»/  =  o, 

on  arrive  à  une  équation  du  8*  degré.  La  développable  est  donc  de  la  ^  claue  et  du 
5«  ordre. 
Par  les  dérivées  secondes,  on  pourra  trouver  les  coordonnées  d'un  point  de  Taréte  de 


—  53*  — 

rebrousflemeot  ;  en  les  substituant  ensuite  dans  Téquation  d'une  surface  du  second 
ordre  quelconque 

ax"  -|-  o'y*  4"  •'"  =^  o, 

on  arrive  à  une  équation  du  8*  degré  en  a;  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable 
rencontre  donc  la  surface  en  8  points.  11  faudra  donc  poser  : 

m  =  /uiy=io,    6=8,    A  =  i/«v(/i  -  i)(v  — x)  =  ao. 

Par  Tapplication  des  formules^  il  vient  ensuite 

n  =  56»  a  =  100 
9=282,  y  =  236 
r  =  26         9=  1377. 

Ces  valeurs  ont  été  données  par  Painvin  ainsi  que  les  résultats  suivants  relatifs  aux 
cas  particuliers. 

i«  La  quadrique  passe  par  une  génératrice  de  la  développable. 

m  =  9,        rss22,      n  =  45,    6  =  6|        0  =  78 
«=195»    y=i59i    *=i6,    9  =  862. 

2^  La  quadrique  passe  par  deux  génératrices  de  la  développable. 

m  =  8,        r  =  i8,    n  =  34,    6  =  4,        a  =  5^> 
ar=i24,    y  =98,    ^=ï3>    9  =  468. 

3»  La  quadrique  passe  par  la  conique  double  de  la  développable. 

m  =  8,        r  =  i7,    11  =  32,    6  =  5,        «  =  53» 
«  =  xo8,    y =84,    A  =12,    9  =  408. 

4^  La  quadrique  passe  par  la  conique  simple  de  la  développable. 

m  =  8,      r  =  14,    n  =  24»    b=z6,        a  =  38. 
«  =  67,    y  =  51,     A=I3,    9  =  312. 

50  La  quadrique  passe  par  trois  génératrices  de  la  développable. 

m  =  7,      r  =  i4,    n  =  23,    6=2,        «  =  34 
«  =  69,    y=53,    A  =  11,    9  =  195- 

ê°  La  quadrique  passe  par  la  conique  double  et  une  génératrice  de  la  développable. 

m  =  7,      r  =  i5,    11  =  27,    6  =  3,       «  =  43 
a;  =  8i,     y  =  6z,    A  =  9,      9  =  279. 

7^  La  quadrique  passe  par  la  conique  simple  et  une  génératrice  de  la  développable. 

m  =  7,       r  =  12,     n  =:  19,     b  =  ^,         a  =  28 
9  =  46,     y  =  34»    ^  =  9i      y  =  "3- 
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8<>  La  quadrique  passe  par  la  conique  double  et  deux  génératrices  de  la  développable . 

m  =  6,      f=l5,    «  =  «2,    6  =  1,        a  =33 
«  =  58,    y  =  42,    A  =  7,      fl'  =  i75- 
9^  La  quadrhiue  passe  par  la  conique  simple  et  deux  génératrices  de  la  déyeloppable. 

m  =  6,      rsio,    n  =  z4,    6  =  2,      a  =  x8| 
«  =  29,    y  =  ai,    A  =  7,     sf  =  59« 


FIN  DE  LA  GÉOMÉTRIE  DE  L'ESPACE. 
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